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1. Aufgabenblatt zur Algebra II
Abgabe: Mo 27.10.2003 in der Vorlesung

Geben Sie ein Ideal I an, das zwei windschiefe Geraden im C* bestimmt.

Geben Sie ein geometrisches Argument dafiir an, dass I kein Polynom vom
Grad 1 enthiilt.

Zeigen Sie, dass das kartesische Blatt, z* + y> — 32y = 0, eine rationale Pa-
rametrisierung besitzt.

Zeigen Sie, dass die folgenden Mengen algebraische Varietéiten sind:
(i) Die spezielle lineare Gruppe

SL,(C) ={A e Mat(nxn,C)|detA =1}
(ii) Der komplexe Torus

T — {(agyorsn) € € | aq .- 0y = 0}

Sind die folgenden Mengen algebraische Varietéiten?
(i) M, = {(cost,sint) |t € R} C R?
(ii) M, == {(t,cost)|t € R} C R?
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2. Aufgabenblatt zur Algebra II
Abgabe: Mo 03.11.2003 in der Vorlesung

Zeigen Sie, dass das Radikal eines Ideals wieder ein Ideal ist.

Zeigen Sie, dass es keine minimalen Ideale im Ring C[Xj,..., X, ] gibt, wohl

aber minimale Primideale und charakterisieren Sie diese geometrisch.

Sei V =V (I) C C? definiert durch das Ideal I = (2? —yz,2z —2). V kann
als Vereinigung seiner irreduziblen Komponenten V =V, UV, UV; darge-
stellt werden. Bestimmen Sie die V; und I (V;) und zeigen Sie deren Irredu-
zibilitét.

Der Ring der trigonometrischen Polynome ist die Menge der Funktion, die
sich als C-Linearkombinationen von Funktionen cos” ¢sin” ¢ schreiben las-
sen. Zeigen Sie, dass der Korper der trigonometrischen Funktionen,
Kiyig = {£ | ¢ = 0, p trigonometrisches Polynom},
q
d.h. der Korper der rationalen Funktionen in sin¢ und cos¢, isomorph zum

Korper C(¢) der rationalen Funktionen ist.
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3. Aufgabenblatt zur Algebra II
Abgabe: Mo 10.11.2003 in der Vorlesung

Beweisen Sie die folgenden Aussagen. Dabei sind R,S Ringe, I ein Ideal in

R und 7 : 8§ — R ein surjektiver Ringhomomorphismus.

(i) Jedes Primideal ist ein Radikalideal.

(ii) I ist Radikalideal in R genau dann, wenn 12 7 ein reduzierter Ring ist.

(iii) I ist Radikalideal in R genau dann, wenn das Urbild 7! (I) ein Radi-
kalideal in S ist.

Es sei X ={A,...,P,} C C™ eine Menge mit n verschiedenen Punkten.
Bestimmen Sie den Koordinatenring C[ X J.

Es seien f,g:Z — W polynomiale Abbildungen zwischen zwei affinen Varie-
téiten. Zeigen Sie, dass Diag(f,g)={z¢€ Z | fcz> = gcz>} eine abgeschlos-
sene Teilmenge von Z ist.

Zeigen Sie, dass das Bild einer polynomialen Abbildung C? — C? nicht in

jedem Fall eine algebraische Menge ist. Was vermuten Sie fiir polynomiale
Abbildungen C" — C?
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4. Aufgabenblatt zur Algebra 11
Abgabe: Mo 17.11.2003 in der Vorlesung

Es sei V C C? die durch z? + ¢*> =1 gegebene Quadrik auf f € K (V) die
rationale Funktion, welche durch ¥ bestimmt ist. Geben Sie den Definiti-
onsbereich von f an und entscheiden Sie, ob f € K[V] gilt.

Beweisen Sie, dass die Hyperbel
C={@wy eC|ay=1}
nicht isomorph zu C ist.

Gegeben sei eine rationale Funktion f € K (C?) mit einem Definitionsbereich,

der C*\ {(0,0)} enthiilt. Zeigen Sie, dass dann f € K[C?] gilt. Nutzen Sie
die Tatsache, dass K [C?] ein faktorieller Ring ist.

Zeigen Sie, dass die Zariski-Topologie auf A% = AL x AL nicht die Produkt-
topologie der Zariski-Topologie auf den beiden Faktoren ist.
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5. Aufgabenblatt zur Algebra II
Abgabe: Mo 24.11.2003 in der Vorlesung

Sei X das Achsenkreuz in C?, z = {(2,y)| 2y = 0} . Zeigen Sie, dass der
lokale Ring von X in einem Punkt (0,u), u = 0, isomorph zu Cltly) ist,
also zum lokalen Ring einer Geraden.

(D.h. der lokale Ring in (0,%) ist unempfindlich gegen die Existenz der Kom-
ponente y = 0.)

3

Sei X ={(z,y)|9* — 2> — 2> = 0} eine Kubik mit Doppelpunkt. Zeigen Sie,

dass der lokale Ring von X im Nullpunkt ein Integritétsring ist.
(D.h. der lokale Ring eignet sich zum Nachweis der Irreduzibilitéit von X .)

Zeigen Sie, dass die quasiaffine Varietit X = A% \ {(0,0)} zu keiner affinen
Varietét isomorph ist. Sie konnen mit dem Hilbertschen Nullstellensatz ar-

gumentieren.

Betrachten Sie die folgenden reellen Quadriken @); und den jeweils zugehori-
gen projektiven Abschluss Q,:

Q ={2* +y* =1}  (Kueis),

Q, ={2> —y* =1}  (Hyperbel),

Q; ={2* —y =0} (Parabel). _
Skizzieren Sie die @);, bestimmen Sie die Schnittmenge der ), mit der Gera-
den im Unendlichen, und zeigen Sie, dass die @ durch projektive Koordina-

tentransformationen ineinander iibergefiihrt werden kénnen.
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6. Aufgabenblatt zur Algebra II
Abgabe: Mo 01.12.2003 in der Vorlesung

Sei X die durch zyzy = ¥ in P? definierte Varietdit. Bestimmen Sie

dom(f) fiir die rationale Funktion f = 3*.

Beweisen Sie fiir einen graduierten Ring §':

(i) Ein Ideal I ist homogen genau dann, wenn es von homogenen Elemen-
ten erzeugt wird.

(ii) Ein homogenes Ideal [ ist genau dann ein Primideal, falls fiir je zwei
homogene Elemente f,g € I gilt: Ist fg € I ,s0ist f € I oder g € I.

(iii) Summe, Produkte, Durchschnitte und Radikale von homogenen Idealen
sind wieder homogene Ideale.

Gegeben sei die Abbildung
¢p: P - P2,
(zg : 21) — (28 : 22y @ 2} ).
Zeigen Sie:
(i) ¢ ist wohl definiert,
(i) das Bild Y von ¢ ist eine projektive Varietiit,
(iii) die homogenen Koordinatenringe von P' und Y sind nicht isomorph.

(Die letzte Aussage verwundert vielleicht, da ¢ ein Isomorphismus ist.)

Gegeben seien Punkte P,...,P, € P?. Geben Sie eine Zahl dy = dy<n> mit
folgender Eigenschaft an: Fiir alle d > d, gibt es eine projektive Varietiit
C C P? beschrieben durch ein homogenes Polynom vom Grad d, welche die
Punkte A,..., P, enthilt.
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7. Aufgabenblatt zur Algebra I1
Abgabe: Mo 08.12.2003 in der Vorlesung

Zeigen Sie, dass jeder Morphismus f: X — Y einer projektiven Varietit in
eine affine Varietéit konstant ist, d.h. X auf einen Punkt abbildet.

Es seien f, bzw. f,_; teilerfremde homogene Polynome vom Grad k£ bzw.
k —1 in n Variablen. Zeigen Sie, dass die Varietéit

X = {(fﬂo e D) | ﬁf(xlw";xn)—i_ xOﬁcfl(a:l?"',a:n) = 0} - ]P)(g
eine rationale Varietét ist.

Gegeben seien die folgenden singuliiren ebenen Kurven in A% :
i) 2°4+y"=0,n>2,

(i) 2* +y* =0,

(iii) 2* +y° = 0.

Bestimmen Sie das Urbild dieser Kurven unter der Aufblasung = : JSNMQC — A%,

Bestimmen Sie die singulédren Punkte der Steinerschen Fliche
{2%? + 2%2% + y?2% — zyzw = 0} C P3.
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8. Aufgabenblatt zur Algebra II
Abgabe: Mo 15.12.2003 in der Vorlesung

Bestimmen Sie die a € C, fiir welche die Kurve

PP+ fae+y+23=0
im P? singuldre Punkte besitzt. Geben Sie die singulidren Punkte an. Ist die
Kurve reduzibel?

Zeigen Sie, dass eine ebene Kurve mit drei singulidren Punkten in drei Gera-

den zerfallt.

Widerlegen Sie die folgenden Aussagen fiir Varietiten X,Y durch Gegenbei-
spiele:

(i) Sind X und Y nicht singulér, so auch X UY .

(ii) Sind X und Y singulir, so auch X NY.

(iii) Sind X und Y nicht singulér, so auch X NY .

Gegeben sei der Morphismus
p: C — C3,
t o (ot f0),
Zeigen Sie, dass X = ¢(C) eine algebraische Kurve ist und berechnen Sie
den Tangentialraum 73X von X im Nullpunkt. Schlieen Sie damit, dass X

nicht zu einer Kurve in C? isomorph ist.



UNIVERSITAT HANNOVER

Institut fiir Mathematik
Prof.Dr. K. Hulek, Dr. M. Lonne, Hannover, 15.12.2003

Aufgabe 1:

Aufgabe 2:

Aufgabe 3:

Aufgabe 4:

9. Aufgabenblatt zur Algebra II
Abgabe: Mo 05.01.2004 in der Vorlesung

Beweisen Sie, dass jede irreduzible ebene Kubik einen Wendepunkt besitzt.

Berechnen Sie die Schnittmultiplizititen der folgenden Paare von Parabeln
im Unendlichen:

i) y=2°und y = 2% +1,

(i) y=2® und y = (z + 1)2.

Gegeben sei die ebene Kurve C = {z§ — zfzy = 0} C P?. Bestimmen Sie die
Schnittmultiplizitdt mit den Kurven D;, D, im Punkt (0:0: 1).

(i) Dy ={a§ — 2fwy + 2fx, = 0},

(i) Dy = {a§ + 23z + 2z = 0},

Zeigen Sie, dass es zu 9 Punkten P,,..., Py € P? stets eine Kubik C gibt, die
B,..., Py enthilt. Ist C' eindeutig bestimmt?
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10. Aufgabenblatt zur Algebra 11
Abgabe: Mo 12.01.2004 in der Vorlesung

Gegeben seien die folgenden ebenen komplexen Kubiken:

Bestimmen Sie jeweils eine Weierstrafl-Form und berechnen Sie die J -Invari-
ante.

Berechnen Sie fiir eine glatte Kubik in Legendre-Form 3> = 2(z — 1)(z — \)

die J -Invariante.

Ist C' eine ebene glatte Kubik in Weierstra-Form, so ist der Punkt
O=(:0:1 ein Wendepunkt und C triagt die in der Vorlesung beschrie-
bene Gruppenstruktur mit O als neutralem Element. Ein n -Torsionspunkt
auf C ist dann definiert als ein Punkt P mit nP =P +...+ P =0.

n-mal

Bestimmen Sie die 2-Torsionspunkte fiir eine glatte Kubik in Weierstraf}-

Form.

Zeigen Sie, dass fiir die Punkte P auf einer glatten Kubik C' in Weierstraf-
Form gilt:
P ist 4-Torsionspunkt genau dann, wenn die Tangente an C' in P einen
2-Torsionspunkt von C' enthilt.
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11. Aufgabenblatt zur Algebra II
Abgabe: Mo 19.01.2004 in der Vorlesung

Finden Sie die Gleichung fiir 27 Geraden auf der Fermatkubik

x8+xf‘+x§’+:1:§’.

Zeigen Sie, dass alle Geraden auf der Kubik S reell sind, falls gilt
S ={af +ai + a3 +af = (2 + 3 + 3y +35)° )
(Eine Gerade im komplex projektiven Raum heifit reell, wenn ihre Gleichun-

gen nur reelle Koeffizienten besitzt.)

Bestimmen Sie den singuléren Ort der Cayley Kubik
{ ToT1Ty + ToTaTs + ToTTs + T1ToTs 3 C P3.

Sei S eine irreduzible kubische Fliche in P?. Zeigen Sie, dass S rational ist,

falls S singulér ist und hochstens endlich viele Geraden enthélt.
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12. Aufgabenblatt zur Algebra II
Abgabe: Mo 26.01.2004 in der Vorlesung

Bestimmen Sie den Grad der Abbildung C — P!, die durch die Projektion
vom Punkt P = (0:1:0) induziert wird, fiir die Kurven C', die durch fol-
gende Gleichungen gegeben sind:

(i) 2z-y* =0,

(i) 2y? —2° — 2% =0,

(i) zg(z,y,2) + zh(z,y,z) = 0, wobei g,h homogen vom Grad d sind.

Es sei O Wendepunkt auf einer glatten elliptischen Kurve C und
7o : C — P! die Projektion von C' vom Punkt O auf P!.

(i) Bestimmen Sie den Grad d von 7.

(ii) Bestimmen Sie alle Punkte @ in P!, fiir die #{75'(O)} = d ist.

Definieren Sie Divisoren und Hauptdivisoren auch fiir quasiprojektive Kurven

und zeigen Sie, dass auf AL jeder Divisor ein Hauptdivisor ist.

Beweisen Sie, dass es eine glatte affine Kurve C' und einen Divisor D auf C

gibt, der nicht Hauptdivisor ist.
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13. Aufgabenblatt zur Algebra 11
Abgabe: Mo 02.02.2004 in der Vorlesung

Es bezeichne C' die durch 3%z — 2® 4+ 222 = 0 gegebene glatte Kurve in P?,
B,...,P. seinen Punkte auf C'. Zeigen Sie, dass es eine rationale Funktion f
auf C' gibt, die in B,..., P. Pole besitzt und sonst regulér ist.

Gegeben sei die projektive Varietét

C = {28 — myzy — 213 = 2Ty — Ty23 — Tozy = 0} C P3.
Zeigen Sie mit Hilfe der Projektion vom Punkt (0:0:0:1) auf die Ebene
{x3 = 0}, dass C isomorph zu einer glatten ebenen Kubik ist.

Es sei C C P? eine glatte, irreduzible Kurve vom Grad 3, die nicht in einer
Hyperebene enthalten ist (d.h. jede Hyperebene schneidet C' in einem Divi-
sor vom Grad 3). Zeigen Sie, dass C' rational ist.

Es sei C C P? eine irreduzible Kurve vom Grad 4. Zeigen Sie,
(i) dass C hochstens drei Singularititen hat. (Betrachten Sie dazu Kegel-
schnitte durch die Singularitéiten.)

(ii) dass hochstens zwei der Singularititen von C auf einer Geraden liegen.
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