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Kapitel 1

Konstruktion mit Zirkel und Lineal (Teil 1)

In diesem ersten Abschnitt werden einige klassische Konstruktionsprobleme beschrieben. Sie werden uns im
Folgenden als Testfille bei der Entwicklung der Korpertheorie begleiten. Wir werden spiiter sehen, dass einige
der Probleme bereits mit relativ elementaren algebraischen Mitteln zu lésen sind, wihrend wir fiir andere

iiber die Algebra hinausgehen miissen.

1.1 Was bedeutet , Konstruktion mit Zirkel und Lineal*?

Gegeben ist zuniichst eine Menge M von mindestens zwei Punkten in der (euklidischen) Ebene. Mit dem
ersten Punkt legen wir einen Ursprung fest und mit dem zweiten eine Léngeneinheit (hat M nur einen
Punkt, so kénnen wir keine weiteren Punkte konstruieren).
Es sei G(M) die Menge aller Geraden in der reellen Ebene R?, die durch zwei Punkte aus M gehen und
K (M) die Menge aller Kreise, deren Mittelpunkte die Punkte von M und deren Radien gleich den Abstéin-
den je zweier Punkte aus M sind. Die Geraden betrachten wir als konstruierbar aus M mit Hilfe des Lineals
(ohne Verwendung der Markierungen), die Kreise als konstruierbar aus M mit Hilfe des Zirkels. Zu beachten
ist, dass wir hier einen nichtkollabierenden Zirkel verwenden, mit dem wir den Abstand zweier Punkte aus
M abgreifen und an einen dritten Punkt aus M iibertragen kénnen. In den urspriinglichen geometrischen
Konstruktionsproblemen wurde ein kollabierender Zirkel verwendet, mit dem nur unmittelbar ein Kreis um
einen Punkt aus M mit einem weiteren Punkt aus M auf dem Umfang gezeichnet werden konnte. Tatsiich-
lich konnen auch mit einem kollabierenden Zirkel und einem Lineal alle Kreise konstruiert werden, die mit
einem nichtkollabierenden Zirkel gezeichnet werden kénnen.
Uber die Konstruktion von Geraden und Kreisen kénnen wir nun weitere Punkte konstruieren, die urspriing-
lich nicht in M lagen, und zwar genauer durch folgende Operationen:

1. Schnitt zweier verschiedener Geraden aus G (M).

2. Schnitt einer Geraden aus G (M) mit einem Kreis aus K (M) .

3. Schnitt zweier verschiedener Kreise aus K (M) .
Unter der Hinzunahme dieser Schnittpunkte erhalten wir eine neue Menge von Punkten, die wir mit M’
bezeichnen.
Setze My = M . Ist M, fiir n > 0 schon definiert, so sei

M, = MT/L

die Menge der Punkte, die in M,, liegen oder aus M, durch die obigen drei Operationen konstruiert werden

konnen.

Definition 1.1
M= UZO: 0 M, heiflt die Menge der aus M mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Punkte.

Offenbar lisst sich jeder Punkt aus M bereits mit endlich vielen Operationen aus M erzeugen. Auflerdem

werden in einem Konstruktionsschritt nur endlich viele Punkte aus M, verwendet, also ist auch (M) = M.



Kapitel 1 Konstruktion mit Zirkel und Lineal (Teil 1)

Beispiel 1.2
Wir setzen stets voraus, dass M die Zahlen 0 und 1 enthilt und damit enthilt M alle Gitterpunkte in
7 XY .
0. Dreieckskonstruktionen
Es wird vorausgesetzt, dass ein Dreieck mit spezifischen Bestimmungsstiicken existiert, und es ist das
Problem zu behandeln, ob und wie das Dreieck zu konstruieren ist. Dabei sind typischerweise drei Be-
stimmungsstiicke des Dreiecks als Strecken (Kanten, Seitenhalbierende, Winkelhalbierende, Hohen, Mit-
telsenkrechten, Innenkreisradien, Umkreisradien, ...) und Winkel gegeben. Strecken kénnen auf einer ge-
gebenen Geraden g von einem gegebenen Punkt P aus abgetragen werden, fiir einen Winkel o muss
relativ zu diesen Daten ein weiterer Punkt @ auf dem zweiten Schenkel mit Scheitel in P zu « ange-
geben werden.
Die Bestimmungsstiicke sind damit also durch eine endliche Punktemenge M gegeben, und es sind drei
Punkte in M gesucht, die das (bzw. ein) Dreieck mit diesen Bestimmungsstiicken definieren.
Sind z.B. die drei Kantenldngen des Dreiecks als Strecken PA, PB und PC auf g gegeben, so ist hier
M = {P,A B,C}. Mit Zirkel und Lineal konstruieren wir das gesuchte Dreieck dann folgendermafien:
Wir schlagen um P einen Kreis mit Radius PB und um A einen Kreis mit Radius PC . Da wir vor-
aussetzen, dass ein Dreieck mit den gegebenen Daten existiert, schneiden sich diese beiden Kreise in
zwel Punkten (sonst haben wir nur ein entartetes Dreieck), etwa in X und Y . Die beiden Dreiecke
PXA und PYA sind dann Losungen des Konstruktionsproblems.
1. Das Delische Problem der Wiirfelverdopplung
Gegeben sei ein Wiirfel. Zu konstruieren ist ein Wiirfel mit dem doppelten Volumen.
Ein Wiirfel ist durch seine Kantenliéinge bestimmt, also ist hier M = {P,Q}, wobei die Strecke PQ die
Kantenléinge a bestimmt.
Ein Wiirfel mit doppeltem Volumen hat die Kantenlinge ¥2a . Das Problem ist hier also, ob es einen
Punkt @' im Abstand ¥2a von P in M gibt.
2. Dreiteilung des Winkels
Ein Winkel ¢ sei wie oben beschrieben durch drei Punkte P,Q;,@, gegeben, d.h. PQ, und PQ, be-
schreiben die Schenkel des Winkels. Zu konstruieren ist der Winkel %, d.h. wir miissen einen Punkt
X € M finden, so dass der von den Schenkeln PX und P@, eingeschlossene Winkel % ist.
(Demonstration: (angeniherte) Winkeldreiteilung durch Papierfalten)
3. Quadratur des Kreises
Zu einem gegebenen Kreis soll ein Quadrat mit demselben Flicheninhalt konstruiert werden.
Hier ist also M = {P,Q}, wobei der Abstand von P zu @ genau der Radius r des Kreises ist. Ge-
sucht ist ein Quadrat mit Flicheninhalt 77, d.h. wir miissen eine Strecke der Liinge r~/7 konstruieren
konnen, also einen Punkt X mit Abstand r~7 von P in M finden.
4. Konstruktion des reguliren n -Ecks
Gegeben ist wieder ein Kreis durch M = {P,Q}, wobei P der Mittelpunkt des Kreises sei. Diesem
Kreis soll ein reguldres n -Eck einbeschrieben werden, d.h. es ist auf dem Umfang des Kreises ein Punkt
XeM suchen, so dass der von PQ und PX eingeschlossene Winkel 2T ist.
Fiir n = 3,4,5 war die Konstruktion bereits den griechischen Mathematikern des Altertums gelungen.
Da Winkel leicht halbiert werden kénnen, kénnen also auch alle 2¥-n-Ecke fir k € N, n € {3,4,5} kon-
struiert werden. Erst Gaufl gelang (etwa 1795) die Konstruktion des regulidren 17-Ecks. Aulerdem fiihr-
te er die allgemeine Konstruktionsaufgabe auf ein zahlentheoretisches Problem zuriick, das auch bis
heute noch nicht vollstindig gelost ist. Insbesondere hat er gezeigt, dass das regulire 7-Eck nicht mit

Zirkel und Lineal konstruiert werden kann. Wir kommen spéter darauf zuriick.
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Kapitel 1 Konstruktion mit Zirkel und Lineal (Teil 1)

Die Konstruktion des einbeschriebenen 3-Ecks sei einer Ubung tiberlassen. Die Konstruktion des regulii-
ren einbeschriebenen 5-Ecks hingt eng mit der Konstruktion des Goldenen Schnitts zusammen. Wir
wollen dies kurz beschreiben.

Gegeben sei ein Kreis mit Mittelpunkt P und Radius AP . Wir konstruieren zuniichst den Goldenen
Schnitt des Radius’. Dazu errichten wir in P die Senkrechte auf AP . Es sei R der (ein) Schnittpunkt
dieser Senkrechten mit dem Kreis. Ist AB der Durchmesser des Kreises, dann sei ) der Mittelpunkt
der Strecke PB . Wir zeichnen nun einen Kreis um ¢ mit Radius R@Q . Der Schnittpunkt dieses Kreises
mit der Strecke AP sei T . Dieser Punkt liefert den Goldenen Schnitt von AP .

Wir erhalten nun die Eckpunkte des reguliren 5-Ecks, indem wir die Strecke RT als Sehne auf dem
Kreis wiederholt abtragen (Beweis: Ubung). Das 10-Eck erhalten wir dann durch Abtragen der Strecke
PT .

1.2 Algebraische Formalisierung des Konstruktionsproblems

Ist eine Ausgangsmenge M mit mindestens zwei Punkten gegeben, so kénnen wir mit Hilfe von zwei Punk-
ten O,P in der Ebene ein kartesisches Gitter konstruieren: O sei der Ursprung des Gitters und OP definie-
re die Léngeneinheit 1. Damit ist zunichst die Gerade g durch O und P mit ganzzahligen Koordinaten
(m,0) versehen. Anschlieflend konstruieren wir in jedem Punkt (n,0) die Lotgerade zu g: wir bringen die
beiden Kreise um (n —1,0) und (n 4+ 1,0) vom Radius 2 zum Schnitt, die durch die beiden Punkte definier-
te Gerade ist die gewiinschte Lotgerade. Wir versehen auch alle diese Geraden mit ganzzahligen Koordinaten.
Damit stehen uns nun also alle Punkte des kartesischen Gitters zur Verfiigung, d.h. Z x Z C MCRxR.

Es stellt sich als niitzlich heraus, den R? mit der GauBischen Zahlenebene zu identifizieren und Punkte
(z,y) € R? mit den zugehorigen komplexen Zahlen z + 4y zu identifizieren. Wir wollen die mit obigen Ope-
rationen konstruierbaren Punkte algebraisch untersuchen. Ziel ist es, im wesentlichen folgendes zu zeigen:

Die aus M mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Punkte in R? sind genau die Punkte, deren Koordinaten
aus den Koordinaten der Punkte von M durch endlich viele Anwendungen der folgenden Operationen kon-
struiert werden konnen: Bildung der Summe, der Differenz, des Produkts, des Quotienten und Ziehen der
Quadratwurzel.

Die ersten vier Operationen sind genau die Operationen, die wir in beliebigen Kérpern (bzw. Schiefkérpern)

durchfiithren konnen. Kérper wurden bereits in der Linearen Algebra definiert. Wir erinnern nur an ...

Beispiel 1.3
(1) Die Korper Q, R und C.

(i)  Ist p eine Primzahl, dann ist Z, ein Korper mit p Elementen (der Restklassenring nach p).
Uber die aus M konstruierbaren Zahlen konnen wir zunichst folgende Aussage machen:

Satz 1.4

Sei M eine Menge der komplexen Zahlen, die 0 und 1 enthilt. Dann ist die Menge M der aus M kon-
struierbaren Zahlen ein Teilkérper von C, d.h. ein in C enthaltener Koérper.

Beweis

Wir miissen zeigen: sind z;,2, € M , so auch die Zahlen z; + 25, —2, 2 -z und fiir 2z = 0 auch +.

Die Addition komplexer Zahlen erhilt man durch das Parallelogramm der zugehorigen Vektoren. Den Punkt
21 + 2, findet man als einen Schnittpunkt der beiden Kreise um z; mit Radius z;, i = j. Alternativ iiberlegt
man sich zunéchst allgemein, wie man Parallelen zu einer vorgegebenen Geraden in einem vorgegebenen Ab-
stand konstruiert.

Die Konstruktion von —z, aus z, ist klar.
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Nun zur Konstruktion des Produkts. Dazu betrachten wir zunéchst den Fall: r,n, € MNRT.
Wir konstruieren die Lotgeraden ¢; und ¢, zur x-Achse durch die Punkte 1 und . Auf g, konstruieren
wir im Abstand 7, von 1 mit dem Zirkel einen weiteren Punkt von M . Durch diesen Punkt und 0 legen wir
eine Gerade, die g, in einem Punkt X schneiden muss. Nach dem Strahlensatz hat dann X den Abstand
1 -7 zum Punkt n auf der z-Achse. Die Strecke muss nun noch mit dem Zirkel von 0 aus auf die z-Achse
iibertragen werden, um 7 -1 € M zu zeigen.
Im allgemeinen Fall sind z,2, € M durch Polarkoordinaten gegeben:

2, = 1 (Cosy, + i -singy ) = n.e" .
Wobei nr, = |n,| die Lénge des zu z, gehorigen Vektors und ¢, dessen Winkel zur reellen Achse ist. Es ist
dann

22y = nneate)

Da mit z, auch 7, zu M gehort (Abtragen der Linge auf der reellen Achse), kénnen wir nach dem oben
Beschriebenen 77 konstruieren. Auflerdem kénnen zwei Winkel leicht mit Zirkel und Lineal addiert werden.
Abtragen von nn auf dem zu ¢; + ¢y gehorenden Strahl liefert dann 22, .
Zuletzt muss noch zu 2z, = 0 in M % konstruiert werden. Wir benutzen wieder Polarkoordinaten und er-

halten
1

P le—i% .
22 )
Nun konstruieren wir —g, durch Spiegelung an der reellen Achse und 7! wieder mit dem Strahlensatz.

Damit ist insgesamt M als Teilkérper von C nachgewiesen. O

Bemerkung 1.5
Jeder Teilkorper K von C enthilt den Kérper Q der rationalen Zahlen. Tatsdchlich haben wir im obigen
Beweis auch explizit gezeigt, wie die rationalen Zahlen mit Zirkel und Lineal aus der Menge {0,1} kon-

struiert werden.

Als néichstes wollen wir zeigen, dass mit jeder komplexen Zahl in M auch ihre Wurzel konstruierbar ist.

Satz 1.6
Fiir z € M ist auch vz € M .

Beweis
Fir z =re®, r e R, -7 < p < 7 gilt
JZ = JTe/?
Da wir Winkel halbieren koénnen, miissen wir nur zeigen: V7 € M fir re MNRT.
Dies erreichen wir durch folgende Konstruktion. Wir kénnen annehmen,
dass r = 0 und dann sogar & > 1 gilt, sonst konstruieren wir zunéchst +.
Mit dem Zirkel konstruieren wir den Halbkreis iiber der Strecke von 0
nach r mit dem Radius %. Auf dieser Strecke im Punkt 1 errichten wir

5 - ¥ i
S Sfu=r
die Lotgerade. Diese schneidet den Kreis im Abstand y von der reellen :

Achse. Die Strecke von 0 zu diesem Schnittpunkt hat nach Pythagoras die

Linge u = w Da der Punkt (1,y) auf dem Kreis mit der Gleichung (X — %)2 +Y?2 = (’5)2 liegt, gilt
L—r+ (50 +9° = (5,

also 7 = 1+ 2 und damit v = V7 . O

Definition 1.7
Ein Teilkérper K von C heifit quadratisch abgeschlossen, falls vz € K fiir alle z € K gilt.

6



Kapitel 1 Konstruktion mit Zirkel und Lineal (Teil 1)

Nach dem bisher Gezeigten ist also M ein quadratisch abgeschlossener Teilkérper von C.
Bevor wir weitere Eigenschaften von M nachweisen, miissen wir noch einige Begriffe aus der Korpertheorie

einfiihren.

Lemma 1.8
Sei {K) },c, eine Familie von Teilkérpern von K . Dann ist auch n \er K, ein Teilkérper von K .
Beweis

Liegen z,y in allen K, so offenbar auch z +y,  —y, -y und fir y = 0 auch §.

Definition 1.9

Sei K ein Korper und M C K . Dann heifit der Durchschnitt aller M enthaltenen Teilkérper von K der
von M erzeugte Teilkorper von K , und wir bezeichnen ihn kurz (M) .

Ist K, ein Teilkérper von K , dann bezeichnen wir mit Ky(M) den Teilkérper (K, U M) von K und sa-
gen: K, (M) entsteht aus K durch Adjunktion von M . Fiir M = {x,...,x,} schreiben wir K, (z,...,7,)
statt Ko ({®1,..., T, }) -

Der von M = {0,1} (oder auch von M = ¢!) erzeugte Teilkérper P von K heifit der Primkérper von K .

Bemerkung 1.10

(i) Der Primkorper P ist nach Definition in jedem Teilkérper von K enthalten, und fiir jedes M C K ist
P(M) =(M).

(ii) Der Primkorper von R und C ist Q.

(iii) In einem Korper von Charakteristik 2, d.h. in einem Koérper mit 1+ 1 = 0 ist bereits P = {0,1} selbst
ein Teilkorper. Fiir jede Primzahl p ist Z, ein Primkorper. Allgemein gilt: Ein Korper hat genau dann
die Charakteristik p > 0, wenn sein Primkoérper Z, ist. Er hat die Charakteristik 0 genau dann, wenn
sein Primkorper Q ist.

(iv) Der Korper K, (M) ist offenbar der kleinste Teilkdrper von K , der K, und M enthilt. Wir werden
ihn etwas spiter auch explizit beschreiben.

(v) Sei d € Q mit ~/d ¢ Q. Dann ist

Q@) = {a+bvd | a,b € Q},
denn die Zahlen der Form a + bv/d bilden einen Korper:
1 a—bJd
a+bJd T Z_vd
Ist eine Teilmenge M von C gegeben, die 0 und 1 enthilt, so sind durch Spiegelung an der reellen Achse

auch alle konjugiert komplexen Elemente der Zahlen aus M konstruierbar. Wir bezeichnen diese Menge mit
M . Also gilt: Q(M UM) C M . Tatséchlich bleibt dieser Korper fest unter komplexer Konjugation:

Lemma 1.11

Sei M CC mit Ound 1in M und sei K, = Q(M UM). Dann ist K, = K,, .

Beweis

Die komplexe Konjugation bildet Teilkérper von C auf Teilkérper von C ab. Also ist auch K, ein Teilkor-
per von C. Da auBerdem z = z fiir alle z € C gilt, ist K, auch der kleinste Teilkorper, der M und M
umfasst, also ist K, = K. O

Wir halten fiir das Folgende einen solchen Teilkérper L von C mit L = L fest.
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Die Geraden durch Punkte von L seien mit G (L), die Kreise mit Mittelpunkt in L und Radius in L seien
mit K (L) bezeichnet. Da L = L, gehoren insbesondere mit jedem z = & + iy € L auch z und iy zu L.

Zunichst zeigen wir, dass Geradenschnitte nicht aus L hinausfiihren.

Lemma 1.12
Ist z Schnittpunkt zweier Geraden aus G (L), so gilt z € L.
Beweis
Die beiden Geraden seien gegeben in der Form

20+ A5 (29,21 € L),

20+ pat (20,21 € L),
wobei A\, p € R. Wir spalten die Gleichung z, + A\z; = 2, + pz fiir den Schnittpunkt in die beiden Glei-
chungen fiir den Real- und Imaginirteil auf, wobei 2, = x;, + iy, und entsprechend fiir zj :

Ty + A1y = @) + pay,

o + Ny, = iy + piyl.
Mit z, gehoren natiirlich auch x;, und iy, zu L, da L = L. Durch Auflssen des Gleichungssystems folgt
dann auch: A\ p € L und damit ist der Schnittpunkt z; + Az € L. O

Fiir die Schnittpunkte von Geraden und Kreisen iiber L ist unter Umstinden die Adjunktion von Wurzeln

notwendig:

Lemma 1.13

Ist z Schnittpunkt einer Geraden aus G (L) mit einem Kreis aus K (L) oder ein Schnittpunkt zweier Kreise
aus K (L), dann ist z € L(~w) fiir ein geeignetes w € L.

Beweis

Es sei z zunéchst Schnittpunkt einer Geraden aus G (L) mit einem Kreis aus K (L) . Die Gerade sei wieder
durch zy 4+ Az gegeben mit zy,2; € L. Der Kreis habe den Mittelpunkt z, und Radius r . Real- und Imagi-

néirteile von zg, 2,2, seien wie vorher. Die Punkte z + iy des Kreises erfiillen die Gleichung

(x—xy 2 — (iy — iy, )* = 1*.

Insbesondere gilt fiir den Schnittpunkt z = z5 + Az :
(z— Az —552)2 — (iy — iy —iy2)2 =7,
Ist diese Gleichung linear in A , so ist A und damit auch z in L. Ist die Gleichung quadratisch in A ; etwa

M4+pA+qg=0, pgel,

2
p p
A=l [P
5 4 q,

also ist A € L(~w) fiir w :%—q € L und damit auch z € L(Jw).

Sei nun z Schnittpunkt zweier Kreise aus K (L), die durch die folgenden Gleichungen gegeben sind:

so gilt

(& — 22 — (iy —iyo )’ = 17,
(x =2 — (iy — iy ) =i
Durch Subtraktion erhalten wir eine in # und y lineare Gleichung der Form
ar + biy = ¢,
wobei a,b,c € L und a,b nicht beide Null, da wir von zwei sich schneidenden Kreisen ausgegangen sind. Die-
se Gleichung liefert eine Gerade in G(L) , und 2z ist Schnittpunkt dieser Geraden aus G (L) mit einem

Kreis aus K (L), also nach den vorherigen Uberlegungen ist z € L(~w) fiir ein geeignetes w € L . (]
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Um unseren Satz iiber die algebraische Charakterisierung von aus einer Menge M konstruierbaren Zahlen

formulieren zu kénnen, brauchen wir noch eine Definition:

Definition 1.14

Wir sagen, dass ein Koérper L aus einem Teilkérper K durch sukzessive Adjunktion von Quadratwurzeln
entsteht, wenn es Elemente w,...,z, € L gibt, so dass gilt: L = K ({,...,2,}) = K (%y,...,2,) und 27 € K ,
x¢2+1 € K(zyy...,x;) fir i =1,...,n—1.

Satz 1.15

Eine Zahl z € C ist genau dann aus einer vorgegebenen Menge M mit Zirkel und Lineal konstruierbar,
wenn gilt: z € L fiir einen Teilkdrper L von C, der aus K, = Q(M U M) durch sukzessive Adjunktion von
Quadratwurzeln entsteht.

Beweis

Da wir uns bereits iiberlegt haben, dass der Kérper der aus M konstruierbaren Zahlen M quadratisch abge-
schlossen ist, enthilt M jeden Korper L, der aus K, durch sukzessive Adjunktion von Quadratwurzeln
entsteht.

Wird umgekehrt eine Zahl z durch eine der erlaubten Konstruktionsmethoden erzeugt (Geradenschnitt,
Kreis mit Gerade, Kreisschnitt), so existiert nach den obigen Lemmata w € Ky mit z € K, (Vw).

Um die Lemmata im néchsten Schritt wieder anwenden zu kénnen, muss der zugrunde liegende Korper inva-
riant unter komplexer Konjugation sein. Da auch w € K|, entsteht K; = K, (~vw,vw) aus K, durch suk-
zessive Adjunktion von Quadratwurzeln, und K; = K .

Jeder konstruierbare Punkt z € M entsteht durch endlich viele Anwendungen der Operationen aus M , also

folgt die Behauptung mit Induktion.

Jedes Element aus M kann demnach als rationale Funktion (itber Q) in den Elementen von M UM und
geeigneten Quadratwurzeln (aus dem Korper des jeweiligen Konstruktionsschritts) dargestellt werden, und

somit nach den vorher beschriebenen Methoden mit Zirkel und Lineal konstruiert werden.

Bezeichnen wir mit ~vK die Menge aller Quadratwurzeln eines Kérpers K C C, so erhalten wir auch folgen-

de Beschreibung von M:

Lemma 1.16
(i)  Wir definieren induktiv einen Kérperturm durch
KO = Q(MUM)a Kn+l = Kn(VKn>
Dann ist
M=JK,.
. n=0

(ii) Esist M der Durchschnitt aller quadratisch abgeschlossenen Teilkorper von C, die K| enthalten, d.h.

M ist der kleinste quadratisch abgeschlossene Teilkérper von C, der K| enthiilt.
Beweis
(i) Da M quadratisch abgeschlossen ist, gilt M D UT:O K,, . Die umgekehrte Inklusion folgt aus Satz 1.15.

(ii) Die Aussage (ii) folgt unmittelbar aus (i), da jeder quadratisch abgeschlossene Korper mit K, auch alle
K, enthilt. O

Damit haben wir nun genau die Beschreibung der konstruierbaren Punkte bewiesen, die wir zu Beginn des
Abschnitts als Ziel formuliert hatten.
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Beispiel 1.17

1.

2.

3.

4.

Wiirfelverdopplung
Wir kénnen ohne Einschrinkung M = {0,1} annehmen und miissen also ¥/2 konstruieren. Die Frage
ist also, ob ¥2 in einem Teilkérper von C liegt, der aus Q durch sukzessive Adjunktion von Quadrat-
wurzeln hervorgeht.
Winkeldreiteilung
Gegeben ist ein Winkel ¢ , also eine Menge M mit drei Punkten, etwa {0,1,e%} . Hier ist
Ky, =Q(e*,e™)=Q(e%), und es ist zu kliren, ob ¢%/3 in einem Teilkorper von C liegt, der aus
K, durch sukzessive Adjunktion von Quadratwurzeln hervorgeht.
Einige Winkel lassen sich offensichtlich dritteln, z.B. ¢ = Z. Dies folgt auch aus einer leichten algebrai-
schen Betrachtung: z = ¢'™/% erfiillt die Gleichung
X2 _iX—-1=0,
es ist also z = $(i +~/3) € Q(4,+/3) konstruierbar.
Quadratur des Kreises
Aus M = {0,1} ist 7 zu konstruieren. Dazu miisste es einen Teilkorper von C geben, der 7 enthéilt
und aus Q durch sukzessive Adjunktion von Quadratwurzeln entsteht.
Konstruktion regulirer n -Ecke
Aus M = {0,1} ist z, = €™/ zu konstruieren. Wir zeigen hier noch einmal algebraisch, dass reguléire
Fiinfecke mit Zirkel und Lineal konstruiert werden kénnen.
Setze & = z;. Dann gilt
0=8-1=(-)("++8+¢+1),

also

0=+ 4+ +e+1=+¢(E8+&+1)+1. ®
Andererseits gilt

(E+e) =@+ 2=+ +2=—(¢+&)+1,
also
(e+&)V +(e+6h)-1=0.

Auflssen dieser quadratischen Gleichung fiir € + ¢! ergibt

fret = —%(1—\/3), 244 :%(1-5).
Setzen wir dies in ® ein, so erhalten wir
€ 451 -VBE+1=0.
Nach ¢ auflosen liefert die gesuchte Darstellung von & , die die Konstruierbarkeit beweist:

£=1(¥5~14+V=10-275) € QY5510 2V5).

10
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Kapitel 2

Polynomringe

Grundlagen der Ringtheorie wurden bereits in der Linearen Algebra behandelt. Insbesondere haben wir uns
in der LA II bereits intensiv mit Polynomen befasst. Es sei hier an einige wichtige Begriffe und Ergebnisse

erinnert: wir werden dabei auch bereits einige Ergénzungen hinzufiigen, die im Weiteren benétigt werden.

Definition 2.1
Sei R eine nichtleere Menge mit zwei Verkniipfungen + und -, so dass gilt:
(i)  (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
(ii) (R,-) ist eine Halbgruppe.
(iii) Fir alle a,b,c € R gilt:
a(b+c¢)=ab+ac, (b+c)a=ba+ca. (Distributivgesetze)
Dann heifit R (bzw. genauer: das Tripel (R,+,-)) ein Ring. Der Ring R heifit kommutativ, wenn
(R,-) kommutativ ist. Hat (R,-) ein neutrales Element, so wird es als 1 bezeichnet und heifit Eins-
element von R . Im Fall, dass R ein kommutativer Ring mit 1 ist, setzen wir
R ={acR|3bcR:ab=1}.
R" ist eine multiplikative Gruppe, die Einheitengruppe von R . (Ist R = R\ {0}, so ist R ein
Korper.)
Ist fiir alle a,b € R\ {0} auch das Produkt ab = 0, so heifit R nullteilerfrei. Ein kommutativer null-

teilerfreier Ring mit 1 heif3t Integrititsring.

Beispiel 2.2

(i)  (Z,+,) ist ein kommutativer, nullteilerfreier Ring mit 1, also ein Integritétsring. Die Einheitengruppe
ist 2" = {1,—1}.

(ii) Die Menge M, (R) der n x n-Matrizen iiber einem Ring R bildet mit der gewthnlichen Matrizenaddi-
tion und -multiplikation einen Ring, der fiir n > 1 nicht kommutativ ist. Hat R eine 1, so hat auch
M, (R) ein Einselement, ndmlich die Einheitsmatrix.
Ist K ein Korper, so ist die Einheitengruppe die allgemeine lineare Gruppe: M,, (K ) = GL, (K).

(iii) Jeder Korper ist ein kommutativer nullteilerfreier Ring mit 1.

Definition 2.3

Eine Abbildung ¢ : R — R zwischen zwei Ringen R und R heiit Ringhomomorphismus, wenn fiir alle
a,b € R gilt:

pla+b) =g+, pla-b) =@ - plb),
d.h. ¢ ist ein (Gruppen-)Homomorphismus zwischen den additiven Gruppen (R,+) und (R,4) bzw. ein
(Halbgruppen-)Homomorphismus zwischen den multiplikativen Halbgruppen (R,-) und (R,-).

Haben die Ringe jeweils ein Einselement, so verlangen wir auch ¢ (1z) = 1.
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Ist ¢ injektiv (bzw. surjektiv oder bijektiv), so heiit ¢ ein Monomorphismus (bzw. Epimorphismus oder

Isomorphismus). Zwei Ringe heiflen isomorph, wenn es einen Isomorphismus zwischen ihnen gibt.

Polynome sind ,,formale Ausdriicke* der Form

f=ay+aX+aX+..+a,X", a,a,...,a, € R,
wobei R ein kommutativer Ring mit 1 ist, die a; sind die Koeffizienten von f und X ist eine ,,Unbestimm-
te“ tiber R.
Wir haben bereits in der Linearen Algebra gesehen, wie sich diese vage Beschreibung prizise fassen lisst und
erinnern kurz daran.
Sei

RIX]:= {(ai dien, | @i € Ry a; = 0 fiir fast alle i € NO}

die Menge der abbrechenden Folgen iiber R .
Definiere auf R[X1 eine Addition und eine Multiplikation durch:

(@ )ien, T (b Jien, = (a; + b; )ieN,

n
(a; )Z‘eNU : (bz )Z‘eNU = (G )ieNU mit Cp = Zakbnfk'
k=0

Damit ist (R[X1,+,-) ein kommutativer Ring mit 1 = (1,0,0,...).
Wir betten R nach R[X] ein durch
t:R— RIX], a~— (a,0,0,...)

(dies ist ein injektiver Ringhomomorphismus!) und identifizieren die Elemente aus R mit den entsprechenden
Elementen in RIX].

Sei ¢, die Folge mit genau einer 1 an der Position k£ € N; und Nullen iiberall sonst. Setze
X =1(0,1,0,0,...) = ¢, . Dann ist X* = ¢;. Jedes f € RIX] lisst sich dann schreiben in der Form

n
k
f= Z%X , Qgs---s 0y € R.
k=0

Hier sind die Koeffizienten a; € R eindeutig bestimmt. Es sind gerade die ersten n +1 Komponenten der
Folge f, die danach nur noch Nullen hat.

Der Ring RIX] erfiillt die folgende Definition fiir Polynomringe, die die Substitutionseigenschaft zur Cha-

rakterisierung heranzieht:

Definition 2.4

Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Ein Tripel (RIX1,X,¢), wobei R[X] ein Ring ist, X € R[X] ein aus-
gezeichnetes Element und ¢: R — R[X] ein Homomorphismus, heiflt Polynomring iiber R in der Unbe-
stimmten X , wenn folgende universelle Eigenschaft erfiillt ist:

Zu jedem Ring S , s€ S und Homomorphismus ¢ : R — S gibt es genau einen Homomorphismus
®:RIX]— S mit ®(X) =s (Substitution von X ) und ®or = ¢ . Die Elemente in R[X] heiflen

Polynome mit Koeffizienten in R in der Unbestimmten X .

Satz 2.5
(RIX],X,.) wie oben ist ein Polynomring iiber R in der Unbestimmten X .

Beweis
Sei p: R — S ein Ringhomomorphismus, s € S, f = ZZ:O a X"
Ist ®: RIX]— S ein Ringhomomorphismus mit (X)) =s und ® ot = ¢, dann folgt

n n
() =(d> juX )= BaH®XF =3 o8t ®
k=0 k=0

12
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Der Homomorphismus & ist also durch die geforderten Bedingungen bereits eindeutig festgelegt! Wird &
durch ® definiert, so ist leicht nachzurechnen, dass ® tatsiichlich ein Ringhomomorphismus mit den ge-

wiinschten Eigenschaften ist. O

Satz 2.6

(i)  Je zwei Polynomringe iiber R in einer Unbestimmten sind isomorph.
(ii) Ist (RIY1,Y,e) ein Polynomring iiber R, dann ist € injektiv und zu jedem g € R[Y1\ {0} gibt es
eindeutig bestimmte Elemente n € N, qy,...,a, € R mit a, = 0 und g = Z:l:os(a,; Yt

Beweis
Ubung. O

Ein wichtiger Parameter von Polynomen ist ihr Grad:

Definition 2.7
Ist f= ZieNoaiXi € RIX], dann heifit
max{i € Ny |a; =0} fallsf=0
falls f = 0
der Grad von f. Gilt degf =n € Ny, dann heifit a, der Leitkoeffizient von f. Ist a, =1, so heifit f

normiert.

deg f =

Definition 2.8
Durch Iteration konstruieren wir den Polynomring R[Xj,..., X,,] in den Unbestimmten Xj,...,X,, :
RCR[IX|]CR[X,X3]C...CR[X,,.... X, ].
Jedes f € R[Xy,...,X,, ], f = 0 ldsst sich dann eindeutig schreiben als
F= > @ Xt Xy

(tyeeeytn JED

€ R\ {0}, I C Njj endlich.

mit a; ;.

Wir kénnen diese Polynomringe benutzen, um die versprochene explizite Beschreibung von Kérpern der Form

K (M) zu geben, die aus einem Grundkorper K durch Adjunktion der Menge M entstehen:

Lemma 2.9
Seien K C L Korper und M C L. Dann gilt

K(M) = {M |nm €N, f € K[X),s X1, 9 € K[Xpsos Xon Ty Thseees Y € M, G(YrsornsYon) = o}.

G(Y1s-5Ym )
Beweis
Setze
_ f(xla"'vxn)
Q - g(y y ) | n,m € N7 f S K[Xh'”aXn]v g € K[Xla"'va]v T1yeees Ym S Mv g(ylv"'vym) =0;.
LoeeesIm
Dann ist offenbar @ ein Teilkérper von L, der in K (M) enthalten ist. Wegen K UM C @ ist aber auch
K(M)C Q. Also folgt Q@ = K(M). O

13
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Definition 2.10

Seien R,S kommutative Ringe mit 1, R C S und f = Z_EN a; X" € R[X] ein Polynom. Die Abbildung
1elp

S— St f) = Ziaiti’ heifit Polynomfunktion zum Polynom f . Ein Element s € S heifit Nullstelle

von f, wenn

n
feHr=>as' =0
i=0
gilt.

Satz 2.11
Sei R ein kommutativer Ring mit 1, f,g € R[ X 1. Dann gilt:

(i)  deg(fg) < deg(f)+deg(g)-
(ii) Sind f,g = 0 mit Leitkoeffizienten a,b, so dass ab = 0 gilt, dann gilt

deg(fg) = deg(f) + deg(g).
Beweis

Fiir f =0 oder g =0 ist (i) klar. Sei also f=0=g, f= ZZZOaiXi , g = Z
b, = b = 0. Dann gilt

" .
],:Ob-XJ , Gy = a =0,

m-+n ]
fg= ZQ‘XZ: ¢ = Z ajbk: )
i=0 k=i
also deg(fg) <m+n.Da ¢y, = a,b, = ab, folgt auch (ii). O

In der Linearen Algebra haben wir uns vor allem mit den Polynomringen K[X1, K Korper, beschiftigt. In
der Algebra werden wir uns mit allgemeineren Polynomringen befassen. Wihrend in K[ X1 Division mit Rest

stets moglich ist, miissen wir bei allgemeineren Ringen R vorsichtiger sein:

Satz 2.12 (Division mit Rest)
Sei R ein kommutativer Ring mit 1, und seien f,g € RIX 1\ {0}, m =degf,n =degg, k = max{0,m —n +1},
b der Leitkoeffizient von ¢ . Dann gibt es ¢, € RIX] mit b* - f = qg + 7, degr < degg .
Ist b€ R, so gibt es genau ein ¢ € RIX] und genau ein r € RIX] mit f = qg+ 1, degr < degg.
Beweis
Vollstindige Induktion nach m . Fiir m <n ist k=0, f =0-¢g+ f eine Zerlegung wie gewiinscht.
Wir koénnen also jetzt m > n annehmen. Fiir m = 0 ist die Aussage offenbar richtig. Nach Induktionsvor-
aussetzung sei die Behauptung fiir alle Polynome vom Grad < m richtig.
Sei a der Leitkoeffizient von f.
Dann ist
m' = deg(bf —aX™ "g) <m —1,
also gibt es nach Induktion ¢/,r € RIX], degr < degg mit
B (b q X ) = g 4+ 1
(beachte, dass max{0,m’ —n + 1} < max{0,(m —1) —n + 1} ). Daher gilt

b’mf’n+1f — (a’bmanmfn + q/)g +r.
e
m
Ist be R, so ist f = (b*q)g +b"r . Ist auch f = gg+ 7, degi < degg , so ist (§—g¢)g=7—7. Da
q r
be R, gilt
deg(qg—q)+ degg = deg(F —7) < degyg,

also ist § = ¢ und dann auch 7 = 7. O

14
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Satz 2.13
Sei R ein kommutativer Ring mit 1.

(i) Ist f € R[X],a € R eine Nullstelle von f, dann gilt f = (X —a)f firein f € RIX].
(ii) Sei R ein Integritétsring. Ist f € RIX]1\ {0}, dann hat f hochstens degf Nullstellen in R.

Beweis
(i) Nach Satz 2.12 gibt es ¢, € R[X], degr < 0 mit f = ¢(X —a)+ r. Dann gilt
0= fcr=qca>-0+rca>,

alsoist r =0.

(ii) Seien ay,...,a; verschiedene Nullstellen von f. Da R ein Integritéitsring ist, folgt dann nach (i):

k
f=1IXx=a)-t
i=1
fiir ein geeignetes f € RIX1. Also ist degf =k + degf > k. O

Warum geht (ii) oben schief, wenn der Ring kein Integritétsring ist? Dazu betrachten wir folgendes ...
Beispiel 2.14

Sei R=Z¢ und f=(X—-2)X(X-3)=X?>+X=X(X+1)€ RIX]. Dann hat f die vier Nullstellen
2,3,0,5, aber degf = 2.

15
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Kapitel 3

Algebraische Gleichungen

Im Rahmen der Linearen Algebra sind bereits ausfiihrlich lineare Gleichungssysteme behandelt worden. Die
Probleme, die dabei gelost wurden, waren z.B. die Frage nach der Lésbarkeit eines solchen Gleichungssys-
tems, die Struktur der Losungsmenge und das Auffinden der Lésungsgesamtheit.
In der Linearen Algebra werden dhnliche Fragestellungen fiir den allgemeineren Fall eines algebraischen Glei-
chungssystems behandelt, d.h. eines Gleichungssystems der Form

fi(X,....X,)=0 fir i =1...,m,
wobei die f; Polynome sind.
Wir werden im Rahmen dieser Vorlesung nur die Anfinge dieser Theorie behandeln kénnen, die im Rahmen
der algebraischen Geometrie in diesem Jahrhundert eine auflerordentliche Entwicklung genommen hat und
ein sehr aktives Gebiet der heutigen Mathematik ist.
Selbst in einfachsten Beispielen hat die Losungsmenge — im Gegensatz zu den Losungsgesamtheiten linearer

Systeme — oft eine hochgradig komplexe Struktur.

Beispiel 3.1
1 Sei f(X,V)=(X2+V2) —16X2v2(X2 —¥?)*, dann ist die Nullstellenmenge von f in R? eine Ro-

settenkurve.
Nullstellenmengen von Gleichungen vom Grad 2 sind gerade die Kegelschnitte.
Fiir ein System von zwei Gleichungen
J(XY)=0,g(XY)=0
ist die Losungsmenge die Schnittpunktmenge der zu f und ¢ gehorenden Kurven. Im vorhergehenden
Abschnitt haben wir z.B. fiir Geraden und Kreise die Schnittpunktmengen bestimmt. Im allgemeinen

Fall sind solche Kurvenschnitte natiirlich wesentlich komplizierter zu beschreiben oder gar zu berechnen.

Bisher haben wir die Koeffizienten der Polynome bzw. den Zahlenbereich, in dem die Losungen zu suchen
sind, weitgehend aufler acht gelassen. Es ist ein Thema der Zahlentheorie, genauer der arithmetischen oder
diophantischen Geometrie, insbesondere fiir Polynome f € Z[X,,...,X,,] bzw. f € Q[X,...,X,,] nach Lo-
sungen in Z" bzw. Q" zu fragen.
Ein bekanntes Beispiel ist das Fermatproblem (1637), das besagt, dass die Gleichung

X"+Yr=2"
fiir » > 3 keine nichttrivialen ganzzahligen Losungen hat. Mit tief liegenden Methoden hat Faltings (1983)
gezeigt, dass es zumindest nur endlich viele solcher Losungen geben kann. Wiles hat 1993 einen Beweis des
Fermatproblems angekiindigt. In seiner Arbeit folgt dieser Beweis aus seinem Beweis eines Spezialfalles der
sehr tief liegenden Taniyama-Shimura-Weil-Vermutung, deren Bedeutung weit iiber das Fermatproblem hi-
nausgeht. Es wurden im Beweis von Wiles zunéchst noch Liicken entdeckt, die sich aber 1994 von ihm in
Zusammenarbeit mit Taylor schlieen lielen. Der endgiiltige Beweis von Wiles erschien 1996 in den ,,Annals
of Mathematics“.
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Im Rahmen der Algebra werden wir uns hier hauptséchlich mit algebraischen Gleichungen in einer Variable
beschiiftigen. Der  Fundamentalsatz der Algebra“, der auf viele verschiedene Arten bewiesen wurde (wobei
der Beweis stets einen analytischen Anteil hat), besagt, dass eine Gleichung

a, X" + ...+ X +ay =0 mit q; € C
stets eine Losung besitzt, falls n > 0 und a, = 0. Zihlt man Vielfachheiten mit, so gibt es sogar stets genau
n Losungen.
Fiir kleineren Grad n kann man die Losungen unmittelbar aus den Koeffizienten ausrechnen. Lineare Glei-
chungen brauchen wir natiirlich nicht mehr zu betrachten. Auch fiir die quadratischen Gleichungen ist die
Antwort wohlbekannt: wir teilen zunéchst durch a, = 0, um die Normalform

X2+ pX+q=0

zu erhalten. Die Losungen dieser Gleichung sind dann durch folgende Formel gegeben:

2
p ., |p
__i\/j_
2 x4

Die Formeln fiir die Gleichungen 3. Grades sind ebenfalls lange bekannt, wenn auch weniger hiufig geldufig.
Es sind die Cardanoschen Formeln (1545 in einem Buch von Cardano versffentlicht), die wir jetzt kurz vor-
stellen wollen.
Nach Division durch a3 kénnen wir wieder annehmen, dass der Leitkoeffizient a3 = 1 ist. Durch die Trans-
formation X — X —% bringen wir den quadratischen Term zum Verschwinden, so dass wir von folgender
Normalform ausgehen kénnen:

X4+ pX+¢=0, pgeC. ®
Wir setzen nun

D = —4p3 —27¢4°

(Diskriminante der Gleichung) und

A= i’/—%q +g~/—3D,

27 3
B = {’/ ——q——=~=-3D.
2172
Dabei sollen die dritten Wurzeln so bestimmt sein, dass AB = —3p gilt. Setzen wir nun noch

p=eml? Z%(—1+x/—_3), ﬁz%(—l—\/—3)7

so erhalten wir die Losungen von ® als

1
sl :g(A—‘rB),

1, 1,
1y = 3(p*A+pB) = 5(pA+pB),

vy = 5(pA+ p*B) = 2 (pA + 7B).
Dies sind die Cardanoschen Formeln. Man priift durch Einsetzen nach, dass es sich wirklich um L&sungen
handelt. Wir werden spéter sehen, wie die Galoistheorie bei der Aufstellung solcher Formeln hilft. Bemer-
kenswert ist, dass auch im Fall von nur reellen Nullstellen die unterwegs zu berechnenden Werte A und B
im Allgemeinen komplex sind. Dass dieser ,,Umweg® iiber die komplexen Zahlen notig ist, kam damals als

Uberraschung und hat zur weiteren Anerkennung der Bedeutung der komplexen Zahlen gefiihrt.

Nun zu Gleichungen 4. Grades.

a X' +a; X2+ X+ X +ap =0, a5 =0
Ohne Einschrénkung konnen wir wieder a, = 1 annehmen. Wir bringen den Term vom Grad 3 wieder durch
eine geeignete Substitution zum Verschwinden: X — X — % . Die Gleichung hat dann die Form

X4 pX? 44X +r=0, pgrecC. ©

17
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Die Losungen dieser Gleichung gehen auf Ferrari zuriick. Zunéchst betrachtet man eine zu ©® gehorende
Gleichung 3. Grades, die kubische Resolvente:

X3 —opX? +(p? —4r)X 4+ =0.
Deren Losungen y;,4s,y3 kénnen wir mit den Cardano-Formeln berechnen. Die Loésungen von © erhiilt man

daraus in der Form:

1 1
T = 5(\/_y1 + VY +Y3), Xy = 5(\/_y1 ==Y —J=U3),

v = (ST VT VT % = 5 (ST T T,
wobei die Wurzeln so gewihlt sein miissen, dass /=y; - /=2 - ~—¥y3 = —¢ gilt. Durch langwieriges Nach-
rechnen priift man nach, dass es sich tatséichlich um Losungen handelt.
Das Charakteristische an den oben angegebenen Losungsformeln ist, dass die Losungen — &hnlich wie im vor-
herigen geometrischen Konstruktionsproblem — aus den Koeffizienten der Gleichung nur durch Addition,
Subtraktion, Multiplikation, Division und Wurzelziehen berechnet werden. Solche Ausdriicke heiflen Radikale.

Wir definieren:

Definition 3.2

Ein Korper L heifit Radikalerweiterung eines Teilkérpers K C L, wenn gilt:
(i) Esgibt wy,...,w, € L mit L = K (wy,...,w,) .
(i) Esist w! € K und w} € K (wy,...,w;), 1 <i < n—1 fiir geeignete n,...,7, € N.

Radikalerweiterungen entstehen also durch sukzessive Adjunktion von Wurzeln. Wir erinnern daran, dass
beim geometrischen Konstruktionsproblem des vorherigen Paragraphen nur Quadratwurzeln adjungiert wur-

den.

Definition 3.3
Ist ein Polynom f € K[X] gegeben, so heifit die Gleichung f = 0 durch Radikale auflésbar, wenn das Poly-

nom f in einer Radikalerweiterung L von K eine Nullstelle besitzt.

Nach dem bisher in diesem Paragraphen Gesagten sind also die Polynome f = Z?:OaiXi € K[X] mit
n < 4 durch Radikale iiber K = Q(ay,...,a, ) auflosbar. Genauer haben wir sogar Formeln fiir die Losungen
angegeben.

Die Geschichte der Galoistheorie beginnt mit dem iiberraschenden Resultat, dass es solche allgemeinen Lo-
sungsformeln fiir n = 5 nicht mehr geben kann (Abel, 1802-1829). Insbesondere hat Galois (1811-1832) kon-
krete Gleichungen 5. Grades angegeben, die nicht durch Radikale auflosbar sind. Diese Ergebnisse werden wir
erst herleiten konnen, nachdem wir die Galoistheorie sehr weit entwickelt haben. Es sei hier schon gesagt,
dass die Auflosbarkeit durch Radikale mit der gruppentheoretisch definierten Auflésbarkeit der zu f assozi-
ierten, so genannten Galoisgruppe verkniipft ist.

Zunichst werden wir uns mit dem Studium von Korpererweiterungen befassen. Bereits relativ schnell werden

wir dann einige der klassischen Konstruktionsprobleme beantworten kénnen.

18



19

Kapitel 4

Korpererweiterungen (Grundlagen)

Ist L ein Korper und K ein Teilkorper von L, so nennen wir L einen Erweiterungskérper von K und
sprechen von einer Kérpererweiterung L/K Wesentlich ist fiir unsere Untersuchungen die Beobachtung, dass

in dieser Situation L insbesondere auch ein K -Vektorraum ist (evtl. von unendlicher Dimension) und wir

damit das Instrumentarium der Linearen Algebra zur Verfiigung haben.

Definition 4.1
Die Vektorraumdimension von L iiber K heifit der Grad von L iiber K , geschrieben IL : K. Ist IL : K|
endlich, so heifit die Kérpererweiterung %( endlich.

Bemerkung 4.2
1. Esist IL: Kl=1 genau dann, wenn L = K .
2. IC:RI=2,da 1,; eine R -Basis von C ist.
3. |Q(Vd):Q|=2 fir d € Q mit Vd ¢ Q, da 1,vd eine Q -Basis fir L = Q(+/d) ist. Verwende dazu
die friiher bereits gezeigte Beschreibung
Q(Wd)={a+bJd |abecQ}.

4. |R: Q| = 0, da jeder endlich-dimensionale @Q -Vektorraum nur abz#hlbar viele Elemente hat.
Erweiterungen eines Teilkorpers K C C vom Grad 2 (in C) konnen wir vollstindig beschreiben:

Satz 4.3
Sei L C C ein Erweiterungskorper von K .
Dann gilt |L: K| =2 genau dann, wenn L aus K durch Adjunktion einer Quadratwurzel entsteht, die nicht
in K liegt.
Beweis
Sei IL: Kl =2 und sei x € L\ K. Dann ist 1,z eine K -Basis von L und z erfiillt daher eine Gleichung

22 4+ x4 ap = 0 mit aj,a9 € K.
Also ist =z = —%(al + Ja? —4a0) und daher ist w = +/a? —4a, eine Quadratwurzel, die in L\ K liegt.
Offenbar gilt auflerdem K cw>= Kx>=1L.
Ist L = Kcw> fiir eine Quadratwurzel w € L\ K , dann folgt mit demselben Argument wie friiher, dass
K cw> die Beschreibung

K ={a+bwl|abeK}

hat und daher |K cw>: K|l =2 ist. O

Die algebraische Charakterisierung der aus einer vorgegebenen Menge konstruierbaren Elemente kénnen wir

nun folgendermaflen umformulieren:
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Satz 4.4

Sei M CC, 0,1 € M. Dann ist eine Zahl z € C genau dann aus M mit Zirkel und Lineal konstruierbar,
wenn gilt: z € L fiir einen Teilkdrper L von C, der aus K, = Q(M U M) durch endlich viele Erweiterun-
gen vom Grad 2 entsteht, d.h. es gibt eine Kette Ky C ... C K,, = L mit |K; : K; 1| =2 fur ¢ € {1,....m}.

Definition 4.5
Ein Teilkérper F' C L mit K C F heifit Zwischenkérper von %{

Ein duflerst niitzlicher Satz ist die so genannte ...

Satz 4.6 (Gradformel)
Fiir jeden Zwischenkorper F' von I/K gilt:
IL:Kl=IL:FI-|F:KI.
Beweis
Ist IF: K| oder IL: F| unendlich, so erst recht |L : K1, also ist die Gradformel (bei kanonischer Interpreta-
tion) in diesem Fall giiltig.
Wir nehmen also nun an, dass |L: F| und |F : K| beide endlich sind. Sei etwa {w,...,w,} eine F -
Vektorraum-Basis von L und {v,...,v,} eine K -Vektorraum-Basis von F .
Wir konnen dann jedes Element von L in der Form
Yy = /\1'(1)1 + ...+ /\,.w,.
schreiben, mit Aj,...,A. € F'. Die )\; konnen dann beziiglich der K -Basis von F' als
A’i = KU + ...+ RjgUg
mit ; € K dargestellt werden. Setzen wir dies oben ein, so ergibt sich:
Yy = Z "{Z'jvjwi .
1<i<r
1<j<s

Also ist {vjwi [1<i<r1<j< s} ein K -Erzeugendensystem von L. Dieses System ist aber auch linear

unabhingig iiber K , denn eine Relation

1<i<r
1<j<s

mit a;; € K zieht zunéchst
s
j=1

nach sich, da die w;’s linear unabhiingig sind und dann wegen der linearen Unabhéngigkeit der v;’s auch
a;; = 0 fiir alle 4, 7.
Also folgt IL: Kl=r-s=I|L: FI|-|F: KlI. O

Folgerung 4.7

Sei L ein Teilkorper von C, der aus K durch sukzessive Adjunktion von Quadratwurzeln entsteht. Dann ist
IL: K| eine 2-Potenz.

Folgerung 4.8

Sei MCC,01leM, Ky =Q(MUDM). Ist eine Zahl z € C aus M mit Zirkel und Lineal konstruierbar,
dann ist |K,cz>: Ky| eine 2-Potenz.
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Beweis
Ist 2 € C aus M mit Zirkel und Lineal konstruierbar, dann liegt z in einem Erweiterungskérper L von
Ky, der durch sukzessive Adjunktion von Quadratwurzeln entsteht. Also ist |L : K| eine 2-Potenz. Da

Ky cz> ein Zwischenkérper von L/KO ist, folgt dann aus der Gradformel, dass auch |Kycz>: K;| eine 2-

Potenz sein muss. |
Unmoglichkeitsbeweise fiir die geometrischen Konstruktionsaufgaben koénnen wir also z.B. dadurch fiithren,

dass wir fiir die zu testenden Elemente z nachweisen, dass der Grad |Kjcz>: Ky| keine 2-Potenz ist. Dazu

miissen wir uns nun Erweiterungen der Form & (Z/K genauer ansehen.
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Kapitel 5

Algebraische und transzendente

Korpererweiterungen

Sei %( eine Korpererweiterung (fiir den Rest des Paragraphen festgehalten).

Definition 5.1

Ein Element a € L heifit algebraisch iiber K , falls es ein Polynom f & K[X1\{0} mit fca> =0 gibt.
Falls es kein solches f gibt, heiflt ¢ transzendent iiber K .

Die iiber Q algebraischen Elemente von C heiflen algebraische Zahlen.

Die Korpererweiterung I/K heifit algebraisch, wenn alle Elemente a € L algebraisch iiber K sind. Ist %(
nicht algebraisch, so heifit %{ transzendente Korpererweiterung.

Bemerkung 5.2
1. Als Nullstelle des Polynoms X? —2 ist /2 eine algebraische Zahl.

2mi /n)m

2. Die n -ten Einheitswurzeln e ,m=0,...,n —1 sind als Nullstellen des Polynoms X" —1 eben-

falls algebraisch iiber Q.
3. Die Korpererweiterung % ist algebraisch, denn jede komplexe Zahl z = a + bi, a,b € R ist Nullstelle

eines Polynoms in RIX1]:
(X -2 (X =D =X"—(z+2)X +22=X"—2aX +(a® +*).

Satz 5.3
Die Menge der algebraischen Zahlen ist abzihlbar.

Beweis

Die Menge der Polynome vom Grad< n in Q[X] ist abzihlbar, da jedes solche Polynom eindeutig seinem
Koeffizientenvektor in Q"™ zugeordnet werden kann, und Q"*! ist abzihlbar. Als abzihlbare Vereinigung
von abzihlbaren Mengen ist daher auch Q[ X] abzihlbar. Da jedes Polynom in Q[ X] nur endlich viele Null-
stellen besitzt, ist die Gesamtmenge aller Nullstellen, also gerade die Menge der algebraischen Zahlen, eben-
falls abzihlbar.

Da in jedem offenen Intervall von R iiberabzihlbar viele Zahlen liegen, folgt daher unmittelbar:

Folgerung 5.4
In jedem offenen Intervall von R liegen iiberabzihlbar viele transzendente Zahlen. Insbesondere sind also R

und C transzendente Korpererweiterungen von Q.

Trotz dieser Reichhaltigkeit an transzendenten Zahlen ist es schwer, fiir eine gegebene Zahl die Transzendenz

nachzuweisen!
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Ohne Beweis (die Beweise benotigen nur relativ elementare Hilfsmittel aus der Linearen Algebra und Analy-

sis, sind aber leider etwas technisch) zitieren wir:

Satz 5.5
(i) (Hermite 1873) Die Eulersche Zahl e ist transzendent.

(ii) (Lindemann 1882) Die Kreiszahl 7 ist transzendent.

Fiir ein Element a € L definieren wir

Kra1 = {Zzociai |meNy,¢eK, i= 0,...,m} ={fww | feKIXI}.
Dann ist Kta1 C L ein Ring und offenbar auch ein K -Vektorraum. Es ist Ki1a1 gerade das Bild des von der
Einbettung K C L und der Substitution X — @ induzierten Ringhomomorphismus ® : K[ X] — L.

Um die Dimension von Kia1 zu bestimmen, suchen wir nach der kleinsten Relation zwischen den Potenzen
von a - fiir ein algebraisches Element a ist diese gerade durch das Minimalpolynom gegeben:

Ist ein iiber K algebraisches Element a € L gegeben, so gibt es ein Polynom f € K[X]1\ {0} von kleinstem
Grad mit fca> = 0. Wir kénnen annehmen, dass der Leitkoeffizient des Polynoms 1 ist, da wir anderenfalls
f durch den Leitkoeffizienten dividieren konnen. Durch diese Normierung wird das nichtkonstante Polynom
vom kleinsten Grad mit Nullstelle a eindeutig bestimmt: falls es ein zweites normiertes Polynom vom selben
Grad mit Nullstelle a gibe, wiirden wir durch Subtraktion ein Polynom kleineren Grades mit Nullstelle a
bekommen. Wir kénnen daher jetzt definieren:

Definition 5.6

Ist a € L algebraisch iiber K, so heift das normierte Polynom f &€ K[X1\{0} vom kleinsten Grad mit
fca> =0 das Minimalpolynom von a iiber K , geschrieben f = minpoly a . Der Grad von f heifit auch der
Grad von a iiber K. Ist a € L transzendent iiber K , so setzen wir minpolg ¢ = 0 und definieren den Grad

von a als oo.

Beispiel 5.7
(i) Die Elemente vom Grad 1 iiber K sind genau die Elemente von K .
(i) Der Grad von ¥2 iiber Q ist < 3.
(iii) Der Grad der n -ten Einheitswurzeln iiber Q ist <n —1 (fir n > 2), da
X' —1=X-DX"" + .+ X+1).
Ist a algebraisch iiber K mit Minimalpolynom
f=X"4c, 1 X"V +e X+ € KIX],
dann lisst sich a" darstellen als
a" = —(¢c,0" P+ Fea+c).
Also lassen sich alle Ausdriicke der Form Zj: 0 ra' bereits in der Form Z;:Ol s;a’ schreiben, d.h.
Kria1 = {Z:Ulqcﬁ |, € K,i=0,..,n —1} = {g(a) | g€ KIX], degg < n—l}.

Es ist also dimg Kita1 < n.

Fiir unsere Konstruktionsprobleme waren wir aber nicht auf den Ring Kia1, sondern auf den von ¢ und K
erzeugten Teilkorper K ca> von L gefithrt worden.

Wir wollen nun zeigen, dass fiir ein tiber K algebraisches Element a der Ring Kt1a1 bereits ein Kérper ist
und daher in diesem Fall Kia1= K ca> gilt. Dies verallgemeinert die frithere Beschreibung der Korper
K(Jd) als {a +bvd | a,b € K} = K[d].
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Satz 5.8

Sei I/K eine Korpererweiterung, a € L. Dann sind dquivalent:
(i) Das Element a ist algebraisch iiber K .
(i) Kra1(= Kca>) ist ein Korper.
(ili) K ca>: K| ist endlich.
(iv) 1Kta1: K| ist endlich.
Ist f = minpolg a , so gilt in diesem Fall:
|IKta1: Kl =1Kca>: K|l = degf
und {1,a,a%,...,a" '} mit n = degf ist eine K -Basis von K ca> = Kia].
Beweis
(i)= (ii): Sei a € L algebraisch iiber K, f = minpoly a € K[ X1, degf =n. Da f vom Grad n ist, sind
La,a?,...,a" ! linear unabhiingig iiber K , und es ist
Kia1 = {Z::$c7al |, € K,i=0,...,n —1} = {g(a) |g € KIX], degg <mn —1}
ein n -dimensionaler K -Vektorraum. Wir zeigen nun, dass Kia1 ein Korper ist.
Offenbar ist Kr1a1 abgeschlossen beziiglich Addition, Subtraktion und Multiplikation. Wir miissen nun noch
fiir gegebenes y € Kita1\ {0} nachweisen, dass y' € Kia1 gilt. Da Kia1 endlich-dimensional iiber K ist,
muss auch y algebraisch iiber K sein, da sonst 1,1,%%... eine unendliche Menge K -linear-unabhingiger
Elemente in Kta1 wire. Also erfiillt y eine algebraische Gleichung iiber K | sei etwa
X™ fe, X" e X+
mit ¢g,...,Cp_; € K das Minimalpolynom von y iiber K (aus Dimensionsgriinden muss genauer m < n
sein). Dann ist ¢y = 0 und aus der Gleichung
Yt ey et ay 6 =0

erhalten wir nach Division durch c¢yy :

1
y = —C—(ym_1 tCpy" P+t o) € Kial.
0

Also ist Ktal ein in K ca> enthaltener Teilkorper von L. Da aber K ca> der kleinste Teilkorper von L ist,
der K und a enthilt, muss bereits Kial = K ca> gelten.
(i) = (iii): Sei Kta1 = Kca>. Da a' € Kta1, gibt es m € Ny und ¢,...,c,, € K, ¢,, = 0, mit

m
al =Y "ca.
i=0
Dann ist

1 m—1 i
am-‘rl — (1 - 2 : Cidz-&-l ) ,
C =0
m

also ist 1,a,a”,...,a™ bereits ein K -Erzeugendensystem fiir K ca> .
(iii) = (iv): Dies ist wegen Kia1 C K ca> klar.
(iv) = (i): Dies folgt sofort mit dem bereits in (i) = (ii) verwendeten Argument. O

Definition 5.9
Erweiterungen [/K der speziellen Form L = Kca> (fiir ein geeignetes a € L ) heiflen einfache Kérper-

erweiterungen.

Wir gehen auf diese speziellen Korpererweiterungen im nichsten Abschnitt noch ausfiihrlich ein.
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Bemerkung 5.10

Ist IL : K| endlich, so ist I/K algebraisch. Genauer gilt in diesem Fall: |Kca>: Kl=1Kta1: KI <IL: Kl
fiir alle a € L. Dies folgt unmittelbar mit dem im Beweis oben schon benutzten Argument. Aus der Grad-
formel folgt dann sogar: |Kca>: KI||IL : K| fiir alle a € L.

Die Umkehrung gilt nicht: es gibt unendliche algebraische Korpererweiterungen, die wir z.B. als Korpertiirme
konstruieren kénnen. Dazu sei (I,<) eine linear geordnete Indexmenge, K;, i € I eine Familie von Teilkor-
pern eines Korpers K, so dass fiir 4 < j die Inklusion K; C K; besteht. Dann heifit {K; },.; ein Kérper-
turm. Man iiberlegt sich leicht, dass dann LJZ_e K ein Teilkorper von K ist.

Wihlen wir z.B. K, = (@(21/21) fir i € N, so ist {K, },cy ein Korperturm in R, und UiENKi ist eine

unendliche algebraische Erweiterung von Q@ (Ubung).

Eine andere potentiell unendliche algebraische Erweiterung haben wir frither bereits kennen gelernt:

Folgerung 5.11
Sei M CC,01eM, K, =Q(MUM). Dann ist die Erweiterung ]\%(0 algebraisch.

Folgerung 5.12

Die Quadratur des Kreises mit Zirkel und Lineal ist unmoglich.
Beweis

Dies folgt sofort daraus, dass die Zahl 7 transzendent ist. d

Wir konnen nun die Beschreibung der Korpererweiterungen vom Grad 2 verallgemeinern und alle endlichen

Kérpererweiterungen iiber die Adjunktion von (endlich vielen) Elementen charakterisieren:

Satz 5.13

Fiir eine Korpererweiterung I/K sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) %( ist eine endliche Erweiterung.

(ii) %( ist algebraisch, und es gibt a,...,a, € L mit L = K (ay,...,a,) .

(iii) Es gibt ay,...,a, € L mit L = K (ay,...,a,), wobei a; algebraisch iiber K und a;,, algebraisch iiber
Kay,...,0;),1 <1< n-—1 ist.

Beweis

(i) = (ii): Dass %( algebraisch ist, haben wir bereits oben bemerkt.

Wir beweisen die zweite Aussage nun durch Induktion nach d =1L : K. Ist d =1, so ist L = K und wir

sind wir fertig. Sei also d>1 . Dann gibt es ein a€ L\ K , also ist |Kca:KI>1 und

IL: Kol = % < d . Nach Induktion ist dann L = K ca>(ag,...,a,) = K (a,a,...,a, ) fir geeignete

ag,...,a, € L.

(ii) = (iii): trivial.

(iii) = (i): Setze Ky =K und K; = K (ay,...,a;) fir 1<i<n . Da a; algebraisch iiber K; ist, ist

|Ki1 1 K;| = d; endlich. Also ist nach der Gradformel auch IL : K| = H::Ul d; endlich.

Folgerung 5.14 (Transitivitit der Algebraizitiit)
Sei k ein Zwischenkorper der Korpererweiterung %( Dann ist %{ genau dann algebraisch, wenn L 0. und
]%( algebraisch sind.
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Beweis
Ist %( algebraisch, so sind offenbar auch % und % i algebraisch. Seien nun % und % k¢ algebraisch,
a€Ll.Ist 0= fe€klX] mit fca> =0, so erhédlt man durch Adjunktion der Koeffizienten by,...,b, von f
an K: a ist algebraisch iiber K (by,...,b, ), also gilt

IK ca>: KI <|Kca>(by,....b, ) : K(by,....0,)| | K (bgyy...,0,) : K| < o0
und damit a algebraisch tiber K .

Folgerung 5.15
Sei L/K eine beliebige Korpererweiterung.
(i) Die Menge K aller itber K algebraischen Elemente von L ist ein Zwischenksrper von I/K

(ii) % ist eine algebraische Koérpererweiterung.

(iii) Ist a € L algebraisch tiber K, soist a € K .

Beweis

Sind z,y € L algebraisch iiber K, so ist nach obigem Satz K (z, y%{ eine algebraische Korpererweiterung.
Also sind auch z +y,2 —y,z-y bzw. y~' (falls y = 0) als Elemente von K (z,y) algebraisch iiber K .

Die zweite Aussage folgt aus den Definitionen.

Ist a € L algebraisch iiber K , so ist Kca /F algebraisch und daher nach der vorhergehenden Folgerung

Kca) ¢ algebraisch, also a algebraisch tiber K.

Beispiel 5.16
Sei z=a+bi € C, a,b € R, und sei z algebraisch iiber Q, f = minpolgp z. Dann ist auch f(z) =0, also
ist auch z algebraisch iiber Q . Damit folgt, dass auch a = (2 + %) € Q(2,%z) algebraisch iiber Q ist. Da

auch ¢ algebraisch iiber Q ist, ist auerdem auch b = 5-(z —2) € Q(2,%,i) algebraisch iiber Q.

Definition 5.17

Der Korper K der iiber K algebraischen Elemente von L heifit der algebraische Abschluss von K in L .
Fir K =Q und L = C heifit der algebraische Abschluss Q@ von Q in C der Kérper der algebraischen
Zahlen.

(Achtung: fir K C C nicht den algebraischen Abschluss K mit der Menge der komplex konjugierten Ele-

mente zu K verwechseln!)

Zuletzt wollen wir noch einen sehr niitzlichen Begriff einfiithren, der zu zwei Zwischenkérpern einen neuen

Korper bildet und die Vererbung von Eigenschaften auf den neuen Koérper untersuchen.

Definition 5.18
Seien F; und E, zwei Zwischenkorper der Erweiterung %( Dann heifit

E\Ey = Ey (Ey) = Ey (Ey) = K(Ey U Ey)
das Kérperkompositum von F; und FE, in L.
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Satz 5.19

Seien %(, E,, Ey wie oben. Dann gilt:

(i) Ist E%{ algebraisch, so auch EIE%%.

(i) Ist E%( endlich, so auch ElE%z . Genauer gilt: |E\E, : Fy| <|E; : K|.

(iii) Sind E%( und E%( algebraisch, so auch ElE%(.

(iv) Sind E%( und E%( endlich, so auch ElE%( . Sind |F, : K| und |E,: K| teilerfremd, so ist
|E1E2 . Kl = |E1 : K||E2 . Kl

Beweis

Ubung. O
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Kapitel 6

Einfache Korpererweiterungen

Wir wollen nun die Struktur der einfachen Kérpererweiterungen K (G/K genauer untersuchen. Einige Eigen-

schaften hatten wir im vorhergehenden Paragraphen bereits gezeigt, insbesondere hatten wir einen qualitati-
ven Unterschied zwischen algebraischen und transzendenten Elementen festgestellt. In diesem Abschnitt wol-

len wir einen genaueren Vergleich zwischen Kia1 bzw. K ca> und dem Polynomring K[X] ziehen.

Definition 6.1
Ein Element a € L heifit ein primitives Element der einfachen Korpererweiterung I/K Jfalls L = K ca>.

Fiir das Rechnen in Kra1 bzw. K ca> kommt es auf die algebraischen Relationen an, die das Element a
erfiillt.

Sei im Folgenden %{ stets eine Korpererweiterung und a € L.

Zentral fiir das Rechnen mit ¢ sind die polynomialen Relationen fiir a , also die Menge
I=1,={ge KI[X]|gca>=0}.
Diese Menge I ist genau der Kern des Einsetzungshomomorphismus’
po  KIXT =L, > X' =) cal.
Kerne von Ringhomomorphismen haben als Teilmengen des sie enthaltenden Ringes besondere Eigenschaften.
Der folgende Begriff kam bereits in der Linearen Algebra vor, dort allerdings nur fiir den Fall kommutativer
Ringe:

Definition 6.2

Sei R ein Ring mit 1. Eine nichtleere Teilmenge I C R heifit ein (zweiseitiges) Ideal von R, wenn gilt:
(i) Sind a,b €I, dannist auch a +beI.

(ii) Ist a € I, dann sind fiir alle » € R auch ar,ra € I.

Schreibweise: I < R.

Ideale sind also additive Untergruppen von R, die nicht nur beziiglich Multiplikation innerhalb der Unter-

gruppe abgeschlossen sind, sondern sogar beziiglich Multiplikation mit beliebigen Ringelementen.

Beispiel 6.3
(i) nZ<Z,firalleneZ.
(i) Ist I/K eine Korpererweiterung und V C L, dann ist
Iy ={f € KIX]| fcx>=0firallex € V}
ein Ideal des Polynomrings K[X], das Verschwindungsideal zu V .
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Das oben definierte Ideal I, = Kerny, hat — je nach Kontext — unterschiedliche Bezeichnungen, es

heifit Verschwindungsideal von a oder auch Relationenideal von a .

Wie oben schon bemerkt, sind Kerne von Ringhomomorphismen Ideale, und auch die Umkehrung ist richtig.
Wir wollen dazu eine entsprechende Ringkonstruktion wie im kommutativen Fall durchfiihren.
Wir starten also mit einem Ring mit 1 und einem (zweiseitigen) Ideal I von R. Auf R wird eine Relation
~ definiert durch

fira,beR: a~b < a—-bel.

Da I eine additive Untergruppe von R ist, definiert dies eine Aquivalenzrelation. Statt a ~ b wird auch

a =bmod [
geschrieben. Die Aquivalenzklassen dieser Relation sind

a={beR|b~a}={a+c|cel}=a+1.
Die Aquivalenzklasse @ heit die Restklasse von ¢ modulo I . Die Menge der Aquivalenzklassen wird dann
mit }% bezeichnet.
Wir betrachten nun die kanonische Abbildung
m: R — }%, a—a

und zeigen: es gibt auf }% genau eine Ringstruktur, so dass 7 ein Ringhomomorphismus ist.

Damit 7 ein Ringhomomorphismus ist, miissen wir setzen:
a+b=a+b,a-b=a-b.
Nachzuweisen bleibt nun, dass dies eine wohl definierte Setzung ist.
Seien also a,a’,b,b’ € R mit a ~a’, b ~b'. Dann gibt es 2,y € I mit a =a’' + 2, b =b" + y. Also folgt
a+b=ad +b0 +(x+y), ab=0ad +(a'y+ab +zy).
Da I ein Ideal in R ist, liegen = +y bzw. a’'y + 2b’ + zy in I, also folgt
a+b~a +0b, ab~a'dt
und damit ist die Wohldefiniertheit gezeigt.
Die Ringeigenschaften lassen sich leicht iiberpriifen.
Der Ring }% mit der oben definierten Addition und Multiplikation heifit der Restklassenring von R modulo
I (oder auch: nach ). Die Abbildung 7 heifit der kanonische Restklassenhomomorphismus oder auch die

kanonische Abbildung von R nach I% Das Ideal I von R ist dann genau der Kern von 7 .

Beispiel 6.4
Fiir alle n € Z ist nZ ein Ideal von Z , und Z, = %Z ist der Restklassenring von Z nach nZ.

Wir konnen mit Hilfe geeigneter Restklassenringe jeden Ringhomomorphismus in ,gute* Homomorphismen

zerlegen. Auch diese Zerlegung ist uns bereits in der Linearen Algebra begegnet:

Satz 6.5 (Homomorphiesatz)
Seien R, R’ Ringe (mit 1), und sei ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus. Weiter sei 7 : R — %erngp der

kanonische Restklassenhomomorphismus.

Dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus

. R /
2: A(erngp — R
mit ¢ = ® o7, d.h. fiir den das Diagramm
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R—% LR

W\l /‘CP

%ern %)

kommutativ ist, ndmlich ® : @ — @ca>.

Auflerdem ist ¢ ein Monomorphismus mit Bild® = Bild¢ , und daher gilt die Isomorphie
R ~ D
A{em = Bilde.

Beweis

Der Beweis verlduft genauso wie aus der Linearen Algebra bereits bekannt. O

Wenden wir die obigen allgemeinen Ergebnisse auf unsere Ausgangssituation an (wobei fiir ¢ dann der Ein-

setzungshomomorphismus mit X +— a gewéhlt wird), so erhalten wir:

Folgerung 6.6
Sei I/K eine Korpererweiterung, a € L, I, das Relationenideal von a in K[X], dann gilt:

K[a];K[X% .
a

Unser fritheres Ergebnis fiir algebraische Elemente (Satz 5.6) koénnen wir dquivalent fiir transzendente Ele-

mente formulieren:

Satz 6.7

Sei I/K eine Korpererweiterung, a € L. Dann sind #dquivalent:
(i) a ist transzendent iiber K, d.h. a erfiillt keine algebraische Relation iiber K .
(i) Krar= K[X].

(ili) Kra1 ist ein Korper.

Wir werden etwas spéter noch darauf eingehen, wie der Kérper K ca> im Fall eines iiber K transzendenten

Elementes a aussieht.

Kehren wir nun zuriick zum Fall eines iiber K algebraischen Elementes a , bei dem das Relationenideal also

nichttrivial ist. Wir untersuchen das Relationenideal nun genauer:

Satz 6.8
Sei I/K eine Korpererweiterung, a € L, f = minpolg a . Dann gilt:
I, =KIX1f={hf|he KIX]}.
Beweis
Nach Definition ist f € I, und damit ist auch K[X1f C I,, da I, ein Ideal ist.
Sei umgekehrt g € I, . Da wir in K[X] Division mit Rest durchfithren konnen, gibt es Polynome
g7 € K[ X] mit
g=gqf +r und degr < degf.
Dann folgt
0=gww> =qea>fcar+rw =rca,
also ist auch r € I, . Aber da f das Minimalpolynom von a iiber K ist, folgt dann r =0 . Also ist
g=qf € K[X]1f, wie zu zeigen war. O
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Wir erinnern uns daran, dass Ideale mit dieser besonders einfachen Struktur einen speziellen Namen haben:

Definition 6.9

Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Fiir a € R setzen wir
@>=Ra={ra|r €R}.

Das Ideal(!) ca> heifit das von a erzeugte Hauptideal von R.

Fiir den Restklassenring R/ a> wird in diesem Fall gelegentlich auch RA geschrieben.

Der Ring R heifit Hauptidealring, wenn alle seine Ideale Hauptideale sind.

Bereits in der Linearen Algebra hatten wir gezeigt, dass Z und die Polynomringe K[X] iiber Korpern K
Hauptidealringe sind. Wir werden dies im néchsten Abschnitt im Kontext der euklidischen Ringe noch einmal

aufgreifen.

Wir konnen fiir die algebraischen Elemente nun folgern:

Satz 6.10
Sei L/K eine Korpererweiterung, a € L algebraisch iiber K, f = minpoly a . Dann gilt:

K(a) = K[a] =~ K[X%K[X] = K[X%',

wobei der Isomorphismus durch den Einsetzungshomomorphismus X +— a induziert ist.

Wir konnen an dieser Stelle auch das Delische Problem der Wiirfelverdopplung beantworten:

Folgerung 6.11
Die Wiirfelverdopplung ist mit Zirkel und Lineal nicht méglich.
Beweis
Wir hatten bereits als notwendiges Kriterium hergeleitet, dass |Q(%/2) : Q| eine 2-Potenz sein muss.
Fiir a = ¥2 ist ¢ = X® -2 ¢ I,. Ist f = minpolg a , dann ist g = fh fiir ein geeignetes h € QI X]1. Also
ist degf <3.Da ¥2¢Q, ist degf >1. Da X® —2 keine Nullstelle in Q hat, kann auch h nicht vom
Grad 1 sein. Also folgt f = ¢, und damit ist
|Q(¥2): Q| =degf =3.
Da dieser Grad also keine 2-Potenz ist, ist damit die Wiirfelverdopplung mit Zirkel und Lineal als unméglich

nachgewiesen. (]

Wir haben nun noch zu kldren, wie die von transzendenten Elementen erzeugten einfachen Korpererweiterun-
gen aussehen.
Sei also L/K eine Korpererweiterung, a € L transzendent. Dann wissen wir bereits:
R=Kia1x K[X].
In L konnen wir K ca> leicht beschreiben, ndmlich als

K(a):{f(a) | f,g € KIX], gca> = 0}.
gca>

Ist R ein beliebiger Teilring von L, dann heifit der von R erzeugte Koérper in L
{£|T,SER,S¢O}
s

auch der Korper der Briiche von R in L.
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Startet man mit einem beliebigen Ring R mit 1, der nicht bereits als Teilring eines Korpers gegeben ist (z.B.
mit dem Polynomring K[X1), dann stellt sich die Frage, ob es iiberhaupt einen Korper gibt, der R enthélt.
Falls es einen solchen Korper gibt, dann muss der Ring R notwendig kommutativ sein, und es kann in R
keine Gleichung
ab=0 mit a,b € R, a,b =0

gelten, d.h. der Ring R muss nullteilerfrei sein.

Wir gehen also jetzt von einem Integritdtsring R aus. Der Korper, den wir zu R konstruieren wollen, soll in
einem zu prizisierenden Sinn minimal sein. Wir formulieren dies wieder als Losung eines universellen Prob-

lems:

Satz 6.12

Sei R ein Integritdtsring. Dann gibt es einen Korper K und einen Ringmonomorphismus ¢: R — K mit
folgender (universeller) Eigenschaft: Zu jedem Korper L und Ringmonomorphismus 7: R — L gibt es ge-
nau einen Ringhomomorphismus ¢ : K — L mit 7 = 4 o+, d.h. das folgende Diagramm ist kommutativ:
R——1L
z,\ /U,v
K
Ein solcher Korper ist der Korper der Briiche von ¢(R) in K. K heifit ein Quotientenkérper von R .

Bemerkung 6.13

Aus der universellen Eigenschaft folgt, dass die Quotientenkérper von R alle zueinander isomorph sind
(Ubung). Wir sprechen daher von dem Quotientenkérper von R und bezeichnen ihn mit Q(R). Auferdem
identifizieren wir R mit ¢+(R) C Q(R). Nach dem obigen Satz gilt dann

Q(R):{§|T,S€R,S¢O}.

Beweis (Satz 6.12)
Die Konstruktion eines Korpers K wie im Satz orientiert sich an der Konstruktion von Q aus Z .
Wir betrachten die Menge
M= {(7’,5) |r,s € R s = 0}
und die folgende Relation auf M:

(r,8) ~ (U, V) <= TV =S5U.

Es ist leicht nachzurechnen, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf M definiert. Auf der Menge K = M/N der
Aquivalenzklassen definieren wir nun eine Addition und Multiplikation. Wir bezeichnen die Aquivalenzklasse
von (r,8) beziiglich ~ mit r/s und setzen
r/s+ufv=Cv+su)/sv, r/s-u/v=ru/sv.

Es ist wieder zu iiberpriifen, dass diese Setzung wohl definiert ist. Wir kontrollieren dies hier fiir die Additi-
on, die Multiplikation sei als Ubung iiberlassen.
Seien also (7',s"),(w/,v") € M mit (r,s) ~ (r’,s’) und (u,v) ~ (v',v"). Dann ist rs’ = s’ und w’' = v’ .
Also folgt

(rv + su)s'v = rs'vv’ + ss'uv’ = sr’'vv’ + ss'vu’ = (P + 5'u ) sv s
was (1v 4+ su,sv) ~ (r'v' 4+ s'v’,s'v') und damit die Behauptung zeigt.
Da R ein kommutativer Ring ist, ist auch K ein kommutativer Ring. Aufierdem sind 0/1 und 1/1 die Null
bzw. die Eins in K (hitte R keine 1 enthalten, so hitten wir die Eins in K an dieser Stelle als r/r fiir
0 = r € R erhalten). Fiir jedes 0 = r /s € K ist offenbar s/r ein Inverses in K. Also ist K ein Korper.
Eine Einbettung ¢ : R — K definieren wir durch ¢<r> =7 /1. Dies ist offenbar ein Ringmonomorphismus.

Der Korper der Briiche von ¢(R) in K ist dann
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{(r/l)/(s/l) |78 € R, 5= 0}: {’I“/S |r,s € R, 5= 0}: K,

wie behauptet.
Wir haben noch zu zeigen, dass K mit ¢ tatséichlich eine Losung des im Satz beschriebenen universellen
Problems ist.
Sei also L ein Kérper und 7 : R — L ein Ringmonomorphismus.
Ist ¢ : K — L ein Ringhomomorphismus mit 7 = ¢ o ¢, dann ist ¢ (r /1) = 7<r> und daher

B(r/s) = v(r/De((s/1)7) = w(r/1)(w(s /1)) = rereresmnt,
d.h. % ist dann eindeutig festgelegt. Umgekehrt lisst sich aber leicht nachrechnen, dass die obige Gleichung

einen Ringhomomorphismus ¢ mit 7 = ¢ o+ definiert. (I

Beispiel 6.14
Q = Q(Z) ist der Quotientenkdrper von Z .

Mit der obigen Konstruktion erhalten wir insbesondere einen Quotientenksrper fiir den Polynomring K[ X1,

da K[X] ein Integritédtsring ist.

Definition 6.15
Sei K ein Korper, K[ X] der Polynomring iiber K in der Unbestimmten X . Dann heifjt

K(X)=Q(KIXD
der rationale Funktionenkérper iiber K in der Unbestimmten X . Die Elemente in K (X) heiflen rationale
Funktionen.

Nach dem vorhergehenden Satz konnen wir K (X) explizit so beschreiben:
K(X):{i|f,g€K[X],g¢O},
g

d.h. jede rationale Funktion ist Quotient zweier Polynome.

Folgerung 6.16
Sei L/K eine Korpererweiterung, a € L transzendent iiber K . Dann induziert der Einsetzungshomo-
morphismus X +— a einen Isomorphismus von Korpern:

K =2 K(X).
Sind umgekehrt diese Kérper isomorph, so ist a transzendent iiber K .
Beweis
Ist a transzendent, so induziert der Einsetzungshomomorphismus X +— a einen Isomorphismus
7:K[X]— Kia1. Der Ringhomomorphismus 7 ldsst sich wegen der Eindeutigkeit und universellen Eigen-
schaft des Quotientenkdrpers dann eindeutig zu einem Isomorphismus 7 : K (X) — K ca> fortsetzen.
Da bereits K[ X1 C K (X) unendlich-dimensional iiber K ist, folgt die zweite Behauptung aus den bereits
gezeigten Figenschaften algebraischer bzw. transzendenter Elemente. O
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Kapitel 7

Teilbarkeitstheorie in kommutativen Ringen

Unsere geometrischen Konstruktionsprobleme haben wir in die algebraische Frage iibersetzt, ob eine gegebene
Zahl a € C in einem speziellen Zwischenkorper % liegt, wobei K der durch die vorgegebene Punktemenge
M bestimmte Grundkorper ist.

Grundlegend ist die Bestimmung des Grades |K ca>: K|. Wir haben ja bereits gesehen, dass damit bereits
erfolgreich die Unmoglichkeit einiger Konstruktionsaufgaben gezeigt werden konnte. Dazu miissen wir das
Minimalpolynom von a iiber K bestimmen. Oft ist es einfach, ein Polynome K[X1\ {0} mit Nullstelle a

zu finden. Dann ist zu entscheiden, ob dieses Polynom von minimalem Grad ist.

Beispiel 7.1

Fiir die Konstruktion reguliirer n -Ecke hatten wir a = ¢>™/"

iiber K = Q zu untersuchen. Es ist a Null-
stelle von

X' —1=(X-DX" "+ X" 2+ 4+ X+1) e QIX].
Das Minimalpolynom f = minpolg a teilt also X"t 4 X"2 4+ 4+ X +1. Dieses Polynom zerfiillt aber i.A.
noch weiter in Faktoren.
Da wir bereits wissen, dass das Verschwindungsideal

I, = (f) mit f = minpolg a

ist, wird jedes Polynom mit Nullstelle a von f geteilt. Unsere Aufgabe ist es also, zu entscheiden, ob sich
das gefundene Polynom faktorisieren ldsst bzw. wie die Faktorisierung aussieht.
Wir wollen zunichst allgemeine Grundlagen aus der Teilbarkeitstheorie kommutativer Ringe behandeln, be-
vor wir dann wieder zu Polynomringen zuriickkehren und die dort spezifischen Methoden weiter entwickeln.

(Diese Themen wurden zum Teil bereits in der Linearen Algebra IT angesprochen.)
Sei im Folgenden R stets ein kommutativer Ring mit 1.

Sind a,b € R, dann heifit b ein Teiler von a, wenn es ein ¢ € R mit a = be gibt. Wir schreiben kurz b|a .

Ist b kein Teiler von a, so wird bfa geschrieben.

Bemerkung 7.2
(a) Die Eigenschaften
(i) Esgilt fir alle a € R: ala.
(ii) Gilt bla und c|b, dann folgt c|a.
(iii) Fir alle a € R gilt: 1ja und a|0.
besagen, dass die Teilbarkeitsrelation eine teilweise Ordnung mit einem groften und kleinsten Element ist.

(b) Die Teilbarkeitseigenschaften sind auerdem vertriglich mit den Ringoperationen:
(i) Gilt ble und d|c, dann gilt auch bd|ac.

(ii) Gilt bla und b|e, dann gilt auch bla + c.
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(¢) Teilbarkeit ist immer nur von Interesse modulo Einheiten, denn ist = invertierbar in R, dann gilt:
bla <= bzla.
Nach Definition konnen wir die invertierbaren Elemente in R als Teiler von 1 identifizieren:
R = {reR|z[1}.

Definition 7.3

Sind a,b € R mit a|b und b|a, dann heiflen a,b zueinander assoziierte Elemente von R, kurz: a ~ b.

Bemerkung 7.4
Assoziiertheit ist eine Aquivalenzrelation. Ist R ein Integrititsring, dann haben die Assoziiertenklassen die

Form:
{(becR|b~a}=Ra.

Beispiel 7.5

(i) Die Assoziiertenklassen in Z sind {a,—a} fiir a € Z .

(i) Fiir einen Korper K ist nach Definition K~ = K \ {0}, also hat K nur die zwei Assoziiertenklassen
{0} und K.

(iii) Fiir einen Integritétsring R ist auch R[X] ein Integritétsring, und es gilt RIX ' =R".

(iv) Einheiten in %Z sind nur die Restklassen von 1 und 5.

Die Teilbarkeitsbeziehung léisst sich idealtheoretisch formulieren:
bla <= Ra= > CRb=().
Fiir assoziierte Elemente gilt damit:
a~b <= > =0.
In der Sprache der Ideale lassen sich auch die Begriffe des (grofiten) gemeinsamen Teilers und des (kleinsten)
gemeinsamen Vielfachen sehr gut untersuchen.

Wir wollen zunéchst diese Begriffe in allgemeinen kommutativen Ringen definieren:

Definition 7.6

Seien ay,...,a, € R .

(a) Ein Element d € R heifit ein gré3ter gemeinsamer Teiler von ay,...,a, (kurz: ggT (ay,...,a,) ), wenn gilt:
(i) d ist ein gemeinsamer Teiler von ay,...,a, .
(ii) Ist t ein gemeinsamer Teiler von ay,...,q, , so gilt t|d .
Ist 1 ein ggT von ay,...,a,, so heiflen qy,...,a, zueinander teilerfremd.

(b) Ein Element v € R heifit ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von qy,...,a, (kgV (ay,...,a,) ), wenn gilt:
(i) v ist ein gemeinsames Vielfaches von ay,...,a, .

(ii) TIst u ein gemeinsames Vielfaches von a,...,q, , so gilt v|u.

Bemerkung 7.7
Die ggT’s von ay,...,a, bzw. die kgV ’s von ay,...,a, bilden jeweils eine Assoziiertenklasse in R . Da Teilbar-
keit nur modulo Einheiten untersucht wird, macht es also Sinn, von dem ggT bzw. kgV zu sprechen — falls

diese Elemente iiberhaupt existieren (s.u.).

Bevor wir die ggT - und kgV -Beziehung nun mit Hilfe der Ideale umformulieren, benétigen wir noch ein ...
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Lemma 7.8
(i) Ist I, A € A eine Familie von Idealen in R, dann ist auch ﬂ/\eA I, einIdeal in R.
(ii) Seien Ii,...,I, Ideale von R, dann ist auch
L+..+1, = {al +..ta,la; €l 5= 1,...,n}
ein Ideal in R (die Summe der Ideale I;,...,T, ).

Definition 7.9
Ist M C R, dann ist
(M) = (\{I| I Ideal von R, M C I}
ein Ideal von R . Es heifit das von M erzeugte Ideal. Fiir M = {ay,...,a,} schreiben wir fiir das von M

erzeugte Ideal: (ay,...,a, ).

Bemerkung 7.10
Es gilt mit den obigen Bezeichnungen:

(Apyeeey @) = (a1) F oo+ (A ) = {Z?Zlnai | €R i = 1,...7n}.
Wir kommen nun zu ggT und kgV zuriick:
d ist ein gemeinsamer Teiler von aj,...,a, € R genau dann, wenn fiir alle 7 gilt: (a;) C (d) , also:
(@) + ...+ (a,) = (a1,---,a, ) C (d).
Ist (ay,...,a,) = (d) ein Hauptideal, so ist also d ein ggT von qy,...,a,. Nach der obigen Bemerkung lisst
sich d dann als R -Linearkombination von ay,...,a, schreiben:

d =na + ...+ na, .

Die hier auftretenden Koeffizienten n,...,7, heilen Bezout-Koeffizienten.
v ist ein gemeinsames Vielfaches von a,...,a, € R genau dann, wenn fiir alle ¢ gilt: (a;) 2 cv> , also:
(a)N....N(a,) 2 .
Hier gilt nun (Beweis!):
v ist ein kgV von ay,...,qa, genau dann, wenn (v> = (a;)N...MN(a, ) ist.

Insbesondere muss also das Durchschnittsideal ein Hauptideal sein.

Nach den obigen Uberlegungen ist die Existenz von ggT und kgV also gesichert, wenn R ein Hauptideal-
ring ist.

In der Linearen Algebra haben wir bereits gezeigt, dass Z ein Hauptidealring ist.

Wesentlich fiir den Beweis dieser Tatsache war die Existenz einer ,guten“ Gradfunktion beziiglich der Divisi-
on mit Rest. Wir erinnern an die Definition der Ringe, in denen eine solche Division mit Rest durchgefiihrt

werden kann:

Definition 7.11
Ein Integrititsring R heiflt euklidischer Ring, wenn es eine Abbildung
6: R\{0} — Ny
gibt mit folgender Eigenschaft:
Fir 0 = a,b € R gibt es stets ¢,7 € R mit
b=gqa+r,wobel 6cr>< dca> oder r =0.
Eine solche Abbildung heifit eine (euklidische) Gradfunktion (oder auch: Normfunktion) auf R.
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Beispiel 7.12
(i) R = Z mit der Betragsfunktion als Gradfunktion é ist ein euklidischer Ring.
(ii) Ist K ein Korper, so ist R = K[X] mit der Abbildung ¢ = deg ein euklidischer Ring.

Allgemein gilt nun:

Satz 7.13
Sei R ein euklidischer Ring mit Gradfunktion 6 . Sei I = (0) ein Ideal in R . Dann ist I = ca> fiir
0=a¢€l mit
bca> = min{é(a:) |z el z= O}.

Insbesondere ist jeder euklidische Ring ein Hauptidealring.
Beweis
Sei I = (0) ein Ideal von R. Sei 0 = a € I von minimalem Grad, also 6ca> = min{é(:r) |z el z= 0}.
Wir wollen zeigen: I = ca>.
Die Inklusion ca> C I ist klar. Sei also nun b € . Dann gibt es ¢,7 € R mit

b=gqa+r und r =0 oder dcr> < bca>.
Da aber r = b —qa € I, folgt aus der Definition von a, dass 7 = 0 gelten muss. Also ist b = ga € ca>, und
damit ist [ = ca> gezeigt. O

Wie schon oben angedeutet, existiert der ggT nicht immer. Insbesondere gibt es also Ringe, die keine Haupt-
idealringe sind. Die folgenden Beispiele zeigen auch, dass beim Nachweis der Eigenschaften einer Gradfunkti-
on Sorgfalt geboten ist.

Beispiel 7.14
(i) Sei R=ZIlil={m+in]|m,n € Z} der Ring der ganzen GauBischen Zahlen.
Auf C haben wir die Abstandsquadrat-Funktion
§:C— Ry, z+iy— az° +y°.
Wir schrinken ¢ auf Z[i] ein und zeigen: R ist mit
§:R\{0} — N, m+in +— m? +n?
ein euklidischer Ring.
Seien z,w € R\ {0} . Dann ist £ =a+ib fiir geeignete a,b € R . Dann gibt es m,n € Z mit
la—mi <% 1b—nl<i.
Also folgt:
6(z—(m+in)w) = 6(w-(§f (m + m))) =®
Nun benutzen wir, dass unsere Funktion § sogar auf C definiert ist und auf C multiplikativ ist, d.h.

dcuvy = dcudd v gilt:

® = 5(111)6(3— (m + in)) =dcud(ca—m>+i(b—n)) < bcu>.

Y <41}
Damit ist z = (m +in)w + (z — (m +in)w) mit m,n € Z wie oben eine Division mit Rest in R wie
erforderlich.

(i) Sei R = ZI[V=5]. Wir schriinken wieder die Abstandsquadrat-Funktion § von oben auf R ein und

erhalten diesmal:

§: R\ {0} — N, m+ivbn — m? + 5n?.
Da, wie oben bereits angesprochen, die Abbildung é multiplikativ ist, folgt insbesondere: sind a,b € R
mit b|a, dann gilt auch §(b)|6ca>.
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Wir wollen nun untersuchen, ob es zu ¢ = 6 und b = 2(1 ++~/=5) einen ggT in R gibt. Wir nehmen
an, dass d ein solcher ggT sei.
Da wir die folgende Faktorisierung in R haben

6=2-3=01+~-5)1—-+-5),
sind 2 und 1+ ~/=5 gemeinsame Teiler von a und b, also muss gelten: 2|d und 1+ +~=5|d, und da-
her gilt:

416 (d) und 6|6(d), also: 12]6(d).
Andererseits folgt aus d|6 und d[2(1 +~=5):

6(d)|36 und 6(d)|24 .

Also ist §(d) = 12. Aber 12 ist nicht von der Form m? + 5n* fiir m,n € Z . Dieser Widerspruch zeigt,
dass a =6 und b = 2(1++=5) in R keinen ggT haben.

Insbesondere ist also R kein Hauptidealring und damit erst recht kein euklidischer Ring.
Bemerkung 7.15

In euklidischen Ringen kann der ggT (und auch zugehorige Bezout-Koeffizienten) effizient mit dem euklidi-

schen Algorithmus berechnet werden.
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Kapitel 8

Primelemente, irreduzible Elemente und

faktorielle Ringe

Beziiglich der Teilbarkeit sind die kleinsten (nichttrivialen) Bausteine in Z die Primzahlen in N, die da-
durch definiert sind, dass sie genau zwei positive Teiler haben, némlich 1 und sich selbst, d.h., es sind die
positiven Zahlen, die sich nur trivial faktorisieren lassen.

Elemente mit dieser Unzerlegbarkeitseigenschaft beziiglich Produkten betrachten wir nun in einem beliebigen

Ring R (stets als kommutativ und mit 1 vorausgesetzt):

Definition 8.1

Ein Element a € R heifit irreduzibel, wenn a weder 0 noch eine Einheit in R ist und auflerdem gilt:

Sind uw,v € R mit a = uwv, dann ist u oder v eine Einheit in R .

Bemerkung 8.2

(i) Die irreduziblen Elemente in Z sind genau die Primzahlen und ihre Negativen.

(i) Da nach dem Fundamentalsatz der Algebra jedes nichtkonstante Polynom in ClX] eine Nullstelle in C
hat, sind in C nur die linearen Polynome aX + b, a € C", b € C irreduzibel.

(iii) Irreduzible Polynome in R[X] sind vom Grad 1 oder 2.

Die Primzahlen in Z haben die Eigenschaft, dass sich jede andere ganze Zahl als Produkt von Primzahlen
(und eventuell einem Faktor —1) schreiben ldsst. Auch diese Eigenschaft wollen wir uns fiir den Ring R

ansehen. Sie spielte bereits im Rahmen der Linearen Algebra eine Rolle.

Wir sagen, dass ein Element 0 = a € R eine Zerlegung in irreduzible Faktoren hat, wenn sich ¢ in der Form
a = €y - ... U,

schreiben lésst, wobei ¢ € R" ist und Uy,..., U, irreduzible Elemente in R sind (dabei ist der Fall » = 0, d.h.

a € R, zugelassen).

Eine solche Zerlegung nennen wir eindeutig, wenn sie bis auf die Reihenfolge der Faktoren und die alternative

Wahl assoziierter Faktoren eindeutig ist.

Wann haben Elemente Zerlegungen in irreduzible Elemente? Wir wollen dazu wieder die zugehorigen Ideale

betrachten.

Definition 8.3
Eine Folge (7;,),cy in R heifit eine Teilerkette in R, wenn fiir alle n € N gilt: 7,7, . Aquivalent dazu ist

die Eigenschaft, dass die zugehorigen Hauptideale eine aufsteigende Idealkette in R bilden:
(1) S (1) S © (1) € (Thg1) € -
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In R gilt der Teilerkettensatz fiir Elemente, wenn es fiir jede solche Teilerkette ein ny gibt, so dass
1, ~ 1,41 fiir alle n > ny gilt. Fir die Idealkette bedeutet dies, dass die Kette ab einem nj-ten Glied statio-

ndr wird, also (7,) = (7,41 fir alle n > ny gilt.

Beispiel 8.4
In Z gilt der Teilerkettensatz fiir Elemente.

Satz 8.5 (Euklid)

Gilt in R der Teilerkettensatz fiir Elemente, dann hat jedes Element in R\ {0} eine Zerlegung in irreduzible
Elemente.
Beweis
Aus dem Teilerkettensatz fiir Elemente folgt, dass es in jeder nichtleeren Teilmenge M C R ein Element
gibt, das keinen echten Teiler (d.h. weder Einheit noch assoziiert) in M hat (sonst kénnten wir ja eine un-
endliche echte Teilerkette in R konstruieren).
Wir betrachten nun die Menge

M ={r € R\ {0} | r hat keine Zerlegung in irreduzible Elemente }
und haben zu zeigen, dass M leer ist.
Falls nicht, so gibt es nach der vorstehenden Beobachtung ein Element r € M, das keine echten Teiler in M
hat. Nach Definition von M ist r nicht irreduzibel, hat also eine Faktorisierung r = uv mit echten Teilern
u,v € R.Da u,v ¢ M, haben u und v Zerlegungen in irreduzible Elemente. Dann liefern diese Zerlegungen

aber auch eine Zerlegung von r in irreduzible Elemente. O

Bevor wir die Eindeutigkeit dieser Zerlegung genauer untersuchen, brauchen wir noch einen weiteren Begriff.
Die Primzahlen in Z lassen sich auch durch eine weitere Eigenschaft definieren: teilt eine Primzahl ein Pro-
dukt, dann teilt sie bereits einen der Faktoren (dies ist eine nichttriviale Eigenschaft der Primzahlen!).

Wir definieren allgemein:

Definition 8.6
Ein Element a € R\ {0}, das keine Einheit ist, heifit Primelement in R , wenn gilt:

Sind w,v € R mit a|uv, dann folgt a|u oder alv.

Bemerkung 8.7

Jedes Primelement eines Integritéitsrings ist irreduzibel.

Beispiel 8.8
Die Primelemente in Z sind die Zahlen +p, p € N Primzahl.

Analog zur Sprechweise fiir Zerlegungen von Elementen in irreduzible Faktoren sprechen wir auch von der

Zerlegung von Elementen in Primelemente.
Lemma 8.9

Sei R ein Integrititsring. Hat ein Element a € R\ {0} eine Zerlegung in Primelemente, dann ist die Zerle-

gung in Primelemente eindeutig.
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Die Frage ist also, wann jedes Element eine Zerlegung in Primelemente hat; auch mit diesem Thema hatten
wir uns schon etwas in der Linearen Algebra beschiftigt.

Definition 8.10
Ein Integritétsring R heifit faktoriell (oder ZPE-Ring), wenn jedes a € R\ {0} eine (eindeutige) Zerlegung

in Primelemente hat.

Beispiel 8.11
Z ist ein faktorieller Ring.

Die Eigenschaft der Primzahlen, nicht nur irreduzibel, sondern sogar Primelement zu sein, gilt fiir irreduzible
Elemente in allen faktoriellen Ringen, aulerdem gilt dann die Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible Ele-

mente:

Satz 8.12

Sei R ein Integritdtsring, in dem jedes Element 0 = a € R eine Zerlegung in irreduzible Elemente hat. Dann
sind dquivalent:

(i) Jedes Element in R\ {0} hat eine eindeutige Zerlegung in irreduzible Elemente.

(ii) Jedes irreduzible Element in R ist ein Primelement in R .

(ili) Der Ring R ist faktoriell.

Beweis

Sei zun#chst (i) vorausgesetzt. Sei a € R irreduzibel, und seien w,v € R mit a|uv, also uwv = ab fiir ein

b € R. Dann besitzen u,v,b Zerlegungen in irreduzible Elemente, etwa
U= EUly * oo Uy, V=—,EVWy .- V5, b=26"biby-...- b
mit Einheiten ¢,¢’,¢” und irreduziblen Elementen w;,v;,, . Dann gilt
EUly + ... U VYV - .o vy = ag"Byby ... by .

Aufgrund der Eindeutigkeit der Zerlegung gilt dann 0.E. a ~ u; fiir ein ¢ und damit folgt a|u .
Sei nun (ii) angenommen, also dass jedes irreduzible Element in R ein Primelement ist. Dann hat nach Defi-
nition jedes Element eine Zerlegung in Primelemente, also ist R faktoriell.
Sei nun (iii) gegeben, also R als faktoriell vorausgesetzt, und wir wollen (i) zeigen.
Ist a € R*, dann ist die triviale Zerlegung von a die eindeutige Zerlegung von a . Wir beweisen die Behaup-
tung nun durch Induktion iiber die Linge der Zerlegung in Primelemente. Seien also

a4 = EUglly - ... Uy = € Vg - .o - U

. * . . . . . .
mit ¢,¢’ € R, die u; Primelemente und die v; irreduzible Elemente. Da u,|a = ¢'vvy -...- v, und u, ein

J
Primelement ist, folgt, dass u,.|v; fiir ein 7, o.E. ist 1 = s. Da v, irreduzibel ist, muss dann aber u, ~ v
b bl T 1 b S b T S
gelten. Nach Division durch u, erhalten wir also
li "
a4 = EUIUY *«e. " Up_1 = € NVy oo Vg1,

wobei ¢” € R". Nach Induktionsannahme ist die Zerlegung von o’ eindeutig, also folgt die Behauptung. O

Beispiel 8.13
Der bereits frither untersuchte Ring R = Z[+—=5] ist nicht faktorielll Wir zeigen dies, indem wir irreduzible
Elemente finden, die keine Primelemente sind.
Die Einheiten in R sind mit Hilfe der friiher bereits benutzten Gradfunktion ¢ leicht zu ermitteln. Es ist:
R ={1,-1}={zeR|b6w>=1}.

Wir betrachten nun wieder die Faktorisierung
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6=2-3=>04+V-5)10-V=-5).
Es ist 6(2) = 4, also muss fiir jeden Teiler ¢ von 2 in R gelten: §ca>|4. Fiir jeden echten Teiler a von 2
folgt dann bereits: dca> = 2. Da §ca> = 2 aber nicht moglich ist, folgt, dass 2 irreduzibel in R ist.
Da §(1+~=5) =61 —~=5) = 6 ist, folgt aber: 241 +£~=5 . Also ist 2 kein Primelement in R .
Ganz entsprechend ergibt sich, dass 3 und 1+ ~—5 irreduzible Elemente sind, die keine Primelemente sind.
Die beiden angegebenen Faktorisierungen von 6 sind also zwei wesentlich verschiedene Zerlegungen von 6 in

irreduzible Faktoren. Insbesondere hat 6 im Ring R keine Zerlegung in Primelemente.

Aus den vorhergehenden Sitzen erhalten wir nun folgende Charakterisierung faktorieller Ringe:

Satz 8.14
Sei R ein Integritdtsring. Dann sind dquivalent:
(i) R ist faktoriell.
(i) In R gilt der Teilerkettensatz fiir Elemente, und jedes irreduzible Element in R ist ein Primelement.
Beweis
Die Richtung (ii) = (i) folgt aus Satz 8.5 und Satz 8.12.
Sei nun vorausgesetzt, dass R faktoriell ist. Dann ist die Voraussetzung von Satz 8.12 erfiillt, und damit ist
jedes irreduzible Element ein Primelement in R . Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung in Primelemente
sind die Teiler eines Elementes 0 = a € R leicht anzugeben. Ist

a = ewly - ... U
mit ¢ € R* und Primelementen w, , dann sind die Teiler von a von der Form

e'uyuy, oo wy mit {44} C {1}

Also gibt es — bis auf Assoziiertheit — nur endlich viele echte Teiler von a , und daher wird jede Teilerkette —

bis auf Assoziiertheit — stationdr. O

Wir kénnen damit nun eine grofie Klasse von Ringen als faktoriell nachweisen:

Satz 8.15
Sei R ein Integritétsring. Ist R ein Hauptidealring, dann ist R faktoriell.
Beweis
Wir verwenden das oben bewiesene Kriterium. Sei

() S m) S C () & (M) &
eine Kette von Hauptidealen in R . Dann ist [ = Ui>1(77,;) ein Ideal in R, also ist I = ca> fiirein a € R.
Aus a € I folgt a € (1, ) fiir ein ny € N, also ca> C (7, ) € I = ca> und damit (7, )= ca> = (r,) fiir alle
n > ng, d.h. die Kette wird bei ny stationir.
Sei z € R irreduzibel, und seien w,v € R mit z|uv. Gilt z{u, dann sind = und u teilerfremd (da z irre-
duzibel ist!), also existieren s,t € R mit 1 = zs 4+ ut. Dann folgt

v = T8V + uvt,

und damit z|v. Also ist z ein Primelement in R. (]

Bemerkung 8.16

(i) Die Umkehrung gilt nicht! Wir werden spéter sehen, dass Z[ X ein faktorieller Ring ist, aber Z[X] ist
kein Hauptidealring.
(ii) Alle euklidischen Ringe sind faktoriell.
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Im Ring Z wird fiir jedes Element iiblicherweise eine ,Standardzerlegung“ der Form

R
a= :I:H Dy
i=1

angegeben, wobei pi,...,p, die verschiedenen Primzahlen sind, die a teilen, und 7 € N, ¢ = 1,...,r . Diese

Zerlegung ist die Primfaktorzerlegung von a in Z .

Eine solche Zerlegung wollen wir fiir Elemente in einem beliebigen faktoriellen Ring R angeben. Dazu wiih-
len wir ein (vollstindiges) Reprisentantensystem P fiir die Assoziiertenklassen von Primelementen in R
(beachte: eine solche Wahl ist nach dem Auswahlaxiom mdoglich!). Fir R = Z wiirden wir also z.B. P als die
Menge der Primzahlen wihlen.

Dann gilt:

Jedes a € R\ {0} hat eine eindeutige Darstellung der Form

a:EHp”P

peP
mit ¢ € R und v, € Ny, wobei nur endlich viele v, von 0 verschieden sind.
Diese Zerlegung heif3t dann die normierte Primelementzerlegung zum Reprisentantensystem P . Der Expo-
nent v, ca> heifit die Ordnung von a an der Stelle p.
Die Funktion v, : R\ {0} — N heif}t Ordnungsfunktion an der Stelle p oder auch zu p gehérende Expo-
nentialbewertung.

Bemerkung 8.17
Es gilt auch die Umkehrung: ist die obige Eigenschaft gegeben, dann ist R ein faktorieller Ring und P ein

Reprisentantensystem fiir die Assoziiertenklassen von Primelementen in R .

Wir betrachten die Abbildungen v,, p € P noch etwas genauer. Die folgenden Eigenschaften sind leicht

nachzuweisen:

Bemerkung 8.18
Seien a,b € R\ 10%}.
(i) alb = v, <y, firalepecP.
(ii)  # { Assoziiertenklassen von Teilern von a}t = HpE'P(l + v, ).
(ili) Esist v,(ab) = v, ca> +v, ).
(iv) Ist a+0b = 0, dannist v,(a +0b) > min{v, ca>,v, (b},
und falls v, ca> < v, (b),soist v,(a+b)=v,ca.

Bei gegebenen Zerlegungen in Primelemente lassen sich ggT und kgV sofort angeben:

Satz 8.19

Sei R ein faktorieller Ring, P wie oben.
Dann existieren zu beliebigen Elementen ay,...,a, € R\ {0} stets ihr ggT und kgV , und es gilt

min{ v, (a )...,V, (G, )
ggT(ala'“)an) ~ Hp (@ ’ '
pEP

max { v, (ay )y..,V, (Qy )
kgv(ala"'van) ~ H p vpta ! }
peP

Bemerkung 8.20
Sind a,b € R, so gilt
a-b~ggT(ab) kgV(ab).
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Fiir einen faktoriellen Ring R koénnen wir seinen Quotientenkoérper K = Q(R) bilden. Dann lisst sich die
Abbildung v,, p € P fortsetzen zu einer Abbildung, die wir mit demselben Namen bezeichnen:
v,: K — ZU+tocoy,
wobei wir v, (0) = oo setzen und fiir a,b € R\ {0} definieren:
I/p(%) =v,a —v,b).

(Beachte, dass aufgrund von Eigenschaft (iii) diese Setzung wohl definiert ist!)

Bemerkung 8.21
Es gelten folgende Eigenschaften:
(i) Jedes a € K~ hat eine (eindeutige) Darstellung

a= eH p"r

peEP
mit e € R* und v, € Z , wobei nur endlich viele v, von 0 verschieden sind.

(ii) Sei a € K*. Dannist a € R\ {0} genau dann, wenn v,ca> >0 fiir alle p € P.
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Kapitel 9

Primideale und maximale Ideale

Was bedeuten die Elementeigenschaften irreduzibel und Primelement idealtheoretisch und wie lassen sie sich
sinnvoll fiir Ringe verallgemeinern, in denen keine Zerlegung in irreduzible Elemente bzw. Primelemente ge-

geben ist? Wir beginnen zunéichst mit einigen allgemeinen ringtheoretischen Eigenschaften.

Definition 9.1

Sei R ein (nicht notwendig kommutativer) Ring. Dann heifit R einfach, wenn R nur die beiden trivialen
Ideale (0> und R(= (0)) hat.

Beispiel 9.2

(i) Jeder Korper ist ein einfacher Ring (enthélt ein Ideal eine Einheit, so ist es bereits gleich dem ganzen
Ring!).

(ii) Der Matrizenring M, (K), K ein Korper, n € N, ist einfach (Ubung).

Satz 9.3

Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Dann ist R genau dann einfach, wenn R ein Korper ist.

Beweis

Sei R ein einfacher Ring, und sei a € R\ {0} . Dann ist ca> = (0), also muss nach Definition ca> = R

gelten. Wegen 1 € ca> = Ra gibt es also b € R mit 1 = ab, also ist a invertierbar.

Die Definition von ,einfach* sagt, dass es oberhalb des Nullideals nur das triviale Ideal R gibt. Dies wollen

wir nun zu einer ,relativen“ Definition verallgemeinern:

Definition 9.4
Ein Ideal I von R heifit maximales Ideal von R, wenn [ = R ist und es kein Ideal I’ mit I C I’ C R gibt.

Beispiel 9.5

Ist p € N eine Primzahl, dann ist pZ ein maximales Ideal in Z . Sei etwa [ ein Ideal von Z mit
pZ C 1 CZ. Da Z ein Hauptidealring ist, ist I = nZ fiir ein n € Z , wobei wir sogar n € N annehmen
konnen. Also folgt p = nt fiir ein t € Z . Da p eine Primzahl ist, folgt dann n =1 oder n = p, also ist
I =27 oder I = pZ.

Ist n € N\ {1} keine Primzahl, also etwa n = ab mit a,b € N\ {1}, dann ist nZ kein maximales Ideal, da
nZ C al. C 7.

Die obige Definition verallgemeinert die vorhergehende in folgendem Sinn: Herausfaktorisieren eines maxima-

len Ideals liefert einen einfachen Ring. Wir zeigen dazu eine allgemeinere Beziehung:
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Satz 9.6
Sei R ein Ring, I ein Ideal von R, 7 : R — I% der kanonische Restklassenepimorphismus. Dann induziert
7 eine Bijektion
D {I' | I' Ideal von R, I C I/} — {J | J Ideal von }%}, I'— 7(I').
Beweis
Surjektive Homomorphismen bilden stets Ideale auf Ideale ab! Die additiven Eigenschaften sind klar, zu zei-
gen ist nur: ist b€ 7(I'), t € 7(R) = I%, dann ist bt € 7(I') (bzw. th € #(I')). Seien a € I', r € R
mit b=ma> , t=mwcr> . Dann ist ar€l’ , da I' ein Ideal von R ist und daher
bt = wcarmery = wcar> € w(I') (analog fiir tb).
Also ist die angegebene Abbildung ® wohl definiert.
Wir zeigen die Bijektivitiit, indem wir die Umkehrabbildung angeben. Sei
¥ : {J | J Ideal von f%} — {I' | I' deal von R, [ C1'}, J = 7 (]).
Da 0 € J fiir jedes Ideal J von I%, ist I =7 1(0) C 7 1(J). AuBerdem sind Urbilder von Idealen unter
Homomorphismen stets wieder Ideale (Ubung). Also ist ¥ wohl definiert.
Die Beziehung ®VU (J) = 7mr 1 (J) = J gilt fiir jede Teilmenge J C 1% , da 7 surjektiv ist.
Andererseits gilt
Vo () =na'r(I")={z e R|rc> en(I}
={reR|Jacl :n>=rca}
={z€eR|Jacl':z—-acl}
=17
wobei die letzte Beziehung daraus folgt, dass I C I”.
Also haben wir insgesamt die Bijektivitéit gezeigt. O

Folgerung 9.7
Sei R ein Ring, I Ideal von R.

Dann ist I genau dann ein maximales Ideal von R, wenn }% ein einfacher Ring ist.

Ist R ein kommutativer Ring mit 1, so ist also I ein maximales Ideal genau dann, wenn }% ein Korper ist.

Folgerung 9.8

Sei n € N. Dann ist Z, = %Z genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.

Beispiel 9.9
(i) Sei R=C(R) die Menge der stetigen Funktionen auf R. Dann ist R beziiglich der punktweisen Ad-
dition und Multiplikation von Funktionen ein Ring. Definiere fiir a € R :
0, :C(R) = R, f— fca>.
Dann ist ¢, offenbar ein Epimorphismus mit Kerng, = I, = {f € R| fca> = 0} . Also gilt nach dem
Homomorphiesatz: ]%a ~ R, d.h. der Faktorring nach I, ist ein Korper, und damit ist [, ein maxi-

males Ideal in R .
(i) Es gilt R[X%Xz L 1) = Cakoist (X2 +1) ein maximales Ideal in RI[X].

Wir wissen bereits, dass X* + 1 irreduzibel in R[X] ist (dieses Polynom hat keine Nullstelle in R ). Wir

wollen nun das Beispiel (ii) oben verallgemeinern und die Eigenschaft ,irreduzibel* idealtheoretisch fassen:
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Satz 9.10
Sei R ein Integritéitsring. Sei p € R, p = 0 und p & R". Dann ist p irreduzibel in R genau dann, wenn aus

(p) C<a>C R mit a € R stets ca>=R,d.h. a € R folgt.

Ist R auflerdem ein Hauptidealring, so ist also p irreduzibel in R genau dann, wenn (p) ein maximales
Ideal in R ist.

Beweis

Sei p € R irreduzibel, und sei ¢ € R mit (p) C ca>. Dann gibt es x € R mit p = ax. Da p irreduzibel ist,
folgt dann a € R",dh. ca> = R oder (p) = Ca>.

Wir nehmen nun an, dass die Idealbedingung fiir (p) erfiillt sei. Sei p = ab mit a,b € R, 0.E. sei b & R.
Dann ist (p) C ca> C R, also folgt a € R".

Die letzte Aussage folgt unmittelbar. O

Wir wollen nun auch die Eigenschaft ,Primelement“ idealtheoretisch formulieren bzw. verallgemeinern. Zu-

néichst brauchen wir noch den Begriff des Produktes von Idealen:

Definition 9.11
Sei R ein Ring, und seien A, B Ideale in R . Dann ist das Produkt von A und B definiert als das Ideal
AB:({ab\aeAbeB}).

Definition 9.12

Sei R ein Ring, P C R ein Ideal von R.

Das Ideal P heifit Primideal von R, wenn gilt:

Sind A, B Ideale von R mit AB C P, dann ist AC P oder BC P.

Bemerkung 9.13
Erfiillt das Ideal P von R die Bedingung:
® Sind a,b € R mit ab € P, dann ist a € P oder b € P.
Dann heif3t P auch ein vollprimes Ideal von R .
Vollprime Ideale sind stets Primideale:
Sei P vollprim in R, und seien A4,B Ideale von R mit ABC P.Ist AZ P, dann gibt es a € A, a ¢ P.
Da ab € aB C P fiir alle b € B, folgt dann B C P .
Ist R ein kommutativer Ring mit 1, dann ist auch umgekehrt jedes Primideal vollprim:
Sei P ein Primideal in R, und seien a,b € R mit ab € P . Dann ist ca>(b) = RaRb = Rab C P, also folgt
ca> C P oder (b) C P, und damit ist a € P oder b € P.
Wir konnen also in diesen Ringen auch mit der Elementbedingung ® statt mit der Idealbedingung fiir Prim-

ideale arbeiten.

Beispiel 9.14

(i) Ein Ring R ist genau dann nullteilerfrei, wenn (0) ein vollprimes Ideal in R ist. Ein kommutativer
Ring R ist also genau dann nullteilerfrei, wenn (0) ein Primideal von R ist.
Insbesondere ist (0) ein Primideal von Z .

(ii) Ist p eine Primzahl, dann ist pZ ein Primideal in Z .

Satz 9.15

Sei R ein kommutativer Ring mit 1, I C R ein Ideal in R. Dann ist I genau dann ein Primideal, wenn

R 7 ein Integritétsring ist.
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Beweis

Dies folgt aus den vorhergehenden Bemerkungen und der Multiplikation in I% a4+ DO+ =ab+1.0

Folgerung 9.16

Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Dann ist jedes maximale Ideal von R ein Primideal.

Satz 9.17

Sei R ein Integritéitsring, p € R . Dann ist p ein Primelement von R genau dann, wenn (p) = (0) und
(p) ein Primideal von R ist.

Beweis

Sei p € R ein Primelement. Dann ist nach Definition (p) = (0) und (p)= R . Sei nun ab € (p) fiir
a,b € R. Dann ist ab = pz fiir ein z € R, und da p ein Primelement ist, folgt dann pla oder pl|b, also
a € (p) oder b € (p), und daher ist (p) ein Primideal von R .

Ist umgekehrt (p) = (0) ein Primideal, dann ist p = 0 und p & R". Sind a,b € R mit plab , dann ist

ab € (p),also a € (p) oder b € (p), und damit gilt pla oder pl|b. |

Wir wollen noch einen Satz iiber die Existenz maximaler Ideale beweisen. Dazu miissen wir zunichst einiges

bereitstellen bzw. wollen an einige Definitionen erinnern.

Definition 9.18

Eine Relation < auf einer Menge X heifit eine Halbordnung auf X , wenn gilt:

(i) Firalle z € X gilt: z <z.

(ii) Fir z,y € X folgt aus z <y und y < z stets z = y.

(iii) Fir z,y,2z € X folgt aus z <y und y < z stets = < z.

Eine Teilmenge A = ¢ von X heifit eine Kette (bzgl. <), wenn fiir je zwei Elemente z,y € A stets z <y
oder y < z gilt.

Die Halbordnung < heifit eine Ordnung, wenn X selbst eine Kette bzgl. < ist.

Beispiel 9.19
(i) Die iibliche <-Relation auf R ist eine Ordnung auf R .
(ii) Fiir jede Menge X ist die Inklusionsrelation eine Halbordnung auf PB(X).

(iii) Die Teilbarkeitsrelation ist eine Halbordnung auf N.

Definition 9.20

Sei X eine Menge mit einer Halbordnung <. Sei A C X . Ein Element s € X heifit obere (bzw. untere)
Schranke von A, wenn fiir alle a € 4 gilt: a <s (bzw. s <a).

Ein Element ¢ € A heifit grofites (kleinstes) Element von A, wenn ¢ obere (untere) Schranke von A ist.
Ein Element m € A heifit maximales (minimales) Element von A, wenn es kein a € A, a = m mit m <a
(a < m) gibt.

Die Menge X heifit induktiv geordnet (bzgl. <), wenn jede Kette in X eine obere Schranke in X besitzt.

Wir brauchen nun folgende Aussage, die dquivalent zum Auswahlaxiom ist:
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Lemma 9.21 (Zornsches Lemma)

Jede nichtleere induktiv geordnete Menge besitzt ein maximales Element.

Satz 9.22
Sei R ein Ring mit 1, I = R ein Ideal von R . Dann gibt es ein maximales Ideal m von R mit I C m.
Insbesondere hat R ein maximales Ideal.
Beweis
Sei
X={J4R|ICJCR}.
Dann ist 1 € X, also X nichtleer, und die Inklusionsrelation C ist eine Halbordnung auf X . Die maxima-
len Elemente beziiglich C in X sind genau die gesuchten maximalen Ideale von R, die I enthalten.
Wir haben zu zeigen: X ist induktiv geordnet.
Sei L = ¢ eine Kette in X . Setze

s(K) = U B.
BeK
Wir wollen zeigen, dass s(K) eine obere Schranke zu K in X ist.

Nach Konstruktion ist B C s(K) fiir alle B € K.

Wir zeigen nun, dass die Menge s(KC) ein Ideal ist. Sind z,y € s(K), dann ist » € B, , y € B, fiir geeignete
B,,B, € K. Da K eine Kette ist, ist B, C B, oder B, C B,, und damit jedenfalls B, U B, ein Ideal, das
in s(K) enthalten ist. Also ist z +y € s(K). Aulerdem ist fiir alle @ € R auch az,za € B, C s(K).
Zuletzt miissen wir noch s(K) = R zeigen. Wire s(K) = R, dann wire 1 € B fiir ein geeignetes B € K.
Dann folgt aber B = R im Widerspruch zu B € K C X .

Also ist tatséichlich s(X) eine obere Schranke zu £ in X.

Nach dem Zornschen Lemma existiert daher ein maximales Element m € X und damit ein maximales Ideal
m von R, das I enthilt. O

Die Ringe Z und C(R) haben, wie wir oben gesehen haben, ,viele* maximale Ideale. Insbesondere im Kon-
text der Algebraischen Geometrie werden oft Ringe betrachtet, die nur ein einziges maximales Ideal haben,

das dann einem ,Punkt“ in einer geometrischen Situation entspricht.

Definition 9.23

Ein kommutativer Ring mit 1, der genau ein maximales Ideal besitzt, heifit lokaler Ring.

Beispiel 9.24

(i) Sei p €N eine Primzahl, £ € N. Dann ist der Ring Z , ein lokaler Ring mit maximalem Ideal

_pZ
prk = AkZ

(ii) Sei p € N eine Primzahl. Dann ist
a
Z.,, :{3€Q|a,beZ,pr}C(@
ein lokaler Ring mit maximalem Ideal

a
Ly, = {3 €Q|abe€Z pla, pJ[b}.

Das maximale Ideal in einem lokalen Ring lidsst sich einfach beschreiben. Gleichzeitig liefert dies ein Kriteri-

um fiir lokale Ringe:
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Satz 9.25

Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Dann ist R genau dann lokal, wenn R\ R ein Ideal von R ist (und
in diesem Fall ist es das maximale Ideal von R ).

Beweis

Sei zunéchst R als lokal angenommen, mit maximalem Ideal m .

Ist a € R\ R", dann ist Ra C R, also folgt nach Satz 9.22 ¢ € Ra C m . Also ist R\R Cm CR\ R,
und daher m = R\ R" ein Ideal von R.

Ist umgekehrt R\ R" ein Ideal, dann muss es maximal sein, da fiir jedes echte Ideal I C RI C R\ R gilt.

AuBlerdem ist es aus demselben Grund das einzige maximale Ideal. ]
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Kapitel 10

Faktorisierung in Polynomringen

Wir hatten uns bereits friiher iiberlegt, dass die geometrischen Konstruktionsprobleme dazu fiihren, dass wir
fiir komplexe Zahlen ihre Minimalpolynome iiber Q bzw. iiber Erweiterungskérpern von Q bestimmen miis-
sen (zumindest ihre Grade). Oft ist ein Polynom bekannt, das das vorgegebene Element als Nullstelle hat, so
dass wir die Frage nach der Faktorisierung dieses Polynoms bzw. seiner Irreduzibilitit zu beantworten haben.
In den vorhergehenden Paragraphen haben wir gesehen, dass in allgemeinen kommutativen Ringen Faktori-
sierungen in irreduzible Elemente durchaus nicht eindeutig sein miissen. Wir wollen also zunéchst die Frage

kldren, wann ein Polynomring ein faktorieller Ring ist.

Unser Koeffizientenring R sei im Folgenden stets ein Integritétsring. Insbesondere ist dann also RIX]1 auch

ein Integritétsring.

Wir haben bereits gezeigt, dass jeder nullteilerfreie Hauptidealring faktoriell ist. Wir untersuchen nun zu-

néichst, welche Polynomringe R[X ] Hauptidealringe bzw. sogar euklidische Ringe sind.

Satz 10.1

Sei R ein Integritdtsring. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i)  RIX] ist mit der Gradfunktion deg ein euklidischer Ring.

(ii) RI[X] ist ein Hauptidealring.

(iii) R ist ein Korper.

Beweis

Die Implikationen (i)=-(ii) und (iii) = (i) haben wir bereits gezeigt.

(ii) = (iii): Sei R[X] ein Hauptidealring, und sei a € R\ {0} . Offenbar sind ¢ und X teilerfremd in RIX].
Also gibt es f,g € RIX] mit 1 = af + Xg. Koeffizientenvergleich liefert dann sofort 1 = ac,, wobei ¢, das
konstante Glied von f ist. Also ist a eine Einheit in R. O

Mit Satz 8.15 folgt daraus unmittelbar:

Folgerung 10.2
Ist K ein Korper, so ist K[X] ein faktorieller Ring.

In K[X] konnen wir also jedes Polynom eindeutig in irreduzible Faktoren bzw. Primelemente in K[X] zer-
legen.

Welche Polynomringe kénnen iiberhaupt nur faktoriell sein? Wir zeigen zunéichst:

Satz 10.3
Sei R ein Integritdtsring. Sei a € R. Dann ist ¢ Primelement in R genau dann, wenn @ Primelement in
RIX] ist.
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Beweis

O.E. ist a = 0. Wir betrachten den vom Restklassenhomomorphismus = : R — R/ a> induzierten Ringho-

momorphismus:
@ RIXT— B X1, S e X! = Y owen X°

Dann ist ¢ offenbar surjektiv, und es ist Kerny = aR[X ], das von a in R[X] erzeugte Hauptideal. Also
ist nach dem Homomorphiesatz

RIX] ~ R
Nun ist ¢ prim in R genau dann, wenn (a> ein Primideal von R ist, also genau dann, wenn R/a) ein
Integritétsring ist. Dies ist aber dquivalent damit, dass R/ a>! X1 ein Integritéitsring ist. Die letzte Aussage

gilt genau dann, wenn aR[X] ein Primideal von R[X] ist, also genau dann, wenn a ein Primelement in
RIX] ist. O]

Zu unserer obigen Frage finden wir zunéchst folgende notwendige Bedingung;:

Satz 10.4
Ist RIX] ein faktorieller Ring, so ist auch R ein faktorieller Ring.

Beweis

Wir wollen das Kriterium in Satz 8.14 verwenden. Jede Teilerkette in R ist offenbar auch eine Teilerkette in
RIX], wird also stationir bis auf Einheiten. Wegen R[X =R folgt damit, dass in R der Teilerkettensatz
gilt. Ist a € R irreduzibel, so ist a auch irreduzibel in RIX]. Also ist ¢ prim in R[X] und damit nach
dem vorhergehenden Satz auch in R . Also erfiillt R das Kriterium in Satz 8.14 und ist damit faktoriell. [

Unser néchstes grofleres Ziel ist es, die Umkehrung des obigen Satzes zu beweisen.

Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkérper K = Q(R) . Ist P(R) ein Reprisentantensystem fiir die
Assoziiertenklassen von Primelementen von R, dann ist diese Menge nach dem obigen Resultat Teilmenge
eines geeigneten Reprisentantensystems P(RIX 1) fiir die Assoziiertenklassen von Primelementen von R[X].
Wir wissen bereits, dass K[X] faktoriell ist und wollen dies benutzen, um die noch fehlenden Assoziierten-
klassen von Primelementen zu finden.

Ist g KI[X], dann gibt es ein c¢e K und ein f:Z:L:Oain’ € RIX1 , so dass g=c¢f und
¢gT (ag,...,a,) =1 gilt. ¢ und f sind bis auf Einheiten in R eindeutig bestimmt. Fiir jedes Polynom in
KI[X] gibt es also ein assoziiertes Polynom in R[ X1, dessen Koeffizienten teilerfremd sind.

Wir definieren fiir die Polynome in R[X]:

Definition 10.5
Sei f = Zj:oaiXi € RIX1. Dann heifit cont(f):= geT (ay,...,a,) der Inhalt von f (bis auf Einheiten in

R’ eindeutig). Oft wird auch das zugehorige Hauptideal I(f)= (cont(f)) Inhalt von f genannt. Ist
degf > 0 und cont(f) =1, so heiit f ein primitives Polynom.

Bemerkung 10.6

Zu jedem g€ KIX1\ K gibt es ein (bis auf Assoziiertheit in R[X] eindeutiges) primitives Polynom
f€RIX]) mit g=cf fiir geeignetes ¢ € K. f ist in K[X] assoziiert zu ¢. Ist ¢ € K[X] ein irreduzibles
Polynom in K[X], dann ist das assoziierte primitive Polynom f € R[X] irreduzibel in R[X]:

Offenbar kann f keinen echten Teiler in R haben, da seine Koeffizienten teilerfremd sind. Andererseits kann

f keine Faktorisierung in Polynome positiven Grades haben, da ¢ sonst nicht irreduzibel wire.
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Sehr niitzlich sind die folgenden beiden Sitze:

Satz 10.7
Sei R ein faktorieller Ring, f,g € R[X]1. Dann gilt:

cont(fg) ~ cont(f)cont(g)
bzw.
I(fg)=1(f/)1cg>-
Insbesondere ist also das Produkt primitiver Polynome in Rl X1 wieder primitiv.
Beweis
Ubung. O

Satz 10.8 (Lemma von Gauf)

Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkérper K = Q(R). Sei f € RIX]1, degf > 0. Ist f irreduzibel in

RIX], dann ist f auch irreduzibel in K[X].

Beweis

Sei f=gig, mit g; € K[X], und sei g; = ¢;f mit f € RIX] primitiv, ¢; € K~ fiir i =1,2. Dann ist

f=chh, fiir ¢c=ce € K . Sei etwa ¢ = £ mit a,b € R teilerfremd. Dann ist bf = af;f,, und wir erhalten
b~ bcont(f)~ acont(fi)cont(fp)~a,

also ist ¢ € R*, und auBerdem folgt nun, dass fi oder f, eine Einheit in R sein muss. Dann ist aber auch

g, oder gy eine Einheit in K[X], also f irreduzibel in K[X]. O

Aus dem Beweis des Satzes ergibt sich auch die folgende Aussage, die oft ebenfalls als ,Lemma von Gauf3“

bezeichnet wird.

Folgerung 10.9

Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkérper K = Q(R). Sei f € R[X], degf > 0. Ist f = g9 eine
Faktorisierung in normierte Polynome ¢;,¢9o € K[ X1, dann liegen g¢;,g, bereits in R[X].

Bemerkung 10.10

Wir haben mit dem Lemma von Gaufl gezeigt, dass die irreduziblen Polynome in R[X] von positivem Grad
ein Représentantensystem fiir die Assoziiertenklassen von irreduziblen Elementen (=Primelementen) in
KI[X] sind.

Satz 10.11
Sei f € RIX] ein irreduzibles Polynom in R[ X1 positiven Grades. Dann ist f ein Primelement in RIX].
Beweis
Seien w,v € R[X] mit fluv in R[X]. Da f irreduzibel und damit prim in K[X] ist, folgt, dass f einen
der Faktoren in K[X] teilt. O.E. gilt also u = fg mit g € K[X1. Sei g =ch mit ¢ € K, h € RIX] pri-
mitiv. Dann ist ¢ = ¢ mit teilerfremden a,b € R, und es ergibt sich folgende Beziehung mit Faktoren in
RIX]:

bu = afh .
Dann ist bcontcu> ~ acont(f), und wegen der Teilerfremdheit von a und b folgt also: b|cont(f). Da f
irreduzibel in R[ X1 ist, ist cont(f) eine Einheit in R, also ist auch b eine Einheit in R, und damit folgt:
f teilt w in RIX]. O
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Satz 10.12 (Satz von Gauf)

Ist R faktoriell, dann ist auch der Ring R[X] faktoriell.

Genauer gilt: Ist B (R) ein Repriasentantensystem fiir die Assoziiertenklassen von Primelementen in R und
P (R) ein Repriisentantensystem fiir die Assoziiertenklassen von irreduziblen Polynomen positiven Grades in
KI[X], bestehend aus primitiven Polynomen in R[X], dann ist B (R)U P, (R) ein Reprisentantensystem
fiir die Assoziiertenklassen von Primelementen in R[X].

Beweis

Sei fe RIX], f=0.Dannist f=r€ R oder f =rg mit r € R, g € R[X] primitiv. Die Zerlegung von
r € R in Primelemente von R, r = 5H]_ T, mit € € R, r; € Ry (R), ist nach Satz 10.3 auch eine Zerlegung
in Primelemente von R[X].

Da g € K[X], kbnnen wir zunéchst ¢ in K[X] in Primelemente zerlegen. Wir finden also eine Faktorisie-

rung
g=c[]f mit ce K*, f € R(R) C RIX].

Die Polynome f; sind primitiv und irreduzibel in R[X], also Primelemente in R[X]. Ist ¢ = ¢ mit teiler-
fremden a,b € R, dann ist bg = aHiﬁ in RIX] und daher b ~a,dh. ce R*. Mit ¢/ =e-ce R ist also

f=<TInlls
J i
eine Zerlegung in Primelemente von R[X].

Damit ist der Ring RI[ X als faktoriell nachgewiesen, und die genauere Aussage ist dann ebenfalls klar. [

Folgerung 10.13

Sei R ein Integritétsring, n € N. Dann ist der Polynomring R[Xj,...,X, ] genau dann faktoriell, wenn R
faktoriell ist.

Wir wollen uns nun mit der Frage befassen, wie wir entscheiden konnen, ob ein gegebenes Polynom in R[ X
irreduzibel iiber R bzw. iiber K ist. Zunichst leiten wir aus den bisherigen Resultaten leicht das folgende

Kriterium fiir Linearfaktoren ab:

Lemma 10.14
Sei R ein faktorieller Ring, K = Q(R). Sei f = ZZZ:O ¢;,X" € RIX] normiert. Ist a € K eine Nullstelle von
f,dann ist ¢ € R, und alcy.
Beweis
Da a € K eine Nullstelle ist, konnen wir f in K[X] faktorisieren:
f=(X—a)g mit ge K[X].
Da f und X —a normiert sind, ist auch g normiert. Dann folgt aber: X —a,g € R[X], also gilt a € R,
und ¢y = f(0) = c—a>g(0) zeigt, dass a|c¢y gilt. O

Beispiel 10.15
Betrachte f = X® —2 € ZIX]. Wire f reduzibel in Q[X], dann hiitte f eine Nullstelle in Q , also nach
dem obigen Lemma eine Nullstelle in Z , die unter den Teilern von 2 in Z vorkommen miisste. Da offenbar
keiner dieser Teiler eine Nullstelle von f ist, ist f also irreduzibel in Q[ X 1. Insbesondere folgt damit, dass
Y2 irrational ist.

Sehr oft ist folgendes Reduktionsargument niitzlich:
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Satz 10.16
Sei R ein Integrititsring, und sei 7 : R — R, a — @ ein Ringhomomorphismus in einen Integrititsring R .
Wir bezeichnen dann mit 7 auch den induzierten Homomorphismus R[ X1 — RIX], ZiaiXi’ — ZiEiXi
(f = F)
Sei f = Z:’:OaiXi ein primitives Polynom in RIX] mit a, = 0. Ist f irreduzibel in RIX], dann ist f
auch irreduzibel in RIX].
Beweis
Sei f reduzibel in R[X], also f = gh mit g,h € RIX], gh & R". Da f primitiv ist, sind beide Polynome
g,h von positivem Grad. Anwenden von 7 liefert eine Faktorisierung f = gh, wobei wegen a, = 0 die
Gradgleichung

degg + degh = deg f = deg f = degg + degh
gilt, aus der degg = degg und degh = degh folgt. Also ist f reduzibel in R[X].

Beispiel 10.17
Sei R =17, 7 :7Z — 7, der kanonische Restklassenhomomorphismus. Sei f = 7X? +4X?> 4+ X +13 € Z[X].

Dann ist f offenbar primitiv, und 7 (7) = 0. Es ist

f=X+X+1€Z,0X].
Dieses Polynom hat keine Nullstelle in Z, = {0,1}, also ist f irreduzibel in Z,[X], und damit ist f irre-
duzibel in Z[X]. Da Z ein faktorieller Ring ist, ist nach dem Lemma von Gaufl dann f auch irreduzibel in
QIX]1.

Satz 10.18 (Eisenstein-Kriterium)
Sei R ein Integritéitsring. Sei f = Zj:o a; X" € RIX] ein primitives Polynom mit folgender Eigenschaft:
Es gibt ein Primelement p € R, so dass

pta,; pla; fir i =0,...,n—1; p’fay.
(Polynome dieser Form heiflen Eisenstein-Polynome.) Dann ist f irreduzibel in RIX].
Ist R ein faktorieller Ring mit K = Q(R), so ist f auch irreduzibel in K[ X].
Beweis
Da p € R ein Primelement ist, ist R = }%p) ein Integrititsring. Wir bezeichnen mit = : R[X] — RI[X]1,
g — ¢ wieder die induzierte Abbildung.
Angenommen, es gibt eine Faktorisierung f = gh mit Polynomen g¢,h € R[X] positiven Grades. Dann er-
halten wir nach Anwendung von 7 :

anX" =f=7qh.

Also sind g und h von der Form g = bX*, h = ¢X™ mit k = degg, m = degh (insbesondere k,m > 0),
bc € R, bc =ay. Dann folgt g(0)=0=h(0), dh. p|g0) und p|h(0) . Also gilt p?|g(0)h(0) mit

g(0Oh(0) = f(0) = ay, im Widerspruch zur Voraussetzung. (|
Folgerung 10.19

Sei a € Z\ {1,—1} quadratfrei (also durch kein Primzahlquadrat teilbar), n € N.
Dann sind alle Polynome X" — a irreduzibel in Z[ X ] und damit auch in Q[X].

Folgerung 10.20

Sei p € N eine Primzahl. Dann ist das Polynom
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XP 4 XP 24+ X +1
irreduzibel in Q[X].

Beweis
Setze f=XP' 4+ XP2 4 .+ X +1. Wir zeigen, dass f irreduzibel in Z[X] ist, dann ist es nach Lemma
von Gaufl auch irreduzibel in Q[ X1.
Wir fiihren die Substitution X +— X + 1 durch, die einen Isomorphismus auf Z[ X ] bewirkt, also Irreduzibi-
litéit erhilt. Dann wird f(X) iibergefithrt in ¢g(X) = f(X +1). Um ¢g(X) zu berechnen, benutzen wir die
Gleichung f-(X —1) = X? —1. Bei unserer Substitution wird daraus f(X +1)- X = (X +1)? —1. Also
folgt nach Division durch X:
LD\ yit _K( Py

9(X) = ;(z)Xl - ;(Hl)w'

Wir wollen nun zeigen, dass dieses letzte Polynom ein Eisenstein-Polynom ist, dann folgt die Irreduzibilitéit

fir ¢ und damit fiir f. Es gilt p|<?) fir j=1..,p—1, pf(g) =1, also werden alle Koeffizienten aufler
dem Leitkoeffizienten durch p geteilt. Auflerdem gilt p? \({) ) = p, d.h. das konstante Glied von ¢ erfiillt

beziiglich p die Eisenstein-Bedingung. Also ist ¢ ein Eisenstein-Polynom und damit irreduzibel in Z[X]
und QI X].

Bemerkung 10.21
Das Polynom f = XP1'4+ X! 24+ . +X+4+1€ZIlX] ist das p-te Kreisteilungspolynom. Es hat das Ele-

ment ¢, = e?™/7 als Nullstelle. Wir schliefen aus der Irreduzibilitéit von f in Q[X] nun:

Folgerung 10.22

Sei p eine Primzahl. Ist p —1 keine Potenz von 2, dann ist die Konstruktion des regulidren p-Ecks mit Zir-
kel und Lineal nicht moglich.

Beweis

Ist das reguldre p-Eck mit Zirkel und Lineal konstruierbar, dann ist |Q((,): Q| nach Folgerung 4.8 eine 2-
Potenz. Nach den obigen Resultaten ist f= X1+ XP 24  +X+1= minpolg (¢,) , also ist
|Q(¢y): Q| =degf = p—1, woraus die Behauptung folgt.

Bemerkung 10.23
(i) Insbesondere ist also das reguliire n -Eck fiir n = 7,11,13,14,19,... nicht konstruierbar. (Ubung: Regulii-

re p"-Ecke sind fiir p = 2, r > 1 nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar.)
Eine umfassende Antwort darauf, welche reguliiren n -Ecke konstruierbar sind, kénnen wir erst viel spé-
ter geben.

(ii) Primzahlen p mit der Eigenschaft, dass p —1 eine 2-Potenz ist, sind von der Form p = F,, = 22" +1
(Ubung!). Sie heien Fermatsche Primzahlen. Allerdings sind bisher erst wenige Fermatsche Primzahlen
bekannt, fiir m = 0,...,4: p = 3,5,17,257,65537 . F; ist keine Primzahl: Fy = 641- 6700417 .

Wir kommen nun zum Problem der Winkeldreiteilung. Ist der Winkel ¢ gegeben, muss in diesem Fall die
Konstruierbarkeit von e/ aus {0,1,¢% } (nur mit Zirkel und Lineal) gekldrt werden. Im Fall einer positiven
Antwort muss fiir K, = Q(e¢®) der Grad |K0(ei'*’/ 3): K0| eine 2-Potenz sein. Da e*/? Nullstelle von
X3 —e% € Kyl X] ist, hat die Korpererweiterung den Grad 1, 2 oder 3, und ¢ /3 ist genau in den ersten
beiden Ftllen konstruierbar.

Es ist also nun zu kliiren, ob X? — e irreduzibel iiber Q(e*¥) sein kann.
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Satz 10.24

Fiir alle ¢ € (0,27), fiir die €’ eine transzendente Zahl ist, ist die Dreiteilung von ¢ mit Zirkel und Lineal
nicht moglich. Die Menge dieser ¢ ist dicht in (0,27).
Beweis
Ist ¢ transzendent iiber Q , so gibt es einen Isomorphismus

h: Q) — Qe®) mit h|g=idg, h(t)=e",
wobei ¢t eine Unbestimmte iiber Q ist. Diese Abbildung induziert einen Ringisomorphismus

QHOIX]1— Qle?)X]T,

der X3 —t auf X?® — e abbildet. Nach dem Eisenstein-Kriterium ist X?® — ¢ irreduzibel in Q¢1[X], da ¢
in QI¢] prim ist. Nach dem Lemma von GauB ist also X® —¢ irreduzibel in Q(#)[X], und damit ist auch
X3 —¢% irreduzibel in Q(e®)[X 1. Also ist |Q(eiw3) : Qe )| = 3 und die Dreiteilung des Winkels ¢ mit
Zirkel und Lineal nicht moglich.
Ist € (0,27) und z = ¥ algebraisch iiber Q , so sind auch der Realteil und Imaginirteil von z alge-
braisch iiber Q. Da es nur abzihlbar viele algebraische Zahlen gibt, gibt es also auch nur abzidhlbar viele

¢ € (0,27) mit algebraischem e* | also ist die Menge der ¢ mit transzendentem e dicht in (0,27) . O

Bemerkung 10.25
Auch die Menge der ¢, fiir die die Winkeldreiteilung méglich ist, ist dicht in (0,27) . Dies folgt daraus, dass

alle Winkel der Form o mit Zirkel und Lineal gedrittelt werden kénnen.
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Kapitel 11

Zerfallungskorper von Polynomen

Endliche Erweiterungen treten als zentrale Objekte beim Studium der Nullstellen eines gegebenen Polynoms
bzw. der Losungsmenge eines algebraischen Gleichungssystems auf. Sie sind zum Beispiel als Radikalerweite-

rungen schon begegnet. Wir benétigen zunéchst ein Lemma:

Lemma 11.1 (Kronecker)

Sei K ein Korper, f € K[X1\ K. Dann gibt es einen Erweiterungskérper L von K, in dem f eine Null-
stelle besitzt.

Beweis

O.E. sei f irreduzibel, sonst betrachten wir einen irreduziblen Faktor von f. Wir setzen L = K [X% 3% Da

f irreduzibel ist, ist L ein Korper, und K ist via a — a + (f) kanonisch in L eingebettet. Auflerdem ist
a =X+ (f)€ L eine Nullstelle von f in L. O

Da ein gegebenes Polynom f € K[X] in jedem Erweiterungskorper von K nur endlich viele Nullstellen be-
sitzen kann, gibt es einen endlichen Erweiterungskorper, in dem f vollstéindig in Linearfaktoren zerfillt. Wir

definieren nun:

Definition 11.2

Sei f € K[X] ein nichtkonstantes Polynom. Dann ist ein Zerfillungskérper von f iiber K ein Erweite-
rungskorper %( , fiir den gilt:

(i)  f zerfallt in LIX] in Linearfaktoren.

(ii) Sind ay,...,a, die Nullstellen von f in L, soist L = K (ay,...,a, ).

Bemerkung 11.3
Da die a; offenbar algebraisch iiber K sind, gilt auch L = Kiay,...,a,].

Beispiel 11.4
(i) Sei f=X*>+1€Q[X]CRIX]. Dann ist Qi) ein Zerfillungskérper von f iiber Q und C = R(:)

ein Zerfallungskorper von f iiber R.
(i) Sei f=X>-2¢€QIX].Sei a=2%¥2 und w = €*™/? cine dritte Einheitswurzel. Dann sind a , aw und
aw? die Nullstellen von f in C. Also ist ein Zerfillungskorper von f iiber Q gegeben durch
L = Q(a,aw,aw®) = Q(a,w).

Vor dem néchsten Satz brauchen wir noch eine Definition:

Definition 11.5
Seien L; und L, Erweiterungskorper des Korpers K. Dann heifit ein Ringhomomorphismus ¢ : I; — Ly ein

K -Homomorphismus, wenn ¢|x=idg ist (entsprechend heiflt ein Isomorphismus ¢ dann ein K -

Isomorphismus bzw. fir [, = L, ein K -Automorphismus-).
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Folgende Eigenschaften von Zerfillungskorpern sind grundlegend:

Satz 11.6

Sei f € K[X] ein nichtkonstantes Polynom.
(i)  f Dbesitzt einen Zerfillungskorper iiber K .
(ii) Ist L ein Zerfillungskorper von f iiber K und degf = n,soist |L: K|l <n!.
(iii) Je zwei Zerfillungskorper von f iiber K sind K -isomorph.
Beweis
Die Aussage (i) ergibt sich unmittelbar aus obigem Lemma mit Induktion.
Zu (ii): fiir die Adjunktion der ersten Nullstelle a; von f gilt
|K (a;): K| = degminpolyg (a;) < degf =mn.
Sei nun ay ¢ K (ay) die erste zu adjungierende Nullstelle, dann ist

f

—q

=n-—1.

|K (a1,a9) : K (ap)| = degminpolg ,, (az) < deg—+

Wir setzen dies nun induktiv fort und erhalten damit (ii).
Die Aussage (iii) ist eine Folgerung aus dem nachfolgenden Ergebnis, das auf ein zentrales Thema der Ga-

loistheorie deutet, wir miissen dazu nur K = K und ¢ = idg setzen.

Satz 11.7
Seien K und K Korper, sei ¢ : K — K ein Isomorphismus, und sei ® : K[X]1 — K[X] der induzierte Iso-

morphismus der Polynomringe. Sei f € K[ X1\ K . Ist %( ein Zerfillungskoérper von f und % ein Zerfil-
lungskorper von f = ®(f) € K[X], dann gibt es einen Isomorphismus ¢ : L — L mit folgenden Eigenschaf-

ten:

i) Ylk=e¢.

(ii) ¢ bildet die Menge der Nullstellen von f in L auf die Menge der Nullstellen von f in L ab.

(Die Abbildung v heifit dann eine Fortsetzung von ¢ .)

Beweis

Wir wollen die Behauptung per Induktion iiber den Grad n =IL : K| beweisen. Ist n =1, so zerfillt f
iiber K in Linearfaktoren, also zerfiillt auch f iiber K in Linearfaktoren, und die Aussage des Satzes gilt
mit ¥ = .

Sei nun n >1, also ist degf >1 und f besitzt einen normierten irreduziblen Faktor g vom Grad > 1.
Dann hat auch f = ®(f) einen normierten irreduziblen Faktor § = ®(g) vom Grad> 1.

Wir zeigen nun fiir den Induktionsschritt folgendes Hilfsresultat:

Lemma 11.8
Sei die Situation wie in obigem Satz, ¢ € K[X] ein irreduzibles Polynom, das in L[X] in Linearfaktoren
zerfillt. Sei a € L eine Nullstelle von ¢ und @ € L eine Nullstelle von § = ®(g).
Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Isomorphismus
Y K — K@ mit Y| g= ¢ und ¢ca> = a
Beweis
Jeder Homomorphismus mit | g = ¢ und ¢ ca> = a bildet Ziciai auf Zigo(ci)di ab. Da Kca> = Kia)
ist, folgt daraus die Eindeutigkeit. Wir miissen noch zeigen, dass es tatséichlich einen solchen Isomorphismus

gibt, d.h. dass durch diese Setzung eine wohl definierte~ Abbildung Abbildung gegeben ist.
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Aufgrund der wuniversellen Eigenschaft des Polynomrings gibt es einen Ringhomomorphismus

o:KIX]— Klal= K@ mit o|g=¢ und o(X) = a. Offenbar ist o surjektiv. Wir berechnen nun den
Kern von o.Sei 0 = h = chiXi € Kerno . Dann ist

0=0Ch) = Zigp(ci)&i ,

also ist @ eine Nullstelle von ®(h) = Eigo(cl- yX'.Da §j = ®(g) das Minimalpolynom von @ ist, folgt:

() e d(HKIX].
Anwenden von ®! liefert:

hegKIX].
Umgekehrt ist offenbar gK[X] im Kern von o enthalten, also ist Kerno = gK [ X 1.
Nach dem Homomorphiesatz erhalten wir damit einen Isomorphismus
7. KIX) - Kial,

der ZicZX "+ (g) auf Zﬂ)(ci ya' abbildet. Andererseits haben wir aber auch einen Isomorphismus

Kia1r— K[X%g),

der Z/@:ai auf Z/;;X " + (g) abbildet. Hintereinanderausfiihrung dieser beiden Isomorphismen liefert den

gesuchten Isomorphismus. ]

Beweis (Fortsetzung, Satz 11.7)
Sei a € L eine Nullstelle von ¢ und @ € L eine Nullstelle von § = ®(g).
Dann haben wir nach dem Lemma also einen Isomorphismus
¢ K> — K@),

der ¢ fortsetzt und die Nullstelle a von f auf die Nullstelle @ von f abbildet. Da degg = |K ca>: K| > 1
ist, folgt
_ IL: Kl “n

K ca>: K| ’ _
und wir kénnen nun die Induktionsvoraussetzung anwenden, da L auch Zerfiallungskorper von f iiber K (&)

IL: Kca>l

ist. Also gibt es einen Isomorphismus

Vv:L— L,
der ¢’ (und damit erst recht ¢ ) fortsetzt und die Nullstellen von f in L auf die Nullstellen von f in L
abbildet. 0

Wir kénnen nun genauere Aussagen iiber die Zahl der Fortsetzungen von ¢ machen. Zunéchst definieren wir:

Definition 11.9

Ist f € K[X] ein irreduzibles Polynom, das in seinem Zerfillungskorper lauter verschiedene Nullstellen hat,
so heifit f separabel. Ein beliebiges nichtkonstantes Polynom heifit separabel, wenn alle seine irreduziblen

Faktoren separabel sind, sonst heif}t es inseparabel.

Beispiel 11.10
(i) Das Polynom (X? +1)(X3 —2)” ist separabel in Q[X].
(ii) Ist ¢ eine Unbestimmte iiber Z,, dann ist X* 4 ¢ € Z, (£)[X] inseparabel.

Mit denselben Voraussetzungen und Bezeichnungen wie in obigem Satz gilt:
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Folgerung 11.11
Es gibt hochstens |L : K| Fortsetzungen von ¢. Ist f separabel, so gibt es genau |L : K| Fortsetzungen von
©.
Beweis
Wir beweisen die Behauptung wieder durch Induktion nach n =1L : K|. Ist n =1, soist L = K, und es ist
nichts zu zeigen. Ist n > 1, so hat f einen normierten irreduziblen Faktor g vom Grad> 1. Sei a eine
Nullstelle von g und ¢ : L — L eine Fortsetzung von ¢ . Durch Einschriinkung auf K ca> erhalten wir einen
Isomorphismus
¢ K — K(a).

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es hochstens |L : K ca>l Fortsetzungen von ¢’ . Da 1 ca> eine Nullstelle
von ®(g) sein muss, gibt es aber auch hochstens deg®(g) = degg =K ca>: K| viele Einbettungen von
K ca> nach L. Also ist die Anzahl der Fortsetzungen von ¢ hochstens

IL: Kcadl-1Kca>: KI=IL: KI.

Hat f lauter verschiedene Nullstellen, so zeigen analoge Argumente die Gleichheit. O

Insbesondere folgt nun die Anzahl der K -Automorphismen von L :

Folgerung 11.12
Ist L Zerfallungskorper eines nichtkonstanten Polynoms f € K[X], so gibt es hochstens IL: Kl K -

Automorphismen von L. Ist f separabel, so gibt es genau |L : K| verschiedene K -Automorphismen.

Definition 11.13
Sei %( eine Korpererweiterung. Dann bezeichnen wir mit G (%() die Gruppe der K -Automorphismen von
L (mit der Komposition von Abbildungen als Verkniipfung).

Ist L Zerfillungskorper iiber K eines nichtkonstanten separablen Polynoms f € K[X]1 , dann heifit
G(f)=@G (%) die Galoisgruppe des Polynoms f.

Folgerung 11.14

Ist L Zerfiallungskorper eines nichtkonstanten separablen Polynoms f € K[ X1, dann ist:

IG(HI =G (L )| =1L KI.

Bemerkung 11.15

Im Satz 11.7 spielte bereits das Verhalten auf der Nullstellenmenge eines gegebenen Polynoms f eine wichti-
ge Rolle. Wir betrachten dies etwas genauer in der Situation eines nichtkonstanten irreduziblen separablen
Polynoms f € K[X] mit Zerfallungskorper L iiber K. Sei n = degf .
Ist @ € L eine Nullstelle von [, dann ist fiir jedes Element o € G(f) auch oca> eine Nullstelle von f. Die
Galoisgruppe permutiert also die Nullstellenmenge von f. Andererseits ist jedes o € G(f) durch seine Ope-
ration auf den n Nullstellen a,...,a, von f eindeutig bestimmt, da L = K (ay,...,a, ). Aber nicht jede Per-
mutation der Nullstellen liefert einen K -Automorphismus von L, da es i.A. zwischen den Nullstellen Abhéin-
gigkeiten gibt. Das bedeutet, dass der Homomorphismus(!)

G(f)— Sy, 0w (i g, fallso(a;) = ay)
injektiv, aber i.A. nicht surjektiv ist. Es ist also G (f) isomorph zu einer Untergruppe der symmetrischen
Gruppe S, .
Wir werden diese Gruppe und das Wechselspiel ihrer Eigenschaften mit denen der Koérpererweiterung %(

noch genauer untersuchen.
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Ist ein konkretes Polynom f € K[X] gegeben, dessen Zerfillungskorper konstruiert werden soll, so wird i.A.
nicht die obige ,abstrakte® Konstruktion durchgezogen, sondern meist ist bereits ein Erweiterungskoérper L
von K bekannt, in dem f in Linearfaktoren zerfillt. Dann miissen ,nur“ die Nullstellen von f in L ausge-

rechnet und an K adjungiert werden, um — nach Definition — einen Zerféllungskorper zu erhalten.

Beispiel 11.16
Sei wieder f = X* —2 € Q[X]. Wir haben auf die oben beschriebene Weise bereits zu Beginn des Paragra-

phen einen (und damit den) Zerfillungskérper von f in C konstruiert:
L = Q(a,aw,aw’®) = Q(a,w)

mit ¢ = ¥2 und w = €>™/3 eine dritte Einheitswurzel. Es ist

IL:Q|=1]L: Q| |Qca>:Q|=2-3=6,
denn |L: Qca>| = 2, weil w Nullstelle von X? + X +1 ist, aber w & Qca> C R.
Die Q -Automorphismen von L miissen a auf eine der drei Nullstellen a, aw , aw
der beiden Nullstellen w , w? des Minimalpolynoms X2+ X +1 von w iiber Q abbilden. Wegen
L =Qa,w) ist jeder Q -Automorphismus von L durch die Bilder von a und w bereits eindeutig be-

stimmt. Da wir bereits wissen, dass |G (f)| = |G (%()| = 6 ist, definiert tatsidchlich jede der beschriebenen
sechs Wahlen einen Q -Automorphismus von L, also ein ¢ € G(%() = G(f). Esist hier also G(f) = S5.

2 von f und w auf eine

Wie sehen die Permutationen auf den Nullstellen explizit aus? Sei etwa 7 € G(f) bestimmt durch

Ta> = aw, Tcw> = w?. Dann operiert 7 auf den drei Nullstellen a; = a, a, = aw, a3 = aw’

folgt: T(a) =ay , T(a)=Taw> =T TW =aw-w’ =a =q

2

von f wie
. T(az) = 1law?) = TcarT w2 =
aw- (w?) = aw?® = as (die letzte Rechnung diente nur zur Uberpriifung!). Die zu 7 gehorende Permutation

in S5 ist also die Transposition (1 2).
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Kapitel 12

Separabilitit

In den vorhergehenden Abschnitten haben wir gesehen, dass die Nullstellen eines irreduziblen Polynoms in
KI[X] durch K -Automorphismen des Zerfillungskorpers permutiert werden. Wir wollen uns nun mit dem
Problem befassen, wie wir entscheiden konnen, ob ein gegebenes Polynom separabel ist. Zuniichst brauchen
wir einige Vorbereitungen.

Sei R ein Ring mit 1, dann ist durch die folgende Definition ein Ringhomomorphismus ¢ : Z — R gegeben:

fir n € Ny sel o> =1 +...+1g =n-1g,und fir n € Z, n <0 sei pn> =—pc—n>=—(—n>-1p).
n-mal

Dann ist ¢(Z) C R ein Unterring von R und Kerny ein Ideal von Z .

Definition 12.1
Der Unterring ¢(Z) C R heifit der Primring von R . Die (eindeutig bestimmte) Zahl n € N, mit
Kern ¢ = nZ heifit die Charakteristik des Rings R, kurz: n = CharR.

Bemerkung 12.2

(i) Ist ¢ injektiv, so ist n = 0 und der Primring ist isomorph zu Z . Ist ¢ nicht injektiv, so ist n die
kleinste positive Zahl mit n-1; = 0, und der Primring ist isomorph zu Z, = % 7 Insbesondere hat
der Ring Z, die Charakteristik n .

(ii) Die Charakteristik eines Integritéitsrings mit 1 (also insbesondere eines Korpers) ist 0 oder eine Prim-
zahl.

In Ringen der Charakteristik p, p eine Primzahl, gibt es einen besonderen Ringhomomorphismus:

Lemma 12.3
Sei R ein kommutativer Ring mit 1, Char R = p eine Primzahl. Dann ist die Abbildung
F:R— R a—ad?
ein Ringhomomorphismus. Sie heifit Frobenius-Abbildung.
Die Menge R? := F(R) der p-ten Potenzen von Elementen aus R ist ein Unterring von R. Ist R ein In-
tegritétsring, so ist R? ein zu R isomorpher Ring. Ist R ein endlicher Korper, so ist R = R”.
Beweis

Seien a,b € R, dann ist

Fa+b)=(a+by =3 (Pl

pr A
Fiir ¢ = 1,...,p — 1 sind die Binomialkoeffizienten (Z; ) durch p teilbare ganze Zahlen, also folgt
Fla+0b)=a? +07.
Es ist klar, dass F'(ab) = Fca> F(b) gilt. Also ist F ein Ringhomomorphismus, und F(R) = R? ist ein

Unterring von R .
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Ist R ein Integritiitsring, so ist Fca> = a? = 0 fiir alle 0 = a € R, also ist F' injektiv und damit R iso-
morph zu R?.
Ist R ein endlicher Korper, so sind nach dem Vorhergehenden R und R? gleichmiichtig, also ist R = R?.

Wir kommen nun zum Problem der Charakterisierung irreduzibler separabler Polynome. Dies geschieht wie in
der Analysis durch Bilden der Ableitung. Fiir Polynome definieren wir dazu ein formales algebraisches Analo-

gon, fiir das dieselben Rechenregeln (Linearitét, Produktregel) wie in der Analysis gelten.

Definition 12.4
Sei R ein kommutativer Ring mit 1, f = Z:':Oal-X"’ € R[X]. Dann heift

D(f)= ' = Y iax!
i=1

die (formale) Ableitung von f .
Fiir m € N ist die m-te Ableitung ™ die m -fache Iteration der Ableitung von f.

Es besteht folgende Beziehung zwischen f und f’ (Beweis: Ubung):

Lemma 12.5
Sei f=(X—-a)"-g mita€ R, meN, ge R[X]. Dann ist
ff=(X—a)" Y (m g+ (X —-a)g).

Fiir die Bestimmung der Vielfachheit einer Nullstelle kénnen wir daraus folgendes ableiten. Ist a eine (genau)
m -fache Nullstelle, also f = (X —a)™ - g mit ¢ € R[X], gca> = 0, so ist

far=fc=..=f"Pw=0ud f™ w =m! g
Ist m! eine Einheit in R, so gilt also [ ca> = 0, und die Vielfachheit einer Nullstelle kann durch Bilden
der hoheren Ableitungen erkannt werden. In Abhéngigkeit von der Charakteristik des Rings konnen dabei
allerdings Probleme auftreten:

Beispiel 12.6
Sei p eine Primzahl und K =7, = %Z' Das Polynom f = (X —1)? € K[X] hat offenbar 1 als p-fache

Nullstelle. Es ist aber f = X? —1€ K[X] und damit f' = p- X' =0 in K[X] und somit f> =0 fiir
alle 1 € N.

Satz 12.7

Sei f € K[X] ein irreduzibles Polynom. Dann sind dquivalent:

(i)  f ist inseparabel.

i) f'=0.

(ili) Char K = p ist eine Primzahl, und f ist von der Form f(X) = g(X" ), wobei g € K[X] ein irredu-
zibles separables Polynom und e € N ist.

Beweis

(i) = (ii): Ist a eine mehrfache Nullstelle von f in seinem Zerfillungskorper, so ist f’ca> = 0 nach Lemma

12.5. Da f irreduzibel ist, ist f ein Polynom in K[X]\ {0} kleinsten Grades mit Nullstelle a . Aber

deg f' < degf , also muss f' = 0 gelten.

(i) = (iii): Ist f =" aX' mit ¢; € K, a, =0, n>0,s0ist /=" ig,X'"" und f' =0 impliziert

ia; = 0 fiir 4 = 1,...,n . Insbesondere folgt aus na, = 0, dass n-1x = 0 ist, also ist Char K = p eine Prim-

zahl, n = mp.
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Aus ia; =0 folgt a; = 0 oder i = 0 mod p, also:

m

f=>a;,(X?)Y = f(X?)
j=0

mit f; = ijo a]-pXj . Da die Abbildung
KIX]1— KIX?P], h(X)— h(X?)
offenbar ein Ringisomorphismus ist, folgt aus der Irreduzibilitdt von f auch die Irreduzibilitit von f .
Ist f, separabel, so haben wir das gesuchte Polynom ¢ gefunden. Andernfalls ist f/ = 0, und wir kénnen das
Verfahren wiederholen, finden also ein irreduzibles Polynom f, € K[ X ] mit
F(X) = f(x)=f(x7).
Dabei ist offenbar deg f, < deg f; . Daher muss das Verfahren nach endlich vielen Schritten bei einem irredu-

ziblen separablen Polynom enden.

(iii) = (i): Sei CharK = p , und sei f von der Form f ="

m

=0 (x7 )j fiir ein e € N. Sei a eine Nullstel-

le von f in seinem Zerfiallungskorper iiber K . Dann gilt:
f=f—fww = Z@((ch Y —(a?)) = Zaj(Xj —al ).
J=1 j=1

Also ist a eine mindestens p°-fache Nullstelle von f. ]

Definition 12.8

Ein Koérper K heifit vollkommen, wenn jedes nichtkonstante Polynom aus K[X] separabel ist.

Bemerkung 12.9

Jeder Korper der Charakteristik 0 ist vollkommen.

Satz 12.10
Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0. Dann ist K genau dann vollkommen, wenn K = K? gilt.

Beweis

Sei K = K? ,und sei a € K\ K?, f=X?” —a € K[X]. Sei z eine Nullstelle von f in seinem Zerfillungs-
korper, dann ist ¢ = 2”7 und f =(X —2). Da a & K7, ist 2 & K , also ist |Kz>: K| > 2. Das Minimal-
polynom von z iiber K teilt f, und ist daher ein inseparables irreduzibles Polynom in K[X]. Also ist K
nicht vollkommen.

Sei K = K”. Falls K nicht vollkommen ist, gibt es ein irreduzibles inseparables Polynom f € K[X]. Nach
Satz 12.7 ist dann

f:Zaj(Xpn)j,Wobei a; €K, e>1.
j

Da K = K? = K = ...= K" gibt es b; € K mit a; = b/ . Also ist
o e \J i\P"
F= S0 Y = (3 px0 )
J
Dies widerspricht der Irreduzibilét von f. Also muss K vollkommen sein. ]

Wir kénnen unserer Liste vollkommener Korper nun noch eine wichtige Familie hinzufiigen:

Folgerung 12.11

Alle endlichen Kérper sind vollkommen.
Beweis
Ein endlicher Korper K ist von Primzahlcharakteristik p > 0 und erfiillt nach Lemma 12.3 K = K?. O
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Beispiel 12.12
Ein unendlicher Kérper von Charakteristik p > 0 ist z.B. der rationale Funktionenksrper K (¢) iiber einem
Korper K von Charakteristik p. Dann ist K (£)? = K? (t?) = K (¢), denn das Polynom X? —t € K(t)[X]

ist irreduzibel und inseparabel, also ist K (¢) nicht vollkommen.

Definition 12.13
Sei %( eine Korpererweiterung.

(i) Ein Element a € L heifit separabel algebraisch iiber K, wenn a algebraisch und sein Minimalpolynom
iiber K separabel ist.
(ii) Sind alle a € L separabel algebraisch iiber K , so heifit die Erweiterung %{ separabel algebraisch,

andernfalls heifit sie inseparabel.

Beispiel 12.14
Jede algebraische Erweiterung [%@ ist separabel algebraisch, da Q vollkommen ist.

Es gilt wieder eine Ubertragung auf Zwischenkorper:

Satz 12.15

Sei Z ein Zwischenkorper einer Erweiterung %( . Ist %( separabel algebraisch, so sind auch I/Z und %
separabel algebraische Korpererweiterungen.

Beweis

Aus der Definition folgt unmittelbar, dass %{ separabel algebraisch ist. Ist @ € L, so ist ¢ = minpolz a ein
Teiler von f = minpolga in Z[X]. Da f keine mehrfachen Nullstellen in seinem Zerfiallungskoérper hat,
kann daher auch g keine mehrfachen Nullstellen in seinem Zerfillungskorper haben. Also ist I/Z separabel
algebraisch. |

Wie wir spiter sehen werden, gilt auch die Umkehrung des obigen Satzes.
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Kapitel 13

Algebraischer Abschluss

Zu einem gegebenen nichtkonstanten Polynom f € K[X] haben wir bereits einen Erweiterungskorper kon-
struiert, in dem f in Linearfaktoren zerfillt.
Wir wollen nun in diesem Abschnitt einen Erweiterungskorper von K konstruieren, iiber dem alle nichtkon-

stanten Polynome in Linearfaktoren zerfallen bzw. in dem jedes nichtkonstante Polynom eine Nullstelle hat.

Definition 13.1

Ein Koérper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nichtkonstante Polynom f € K[X]1 eine Nullstel-
le in K besitzt.

Beispiel 13.2

Q, R, Z, (p Primzahl) sind nicht algebraisch abgeschlossen. Der Kérper C ist algebraisch abgeschlossen.
Wir hatten frither bereits einen relativen algebraischen Abschluss definiert, ndmlich in einer Korpererweite-
rung %( den Korper K der iiber K algebraischen Elemente in L. Ist L algebraisch abgeschlossen, so ist

auch K algebraisch abgeschlossen:

Lemma 13.3

Sei %( eine Korpererweiterung, L algebraisch abgeschlossen. Dann ist der algebraische Abschluss K von
K in L algebraisch abgeschlossen.

Beweis

Ist f € K[X] ein nichtkonstantes Polynom, so hat f eine Nullstelle ¢ in L. Dann ist a ein iiber K alge-

braisches Element von L, liegt also bereits in K . ]

Bemerkung 13.4
Da C algebraisch abgeschlossen ist, ist auch der Korper Q@ der algebraischen Zahlen algebraisch abgeschlos-

sen.

Satz 13.5

Ist K ein Korper, so sind folgende Aussagen #dquivalent:
(i) K ist algebraisch abgeschlossen.
(ii) Jedes f € K[X] hat eine Darstellung der Form
f=0X-a) (X—a) ... (X—a,)
mit b,a4,...,a, € K.
(iii) Die irreduziblen Polynome in K [X] sind genau die Polynome vom Grad 1.

(iv) Ist %( eine algebraische Erweiterung, so ist L = K.
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Beweis

(i)=(ii): Ist f € K, dann ist nichts zu zeigen. Sei f € K[X] ein nichtkonstantes Polynom, also hat f eine
Nullstelle ¢ € K und wir konnen f faktorisieren: f =(X —a)g mit g € K[X]. Ist g € K, so sind wir
fertig, sonst wende (i) auf g an. Nach deg f vielen Schritten haben wir die gesuchte Zerlegung erreicht.

(ii) = (iii) ist klar.

(iii) = (iv): Ist a € L, so ist a algebraisch tiber K, ist also Nullstelle eines irreduziblen normierten Polynoms
f € KIX1. Nach (iii) ist f vom Grad 1, also liegt a bereits in K .

(iv)=(i): Sei f € K[X] nichtkonstant. Der Zerfillungskorper von f ist eine algebraische Erweiterung von
K | also bereits gleich K , und damit hat f eine Nullstelle in K . O

Definition 13.6

Ein Erweiterungskorper K von K heifit algebraischer Abschluss von K , wenn K algebraisch abgeschlossen

und die Erweiterung % algebraisch ist.

Wir haben oben bereits gesehen, dass ein algebraisch abgeschlossener Erweiterungskorper %( stets einen
algebraischen Abschluss von K enthilt. Wir wollen nun zeigen, dass ein algebraischer Abschluss von K be-
reits alle algebraischen Erweiterungskorper von K bis auf Isomorphie enthélt. Daraus wird die Eindeutigkeit
des algebraischen Abschlusses folgen. Anschlielend werden wir die Existenz eines algebraischen Abschlusses

beweisen.

Satz 13.7
Sei K ein Korper, K ein algebraischer Abschluss von K . Sei %( eine algebraische Korpererweiterung und
Z ein Zwischenkorper der Erweiterung.
Dann lisst sich jeder K -Homomorphismus ¢ : Z — K zu einem K -Homomorphismus ® : L — K fortset-
zen.
Beweis
Sei A die Menge aller Paare (M,1)), wobei M ein Zwischenkorper von I/Z und ¥ : M — K eine Fortset-
zung von ¢ ist. Da (Z,¢) zu A gehort, ist A nicht leer.
Wir definieren nun eine Halbordnung(!) auf A durch:

(M) < (M',¢)") genau dann, wenn M C M’ und ¢'| ;= v .
Sei C' eine Kette in A . Dann ist {M | (M,v¢) € C fiir ein geeignetes ¢} ein Kérperturm in L, also ist die
Vereinigung L' dieses Korperturms ein Teilkérper von L. Wir wollen nun eine Fortsetzung ¢’ : L' — K
definieren. Ist z € L', so gibt es ein (M,¢) € C mit x € M . Wir setzen nun: ¢'cz> = ¢ (z>, miissen uns
aber noch iiberlegen, dass dies wohl definiert ist, d.h. nicht von der Wahl von (M) € C abhingt. Ist
(M'¢)') € C ein anderes Paar mit x € M’ so sind die beiden Paare vergleichbar, da C' eine Kette ist, also
(M,p) < (M',9)") oder (M',4') < (M,+). Dann folgt v cz> = ' cz>.
Also ist (L',¢’') € A eine obere Schranke von C'. Damit haben wir nun die Voraussetzungen fiir die Anwen-
dung des Zornschen Lemmas nachgewiesen und kénnen schliefen, dass die Menge A ein maximales Element
(M,) besitzt. Wir wollen nun zeigen: M = L.
Angenommen, M C L , dann gibt es also ein a € L\ M . Wir konstruieren nun eine Fortsetzung
Y/ : Mca> — K von ¢ und gehen dabei wie bei der Konstruktion des Zerfillungskorpers vor.
Es sei also U : M[X] — K[X] die durch v induzierte Abbildung der Polynomringe. Sei nun f = minpoly, a
und ¢ = U(f)e K[X]. Da K algebraisch abgeschlossen ist, besitzt ¢ eine Nullstelle b € K . Dann ist die
Abbildung

c:MIX1— K, ZciXi — Zd}(@)bi
i i
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ein K -Homomorphismus mit o(f) = 0. Also ist (f) € Kerno , und es gibt nach dem Homomorphiesatz

einen K -Homomorphismus
X/f)HK ZCX +(f)HZ¢<c bl
Insbesondere ist also o'| ), = ¢ . Nun ist aber Mia1 = MIX / @3 mit a — X + (f), also erhalten wir durch

Hintereinanderausfiithrung einen K -Homomorphismus

Y M =Miar— K, | y=1
und haben damit ein Element (M ca>,v') > (M,1) in A konstruiert, im Widerspruch zur Maximalitit von
(M,v). Also muss M = L gelten, und die Behauptung ist bewiesen. O

Folgerung 13.8
Ist K ein algebraischer Abschluss eines Korpers K , so gibt es fiir jede algebraische Erweiterung %( einen
K -Monomorphismus L — K .

Folgerung 13.9
Sind K und L algebraische Abschliisse eines Korpers K , so gibt es einen K -Isomorphismus L — K .
Beweis

Nach der vorhergehenden Folgerung gibt es einen K -Monomorphismus ¢ : L — K . Mit L ist auch der iso-
morphe Korper ¢ (L) algebraisch abgeschlossen, und %( 1) ist eine algebraische Erweiterung. Also muss
bereits K = (L) sein. O

Nachdem wir die Eindeutigkeit des algebraischen Abschlusses eines Korpers K gezeigt haben, weisen wir nun
die Existenz nach:

Satz 13.10 (Steinitz)

Jeder Korper K besitzt einen algebraischen Abschluss.

Beweis

Zunichst produzieren wir einen Erweiterungskorper von K | in dem jedes nichtkonstante Polynom aus K[X]
eine Nullstelle hat. Setze A = K[X]\ K. Wir wihlen nun fiir jedes Polynom f € A eine Unbestimmte X,
und bilden den Polynomring R = K[{Xf }feA}. Sei I das von den Elementen f(X;)€ R erzeugte Ideal
von R.

Falls I = R, dann gibt es eine Darstellung
1= Y ad (X)) ®
i—1
mit ¢y,...,9, € R, fi,ers Ju €A
Sei nun L ein Erweiterungskorper von K , in dem jedes f; eine Nullstelle a; besitzt (i = 1,...,n ). Wir be-
trachten den Einsetzungshomomorphismus ¢ : R — L mit ¢ (X;)=aq, fir i =1,...,n und ¢(X;)=0 fir
fé&{hf, [} Wenden wir ¢ auf ® an, so erhalten wir

1—(,0(1)—250(92)30(]2 (X;)) Z@(gz)fl(a)—O
i=1

— Widerspruch!

Also ist I C R, und daher gibt es ein maximales Ideal M von R, das I enthilt. Dann ist K; = J%M ein

Korper. K, enthilt K (bis auf Isomorphie), denn wegen 1 ¢ M ist die Abbildung K — K, a — a + M

ein Monomorphismus. Wir identifizieren ¢ € K mit a + M € K. Fiir f € A gilt nun:
F(Xf+M)=f(Xp))+ M=M,
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d.h. f hat in K; die Nullstelle X; + M. Insbesondere lernen wir daraus auch, dass K%( eine algebraische
Korpererweiterung ist.
Wir iterieren dieses Verfahren nun. Dann erhalten wir eine Kette

K=K, CK CK, C..
von algebraischen Koérpererweiterungen, so dass jedes nichtkonstante Polynom aus K;[X ] eine Nullstelle in
K.y Dbesitzt.
Wir setzen nun K = UZU K, und stellen fest, dass K als Vereinigung eines Korperturms wieder eine Kor-

perstruktur besitzt.

Da die Erweiterungen /- . algebraisch sind, sind auch die Erweiterungen =/~ algebraisch, und damit
i

ist auch % algebraisch.

Ist f € K[X] ein nichtkonstantes Polynom, so liegt f bereits in einem K;[X], da f nur endlich viele von

Null verschiedene Koeffizienten hat.
Also hat f eine Nullstelle in K,,; C K , d.h. K ist algebraisch abgeschlossen. ]
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Kapitel 14

Normale und galoissche Erweiterungen

In dem vorhergehenden Paragraphen haben wir bereits Zusammenhinge zwischen einem Polynom f in
K[X] und den K -Automorphismen des Zerfallungskorpers, d.h. der Gruppe G (I/K) , untersucht. Dies wird

im Rahmen der Galoistheorie weiter vertieft.

Eine leichte Variation des Beweises von Satz 11.7 bzw. Lemma 11.8 zeigt:

Lemma 14.1

Seien I, , L, Korper, o:IL, — L, ein Ringmonomorphismus mit induziertem Homomorphismus
Y L[X]— L,[X]. Sei I ca> eine einfache algebraische Erweiterung von L;, f = minpol;, a, f=2f).
Hat f genau m verschiedene Nullstellen in L, , dann hat o genau m verschiedene Fortsetzungen zu einem

Homomorphismus 7 : L, ca> — L, (die jeweils a auf eine Nullstelle von f abbilden).
Mit I = K, Ly = L = Kca>, o die Einbettung K C L, folgt daraus:

Folgerung 14.2
Ist L = Kca> eine einfache algebraische Erweiterung des Korpers K, f = minpolg a , dann ist |G(I/K>|

gleich der Zahl der verschiedenen Nullstellen von f in L.

Beispiel 14.3

(i) Sei K=Q, L=QWd), d€Z quadratfrei, d ¢ {0,1} . Dann hat f = minpolg~d = X*> —d in L
genau die beiden Nullstellen ~d und —/d , also hat die Korpererweiterung %( genau zwei Q -
Automorphismen, ndmlich die durch

Vd — ~d (Identitit), bzw. vd — —/d (Konjugation)

gegebenen Automorphismen. Die Konjugationsabbildung bildet ein allgemeines Element ay + a,v/d € L
auf ay — a;Vd ab.

(i) Sei K =Q, L=Q(2), a =%¥2. Dann ist f = minpolga = X° —2. Mit p = /% hat f die Null-
stellen a, ap und ap? in seinem Zerfillungskorper iiber Q , aber nur die Nullstelle a liegt in L. Also
ist hier G(%() = {id}.

Satz 14.4

Sei %( eine endliche Korpererweiterung. Dann gilt:

Q) [G(Lg)| <iL: Kl

(ii) %( ist genau dann eine separable Erweiterung, wenn es |L : K| verschiedene K -Einbettungen von L

in den algebraischen Abschluss K gibt.
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Beweis
(i) Esist L = K(ay,...,a,) fiir geeignete ay,...,a, € L. Wende nun Lemma 14.1 iterativ auf die Erweite-

K(al""’a”%((ahm’a” und ihre Einbettungen nach L an.

rungen
(ii) Ist %( separabel, so sind es auch alle Erweiterungen von Zwischenktrpern von % , also haben alle in
(i) auftretenden Minimalpolynome lauter verschiedene Nullstellen, und es gibt stets so viele Fortsetzun-
gen wie der Grad angibt, also gibt es |L : K| verschiedene K -Einbettungen von L nach K .
Sei nun %{ inseparabel. Wihle a € L inseparabel iiber K . Dann hat sein Minimalpolynom f weniger
als deg f verschiedene Nullstellen in seinem Zerfillungskorper, also auch in K . Daher gibt es weniger
als d = deg f Einbettungen von Kca> in K , und damit insgesamt weniger als d- LK —|L: K| Ein-

bettungen von L in K . ]

Aus dem Beweis des vorherigen Satzes folgt auch:

Folgerung 14.5
Sei L = K (ay,...,a; ), wobei jeweils a; separabel iiber K (aj,...,a;,_;) ist, fiir ¢ = 1,...,¢. Dann ist %( sepa-

rabel.

Damit folgt allgemein die Transitivitit der Separabilitét:

Folgerung 14.6

Sind M/L und %( separabel algebraische Erweiterungen, so ist auch MA( separabel algebraisch.

Beweis

Sei a € M, X" +a, X"+ ...+ ay das Minimalpolynom von a iiber L. Dann ist a auch separabel iiber
L' = K(ag,...,a, 1) und L’ ist iiber K separabel. Nach der vorhergehenden Folgerung ist also L’ca> sepa-
rabel iiber K , und damit ist a separabel iiber K . O

Fiir die Galoistheorie spielen besonders die Korpererweiterungen eine Rolle, in denen mit einer Nullstelle

eines irreduziblen Polynoms auch die anderen Nullstellen zu finden sind:

Definition 14.7

Eine Korpererweiterung %( heifit normal, wenn sie algebraisch ist, und wenn auflerdem jedes irreduzible

Polynom f € K[X], das eine Nullstelle in L hat, bereits iiber L vollstéindig in Linearfaktoren zerf:llt.

Beispiel 14.8
(i) Q(HyQ ist eine normale Erweiterung.

3
(ii) Die Erweiterung Q(ﬁyQ ist offenbar nicht normal.

(iii) % ist eine normale Erweiterung, da jedes Polynom aus RI[X] iiber C vollstindig in Linearfaktoren

zerfillt.

Normale Korpererweiterungen lassen sich als Zwischenkérper von Polynommengen charakterisieren:
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5 S

Satz 14.9

Sei %( eine algebraische Korpererweiterung, L der algebraische Abschluss von L (und damit auch von

K'). Dann sind dquivalent:

(i) %( ist normal.

(ii) Es gibt eine Menge M C K[X1 von Polynomen, so dass L aus K durch Adjunktion der Nullstellen in
L der Polynome in M entsteht.

(iii) Fiir jeden K -Homomorphismus o : L — L gilt (L) = L.

Beweis

(i) = (ii): Sei M = {minpolga|a € L} C K[X]. Da %( normal ist, sind bereits alle Nullstellen in L der

Polynome in M in L enthalten, und offenbar tritt sogar jedes Element aus L als Nullstelle eines f € M auf.
(ii) = (iii): Sei N die Menge der Nullstellen der Polynome in M . Jeder K -Homomorphismus o : L — L
muss die Menge N in sich abbilden, da die von ¢ induzierte Abbildung auf L[X] den Polynomring KI[X]
in sich abbildet. Da o injektiv ist, bildet o fiir ein gegebenes Polynom f € M die Nullstellenmenge von f
auf sich ab, d.h. es gilt sogar ¢ (N) = N . Da L = K(N) ist, folgt somit ¢ (L) = L.

(iii) = (i): Sei f € K[X] irreduzibel und a eine Nullstelle von f in L. Ist b € L eine weitere Nullstelle von
f, dann gibt es einen K -Homomorphismus ¢’ : K ca> — L mit ¢’ca> = b. Nach Satz 13.7 lisst sich o’ zu

einem K -Homomorphismus o : L — L fortsetzen. Nach (iii) gilt o (L) = L, also ist b € L. O

Aus den Beschreibungen in (ii) oder (iii) kénnen wir nun fiir den Fall endlicher Erweiterungen folgende scho-

ne Charakterisierung der Normalitit ableiten:

Satz 14.10

Sei %( eine endliche Korpererweiterung. Dann ist %{ genau dann normal, wenn L der Zerfillungskérper
eines Polynoms f € K[X] ist.

Aus Satz 14.9 folgt auch:

Folgerung 14.11
Ist %( normal und Z ein Zwischenkorper von %( , so ist auch L/Z normal.

Bemerkung 14.12
Normalitit ist keine transitive Eigenschaft, d.h. sind I/Z und % normale Kérpererweiterungen, so ist %(

i.A. nicht normal!

Wir betrachten dazu folgendes Beispiel. Sei K = Q , dann ist Z = Q(~/2) als Zerfillungskorper des in
Q[ X1 irreduziblen Polynoms X? —2 eine normale Erweiterung von Q. Uber Z ist das Polynom X? —+/2
irreduzibel. Sein Zerfillungskorper iiber Z ist L = Q(¥2), also ist L/Z normal. %( ist dagegen nicht nor-
mal, denn das Minimalpolynom von ¥2 iiber Q ist f = X* —2, und f zerfillt iiber L nicht in Linearfak-
toren. Der Zerfillungskorper von f ist Q(¥/2,7), denn f hat die Nullstellen ¥2, —¥2, i¥2, —i¥/2.

Wir fithren nun einen zentralen Begriff der Korpertheorie ein, der auf Galois zuriickgeht (fir K = Q). Er

konnte damit einige schwierige Probleme in der Theorie der algebraischen Gleichungen lsen.

Definition 14.13
Eine Korpererweiterung %( heiflt galoissch, wenn sie endlich, normal und separabel ist. Die Gruppe

G (%() heifit dann die Galoisgruppe von %( .
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Satz 14.14

Ist f € KIX] ein separables Polynom, dann ist sein Zerfillungskorper L iiber K separabel (14.5), also ist

%( galoissch. Die Galoisgruppe G (f) = G(%() von f ist dann also die Galoisgruppe der galoisschen
i L

Erweiterung A(

Beweis
Da f separabel ist, ist nach Folgerung 11.11 |G(%{)| = |L: K|. Nach Definition eines Zerfallungskorpers
ist fiir L die Bedingung in Satz 14.4 (ii) erfiillt, also ist %( separabel. O

Auch fiir Galoiserweiterungen gibt es gute Charakterisierungen:

Satz 14.15

Fiir eine Korpererweiterung %( sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) %( ist galoissch.

(ii) L ist der Zerfillungskorper eines separablen Polynoms aus K[X].

(iii) %( ist endlich und |G(%()| =IL:KI.

Beweis

(i) = (ii): Ist %( galoissch, dann ist %( normal, also ist L nach Satz 14.10 Zerfallungskorper eines Poly-
noms f € KI[X]. Da %( auch separabel ist, ist f auflerdem separabel.

(ii) = (iii): Ist L der Zerfallungskorper eines separablen Polynoms, so gibt es nach Folgerung 11.11 genau
IL: K| verschiedene K -Automorphismen von L, also ist dann |G(%()| =IL:KI.

(iii) = (i): Jeder K -Automorphismus von L liefert eine Einbettung von L nach L =K . Da es
|G(%()| =L : K| solche Einbettungen gibt, ist %( nach Satz 14.4 (ii) separabel. Auflerdem folgt aus
diesem Satz, dass alle Einbettungen von L in K auf diese Weise aus K -Automorphismen von L entstehen.
Dann ist aber die Bedingung (iii) in Satz 14.9 erfiillt, also ist %( normal. Damit ist insgesamt %( als ga-

loissch nachgewiesen. O

Da fiir Korper der Charakteristik 0 alle Polynome separabel sind, folgt auch:

Folgerung 14.16

Die Galoiserweiterungen eines Kérpers K der Charakteristik 0 sind genau die Zerfillungskorper der Polyno-
me aus K[X].

Aus der Charakterisierung in (ii) oben folgt sofort:

Folgerung 14.17
Ist Z ein Zwischenkorper einer Galoiserweiterung %( , dann ist auch L/Z galoissch.

Sei f ein separables Polynom iiber einem Koérper K, L der Zerfillungskorper von f iiber K. Dann kénnen
wir nach den bisherigen Ergebnissen Folgendes iiber die Galoisgruppe G (f) sagen:

Jedes Element o € G(f) permutiert die Nullstellen von f und ist durch diese Permutation eindeutig be-
stimmt. Hat f n verschiedene Nullstellen, so ist also G (f) isomorph zu einer Untergruppe der symmetri-
schen Gruppe S, vom Grad n. Wir werden G (f) stets mit der entsprechenden Untergruppe von S, identi-
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fizieren. Insbesondere ist nicht nur |G(f)| =1L : K| < n!, wie wir bereits frither gesehen haben, sondern es
gilt sogar die Teilbarkeitsbeziehung

|G(f)=IL:Kln!,
da die Ordnung einer Untergruppe in einer endlichen Gruppe nach dem Satz von Lagrange (siehe Lineare
Algebra I) stets die Ordnung der Gruppe teilt.
Genauer wissen wir, dass ¢ € G(f) die Nullstellen der irreduziblen Faktoren von f jeweils unter sich per-
mutiert.

Fiir ein irreduzibles Polynom gilt dariiber hinaus:

Satz 14.18

Ist f € KIX] irreduzibel und separabel, dann operiert G (f) transitiv auf den Nullstellen von f, d.h. dass
es zu beliebigen Nullstellen a,b von f stets ein o € G(f) mit oca> = b gibt.

Beweis

Sind a,b zwei Nullstellen von f, dann gibt es einen K -Isomorphismus K ca> — K(b), der a auf b abbildet
(Lemma 11.8). Ist L der Zerfallungskorper von f iiber K , dann ldsst sich dieser Isomorphismus nach Satz
11.7 zu einem K -Isomorphismus o : L — L fortsetzen. Also ist ¢ € G(f) ein Element der Galoisgruppe mit
oca>=">. O

Bemerkung 14.19
i)  Die Separabilitit von f wird fiir die transitive Operation von G (L nicht benotigt. Wir hatten dies
K g

aber in der Definition der Galoisgruppe G (f) vorausgesetzt.

(ii) Fiir ein irreduzibles separables Polynom f konnen wir auch die numerische Aussage iiber die Ordnung
von G(f) ergédnzen. Ist f vom Grad n, a eine Nullstelle, so ist K a> C L, also teilt n =K ca>: K|
die Ordnung |G(f)| =1L : KI.

Beispiel 14.20

(i) Das Polynom f = X? -2 ¢€ Q[X] ist irreduzibel und hat die Nullstellen a = ¥2 , aw , aw®, mit
w = ¢*™/3 Wir haben bereits gesehen, dass Q(%%@ nicht normal, also damit nicht galoissch ist. Der
Zerfallungskorper L von f iiber Q ist L = Q(a,w). Die Erweiterung %@ ist nach den Ergebnissen
dieses Paragraphen galoissch mit Galoisgruppe G (f) = G(I/@) Wir haben uns bereits iiberlegt, dass
gilt: |L:Q|=6=|G(f)|. AuBlerdem haben wir bereits erkannt: G (f) = S5, d.h. jede Permutation der

Nullstellen von f definiert einen Q -Automorphismus von L.
(i) Das Polynom f = X% -2 ¢ Q[X] ist irreduzibel und hat die Nullstellen a = ¥2 , —¥2 | i¥2 und

—iY/2 . Der Zerfillungskorper L von f iiber Q ist L = Q(a,i). Die Erweiterung L/@ ist galoissch mit
Galoisgruppe G(f) = G(L/@) von der Ordnung |G (f)| =|L: Q| = 8. Andererseits ist G(f) eine Un-
tergruppe von S;. In diesem Fall definiert also nicht jede Permutation der 4 Nullstellen von f einen
Q -Automorphismus von L. Der Grund liegt darin, dass es algebraische Relationen zwischen den Null-
stellen gibt, in diesem Fall besonders einfache. Ist o € G(L/@) , dann gilt o(—a> = —oca>, also ist das
Bild der Nullstelle —a bereits durch das Bild von a festgelegt, und daher ist nicht jede Permutation

der Nullstellen mit Galoisautomorphismen moglich.

Fiir Polynome grofileren Grades ist die Struktur der Galoisgruppe i.A. wesentlich komplizierter, und es ist
niitzlich, tiefere Kenntnisse aus der Galoistheorie zur Verfiigung zu haben. Der im nichsten Paragraphen zu

behandelnde Hauptsatz der Galoistheorie zeigt, dass zwischen einer galoisschen Kérpererweiterung und der
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zugehorigen Galoisgruppe eine enge Verbindung besteht. Die Kenntnis der Struktur der Galoisgruppe wird
dann eingesetzt, um Fragen aus der Koérpertheorie bzw. iiber die Auflésung algebraischer Gleichungen zu

beantworten.

Im Fall einer algebraischen Kérpererweiterung, die nicht normal ist, hilft hiufig ein geeigneter Abschlussope-

rator weiter:

Satz 14.21

Sei %( eine algebraische Korpererweiterung. Dann gibt es eine Korpererweiterung ]% mit folgenden Ei-
genschaften:

(i) Die Erweiterung % ist normal.

(ii) Ist Z ein Zwischenkorper von ]% , fiir den %( normal ist, so gilt Z = N .

Der Korper N ist bis auf L-Isomorphie durch die Eigenschaften (i) und (ii) eindeutig bestimmt.

Beweis

Fiir a € L sei f, € K[X] das Minimalpolynom von a iiber K. Sei N der durch Adjunktion der Nullstellen
aller f, in L an L entstehende Korper. Nach Satz 14.9 hat N die Eigenschaften (i) und (ii).

Ist N’ ein weiterer Kérper mit diesen Eigenschaften, dann gibt es eine Einbettung o : N’ — L, und es muss
o(N') = N sein. O

Definition 14.22
Ein Kérper N mit den Eigenschaften (i) und (ii) in der obigen Situation heifit eine normale Hiille von % .

Nicht nur die normalen Hiillen, auch ihre K -Automorphismengruppen sind eindeutig bestimmt (bis auf Iso-
morphie). Seien N und N’ normale Hiillen von %( und o0 : N — N’ ein L -Isomorphismus. Dann indu-

ziert o einen Gruppenisomorphismus

6(%he) = 6(V). v ono
Also ist auch G (%) unabhéngig von der speziellen Wahl der normalen Hiille.
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Kapitel 15

Der Hauptsatz der Galoistheorie (Teil 1)

Wir haben bereits gesehen, dass fiir die Losung von Konstruktionsproblemen und fiir die Auflosung algebrai-
scher Gleichungen durch Radikale die Kenntnis von Zwischenkérpern in einer gegebenen Korpererweiterung
entscheidend ist. Der Hauptsatz der Galoistheorie besagt, dass in Galoiserweiterungen die Struktur des Zwi-
schenkorperverbandes an der Untergruppenstruktur der Galoisgruppe abgelesen werden kann. Der Vorteil ist,
dass damit das Rechnen in unendlichen Korpern durch die Handhabung einer endlichen Gruppe ersetzt wer-
den kann. Mit der Theorie endlicher Gruppen, die auch fiir viele andere Anwendungen niitzlich ist, werden
wir uns dann noch befassen.

Im Folgenden sei stets G eine (multiplikative) Gruppe, K ein Korper und K = K \ {0} die multiplikative

Gruppe von K . In dieser Situation definieren wir:

Definition 15.1

Ein (linearer) Charakter von G in K ist ein Gruppenhomomorphismus o : G — K -

Bemerkung 15.2

In der Charaktertheorie sind Charaktere von Gruppen allgemeiner definiert. Die obigen Charaktere sind dann
speziell die Charaktere vom Grad 1.

Beispiel 15.3

(i) Ist 0: L — K ein Ringhomomorphismus zwischen zwei Korpern K und L, o = 0, so liefert die Ein-
schrinkung auf L einen Charakter o : L' — K . Insbesondere liefert jeder Automorphismus von L
einen Charakter der Gruppe L .

(ii) Ist G eine Gruppe der invertierbaren n x n-Matrizen iiber einem Korper K (mit der iiblichen Matri-
zenmultiplikation als Verkniipfung), dann ist die Determinantenabbildung

det: G — K', A det A

ein Gruppenhomomorphismus, also ein Charakter von G .

(iii) sgn:S, — Q" ist der Signumcharakter der symmetrischen Gruppe S, .

Satz 15.4 (Lineare Unabhingigkeit von Charakteren)
Seien oy,...,0, verschiedene Charaktere von G in K . Dann sind oy,...,0, linear unabhéngig tiber K , d.h.

. . n
sind ay,...,a, € K mit E i W0 = 0, also
n

> a0,z =0 firalle z € G, ®
i=1

dann muss bereits a; = ... = a, = 0 gelten.

Beweis

Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach n . Fiir n =1 ist sie offenbar richtig, da oy cz> € K~ fiir
zeq.
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Sei also n >1 und die Behauptung bis n —1 bereits gezeigt. Da o, = g, , gibt es ein y € G mit
01 (y) = 0, (y) . Multiplikation von ® mit o, (y) liefert

ﬁ:aian(y)oﬂm =0 fiir alle z € G .
Andererseits gilt ® aber auch fiir alg 1yfc € G, also ist
iaiai(y)ai(x) =0 fiiralle z € G .
Subtraktion liefert nun o
n—1

Zai(an(y) —o;(y)o; x> =0 firalle z € G.
=1

Nach Induktionsvoraussetzung miissen hierin alle Koeffizienten 0 sein, also folgt (wegen oy (y) = 0, (y))
a; = 0. Dann ist die Gleichung ® aber eine Gleichung in der hochstens n —1 Charaktere involviert sind,

also miissen nach Induktionsvoraussetzung auch alle anderen a; gleich 0 sein. O

Fiir den Beweis des néchsten Satzes brauchen wir noch weitere wichtige Begriffe:

Definition 15.5
Sei K ein Korper und G eine endliche Untergruppe der Automorphismengruppe Aut(K) von K . Dann
heifit die Abbildung

trg : K — K, (1,'—>ZO’(CL)

el

die G-Spur in K.
Ist %( eine Galoiserweiterung und G = G(%() , dann heiflen fiir a € L die Elemente oca>, 0 € G, die

Konjugierten von « .

Bemerkung 15.6

(i) Ist P der Primkérper von K, dann ist Aut(K) = G([%))

(i) Ist %{ eine Galoiserweiterung und G = G(%() , dann sind die Konjugierten von a € L genau die
Nullstellen des Minimalpolynoms f = minpolg a (das iiber L vollstéindig in Linearfaktoren zerfillt!).
Es ist daher trg ca> € K .

(iii) Die komplexe Konjugation ist ein Automorphismus auf C. Sei G die von der Konjugation erzeugte

Untergruppe der Ordnung 2 von Aut(C). Dann ist tr; 2> = 2z + 2z fiir z € C.

Lemma 15.7

Sei K ein Korper, G eine endliche Untergruppe von Aut(K) . Dann gilt try (K) = 0 , und somit
T(trg ca>) = trgcad firalle 7 € G, a € K.

Beweis

Wire trg (K) = 0, dann wiire EUE ey die Nullabbildung, im Widerspruch zum vorhergehenden Satz 15.4.
Sei 7 € G, a € K, dann ist

T(E o(a)): E T(oCa» = E o,
e
el

el
da mit o auch 7o iiber die ganze Gruppe G lduft. O

Wir wollen diese Ergebnisse im Beweis des folgenden Satzes verwenden, der fiir den Hauptsatz der Galoisthe-

orie grundlegend ist und wichtige Konzepte einfiihrt.
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Satz 15.8 (E. Artin)

Sei G eine endliche Untergruppe der Automorphismengruppe eines Korpers L. Sei K = {z € L |o«> =z falle o € G}.
Dann gilt:

(i) K ist ein Teilkoérper von L mit IL: K| =IGI.

(ii) Die Erweiterung %{ ist galoissch und G (%() =G.

Beweis

Sei IGl=n, G = {0y,....,0,}. Da G C Aut(L), ist K ein Teilkorper von L. Nach Definition von K lassen
die Elemente von G auflerdem K elementweise fest, also gilt G C G (%()

Wir zeigen zunichst, dass |L : K| > n ist. Setze r =1L : K|, und sei {wy,...,w,} eine K -Basis von L. Ist

r < n, dann hat das lineare Gleichungssystem

n
Zal(wk)XZ = 0, k= 1,...,7’
=1

eine nichttriviale Losung (ay,...,a, ) € L', also

n

Zai(wk)ai = O, k= 1,...,7”.

i=1

Ist x € L, dann gibt es [,...,], € K mit z = Zlkwk . Also ist
k=1

r n n n
0= ZlkZO'l (wgHa; = Zaiai (ZZ:llkwk) = Zaial- x>
=1 =1 i=1 i=1
fir alle z € L. Da die Elemente aus G als Charaktere von L aufgefasst werden konnen, widerspricht die
Gleichung ijlaioi = 0 aber der linearen Unabhiingigkeit der Charaktere oy,...,0,. Alsoist |L : KI>n.
Wir zeigen nun, dass fiir m >n je m FElemente von L iiber K linear unabhingig sind, was dann
IL: Kl =n beweist.

Seien also yi,...,y,, € L, m > n. Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

S oty Xy =0, i=1..n.
k=1

Wegen m > n gibt es eine nichttriviale Losung (ay,...,a,,) € L. Durch Umnummerierung kénnen wir errei-
chen, dass a; = 0 ist. Nach Lemma 15.7 gibt es ein a € L mit trgca> = 0. Da fiir jedes z € L auch
2+ (Gyy-.., 0, ) eine Losung obigen Gleichungssystems ist, kénnen wir also auch annehmen, dass tig (a;) = 0
gilt.

Wir setzen nun unsere Losung in das obige System ein, wenden auf die i-te Gleichung den Automorphismus

o; an und addieren dann alle Gleichungen:

n m n m

0= Zgi (Z:;yf%%)%) = Zyszfi(ak) = ZtTG (ag ) Yy -
k=1 i=1 k=1

=1
Da die Elemente trg (a;) alle in K liegen, folgt daraus die lineare Abhingigkeit von yi,...,y,, iiber K. Da-

mit ist nun |Gl =1L : K| bewiesen.
Nach Satz 14.3 ist stets |G(%(>| <IL:Kl.Da G C G(%(), muss also nun G = G(%() sein. Aus Satz
14.15 folgt, dass %( galoissch ist. O

Vor der Formulierung des Hauptsatzes der Galoistheorie halten wir einige Bezeichnungen fest und fiihren
noch einige Notationen ein.
Es sei %( eine Galoiserweiterung und G = G (%() . Wir setzen

Z = {Z | Z Zwischenkorper der Erweiterung %(},

U = {U | U Untergruppe von G}.
Fir U e U heiit Ly ={a € L |oca> =a fiiralle 0 € U} der Fixkérper von U . Offenbar ist dann Ly € Z.
Wir definieren ® : U — Z durch U — L .
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Fiir einen Zwischenkorper Z € Z heifit G; = {0 € G | oca> = a fiir alle a € Z} der Stabilisator oder auch
die Isotropiegruppe von Z . Es sei ¥ : Z — U definiert durch Z — Gjy.

Satz 15.9 (Hauptsatz der Galoistheorie, Teil 1)

In der obigen Situation gilt:

(i) @ und ¥ sind zueinander inverse Bijektionen. Die Zwischenksrper von %( entsprechen also eindeutig
den Untergruppen der Galoisgruppe G = G(%() .

(ii) Die Abbildungen ® und ¥ sind inklusionsumkehrend, d.h. fiir Z; C Z, in Z ist G5 D Gy, , und fiir
Ul QUQ in Y ist LU1 :—)LUZ'

(iii) Fir Z€ Z ist |Gz|=IL:Z| und G, = G(L/Z) ist die Galoisgruppe von L/Z Insbesondere ist

GK = G .
(iv) Fir U e U ist |L: Ly| = IUI. Insbesondere ist Ly = K .
Beweis

Fir Z € Z ist G5 = G(L/Z) nach Definition von G . Es ist klar, dass Z C L, = 7' gilt. Nach Satz 15.8
ist |G;|=IL:Z'l . Andererseits ist nach Folgerung 14.17 I/Z galoissch, und daher ist nach Satz 14.15
|G(I/Z>| =L : Z|. Damit folgt insgesamt |L : Z| = |L : Z'l, und daher ist Z = Z'. Das zeigt ®- ¥ = id .
Fiir U € U ist nach Satz 15.8 Ul =|L : Ly| und U = G(I/LU) = Gy, - Also ist auch ¥ - & = idy, .

Die Aussagen (i), (iii) und (iv) sind damit bewiesen, (ii) ist offensichtlich. O

Folgerung 15.10

Jede endliche separable Kérpererweiterung L/K besitzt nur endlich viele Zwischenkorper.

Beweis

Sei L =K (ay,...,a,), [ das Produkt der Minimalpolynome der a; iiber K, und sei N der Zerfiallungskor-
per von f iiber K . Nach Voraussetzung ist f separabel, also ist % galoissch. Da nach dem Hauptsatz
% nur endlich viele Zwischenkorper besitzt, gilt dies erst recht fiir %( . O

Bemerkung 15.11
Die obige Folgerung ist im inseparablen Fall i.A. nicht richtig.

Aus der obigen Folgerung und dem nachfolgenden Satz ergibt sich ein wichtiger Struktursatz fiir endliche
separable Erweiterungen: solche Erweiterungen sind einfach (Satz vom primitiven Element). Wir wollen zu-
néichst die algebraischen Erweiterungen fiir den Fall eines unendlichen Grundkorpers untersuchen. Spéter

werden wir sehen, dass fiir endliche Grundkoérper die Aussage auch richtig ist.

Satz 15.12

Sei K ein unendlicher Korper, und sei %( eine algebraische Koérpererweiterung. Dann ist %( genau dann
einfach, wenn L/K nur endlich viele Zwischenkorper besitzt.

Beweis

Sei zunidchst L = K ca> einfach.

Wir ordnen jedem Zwischenkérper Z von %( das Minimalpolynom f; von a iiber Z zu. Dies ist ein nor-

miertes Polynom, das fx teilt, also gibt es nur endlich viele verschiedene Polynome f;. Wir zeigen nun, dass

fz den Zwischenkorper Z eindeutig bestimmt, woraus dann die Behauptung folgt.
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Sei f, = Zj:OCiXi , CoyeesCq € Z . Setze Z' = K (cg,...,cq) . Dann ist Z' C Z, und f; ist auch irreduzibel
iiber Z' . Weiter ist L = Kca> = Z'ca> = Zca> , alsoist |L : ZI =|L : Z'| und damit Z = Z" = K (¢y,...,cq)
d.h. Z ist durch die Koeffizienten von f; bestimmt.

Sei nun umgekehrt die Menge der Zwischenkorper als endlich vorausgesetzt. Dann gibt es endlich viele Ele-
mente ay,...,a, mit L = K (ay,...,a,). Wir beweisen die Behauptung fiir n = 2, woraus der allgemeine Fall
mit Induktion folgt. Sei also L = K (a,b). Da K unendlich ist, finden wir Elemente ¢; = ¢, € K mit

K(qa+b)=K(ga+b)=F.

Also liegt (¢, —)a=(ca+b)—(ga+0b) in E, und damit liegt auch a und dann b = (¢a +b) — ¢a in
E . Damit folgt L = K(a,b) = F = K(¢a +b), also ist %( einfach. O

Folgerung 15.13 (Satz vom primitiven Element)
Sei K ein unendlicher Korper. Dann ist jede endliche separable Erweiterung %( einfach.
Insbesondere ist fiir Korper K der Charakteristik 0 jede endliche Erweiterung [/K einfach.

Bemerkung 15.14

Wie schon oben erwihnt, ist die Aussage auch ohne die Voraussetzung ,unendlich“ richtig!

Beispiel 15.15

Sei K=Q, L=Q(i,/5). Sei mit den Bezeichnungen aus dem Beweis des Satzes a =5, b =14. Da
(i+5)(i—5)=—-6€Q, gilt fir ¢ =1, ¢ =—1: K(cgqa+b) = K(cea+b), also ist nach dem Beweis
oben L =Q(i++5).

Zuletzt wollen wir in diesem Abschnitt als Anwendung der Galoistheorie den Fundamentalsatz der Algebra

beweisen, den wir bereits frither formuliert hatten:

Satz 15.16
Der Korper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen, d.h. jedes nichtkonstante Polynom in
CIX] hat eine Nullstelle in C.

Es gibt inzwischen eine ganze Reihe von Beweisen fiir diesen Satz. Wir wollen einen Beweis fiihren, der nur

die folgenden vergleichsweise schwachen Hilfsmittel aus der Analysis benutzt.

Lemma 15.17
Ist f € RIX] ein Polynom ungeraden Grades, so hat f eine reelle Nullstelle.

Beweis

Dies folgt leicht aus dem Zwischenwertsatz. O

Da jede komplexe Zahl eine komplexe Quadratwurzel besitzt, folgt aus der Nullstellenformel fiir quadratische

Polynome sofort:

Lemma 15.18
Ist f € ClX] vom Grad 2, so zerfillt f in Linearfaktoren.
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Beweis (Fundamentalsatz der Algebra, nach Lagrange)
Wir haben zu zeigen, dass jedes nichtkonstante Polynom f € CIX] eine komplexe Nullstelle besitzt. Ist
feCIX] das Polynom mit den komplex konjugierten Koeffizienten, so ist f-f € RIX]. Ist a € C eine
Nullstelle von f-f, so ist a eine Nullstelle von f oder von f. Ist a eine Nullstelle von f, so ist a eine
Nullstelle von f. Wir brauchen also nur zu zeigen, dass jedes nichtkonstante Polynom f € RIX] eine Null-
stelle in C besitzt. O.E. konnen wir dabei f als normiert voraussetzen.
Es sei nun degf =n = 2'm mit [ € N, und ungeradem m € N, und wir fithren Induktion nach I . Ist
[ =0, so hat f ungeraden Grad, und die Behauptung folgt aus Lemma 15.13. Sei also jetzt [ > 0. Sei K
der Zerfillungskorper von f iiber C, und seien ay,...,a, € K mit

f=(X—-aq) .- (X—a,).
Es sei nun A € R fest gewiihlt, und wir definieren dazu b, = a, + a, + Aa,a, fiir r,s € {1,...,n}. Dann set-
zen wir

n= J] (X-b,)eKIX].

1<r<s<n
Da f e RIX]I, gilt fiir jedes ¢ € G(%):
O£y, @y }) = {A1y-s Gy }

und damit bleibt auch g, unter ¢ fest. Nun ist K auch eine Galoiserweiterung von R , etwa als Zerfil-
lungskérper des Polynoms (X% +1)- f. Da g, unter allen Galoisautomorphismen in G (%) fest bleibt, ist
daher g, € R[X]. Nun ist degg, = (g) = %n(n —1=2""m(n—1), und wegen [ > 0 ist n —1 ungerade,
also hat ¢, nach Induktionsvoraussetzung eine komplexe Nullstelle. Also gibt es zu unserem gewihlten
A € R Indizes r < s mit b, = a, + a, + Aa,a, € C. Da es nur endlich viele solche Indizes, aber unendlich
viele reelle Zahlen gibt, finden wir zwei verschiedene reelle Zahlen A und g mit a, + a; + Aa,a, € C und
a, + a; + paqa; € C. Dann folgt a,.a, € C und a, + a, € C, und daher liegt das Polynom (X —a, )(X —a,)
in ClX]. Nach Lemma 15.14 folgt dann a,,a, € C, also hat f eine komplexe Nullstelle. O
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Kapitel 16

Operationen von Gruppen und
der Hauptsatz der Galoistheorie (Teil 2)

Sei %{ eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G = G([/K) . Wir verwenden die Notationen aus dem

vorhergehenden Paragraphen weiter.

Die Gruppe G operiert in natiirlicher Weise auf den Zwischenktrpern der Galoiserweiterung: ist Z € Z | so
ist fiir jedes 0 € G auch o(Z)€ Z , und da o ein K -Automorphismus von L ist, ist auflerdem
|Z:Kl=1oc(Z): K| und |L:Z|=IL:0(Z)|. Die Zwischenkorper der Form ¢(Z), o € G, heiflen zu 7
konjugierte Zwischenkorper. Sie haben offenbar einige Eigenschaften mit Z gemeinsam.

Was entspricht dieser Operation auf der Seite der Untergruppen der Galoisgruppe G 7

Satz 16.1
In der obigen Situation gilt fiir alle Z € Z und o € G :

Goyy =0Gyot ={oro™ ! |T€Gy}.
Beweis
Die Inklusion 0Gyo ' C G, folgt sofort durch einfaches Nachrechnen. Dann gilt aber dieselbe Inklusion
auch fiir o(Z) statt Z und o ! statt o, dh. 07'G, 40 C G; und damit G,;, C 0Gyo ', woraus die
Gleichheit folgt. O

Bemerkung 16.2
Sei G eine Gruppe, = € G . Dann ist die Konjugation mit z

¢, :G—G, g zgz !
ein Automorphismus der Gruppe G . Die Elemente g und zgz~! heiBen zueinander konjugierte Elemente
von G . Ist U eine Untergruppe von G, dann ist ¢, (U) = zUz ! eine zu U konjugierte Untergruppe von
G . Die Gruppe G bewirkt also via Konjugation sowohl Permutationen auf ihren Elementen als auch auf

ihren Untergruppen.

Nach Satz 16.1 entsprechen also konjugierte Zwischenksrper der Galoiserweiterung %( genau konjugierten
Untergruppen der Galoisgruppe G (%() . Wir sehen uns ein Beispiel an.

Sei L der Zerfallungskorper von f = X? —2 iiber Q, also L = Q(a,w) mit a = ¥2, w = *™/%. Wir wis-
sen bereits, dass die Galoisgruppe G = G(L/K) isomorph zur symmetrischen Gruppe S; ist. Die Galoisau-
tomorphismen werden von den 6 Permutationen der 3 Nullstellen von f induziert. Die drei Untergruppen
{id, (1 2>}, {id,(1 3>}, {id,(2 3)} der Ordnung 2 in S5 sind alle zueinander konjugiert, also sind es auch
die Zwischenkorper vom Grad 3 iiber Q. Wir erhalten also alle diese Zwischenkorper durch Anwendung der

Galoisgruppe auf den Zwischenkorper Z = Qca> . Die anderen beiden Zwischenkérper sind also Qcaw> und

Qaw?).
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Wir haben oben bereits den Begriff der Operation benutzt, ohne ihn genau zu definieren. Wir wollen dies

hier nun ganz allgemein tun:

Definition 16.3
Sei M eine nichtleere Menge und G eine Gruppe. Eine Operation von G auf der Menge M ist ein Grup-

penhomomorphismus ¢ : G — S(M) von G in die Gruppe der Permutationen von M . Wir sagen auch: die
Gruppe G operiert auf M , und wir schreiben kurz: g-m = p(g)cm> (bzw. auch nur gm ). Die Menge M

wird in dieser Situation auch eine G -Menge genannt.

Bemerkung 16.4
Eine Operation von G auf M definiert eine Abbildung
GXM — M, (gym)— gm
mit em = m (e das neutrale Element von G ), (gh)m = g(hm) fir alle me M, gh € G.
Es ist leicht nachzupriifen, dass umgekehrt jede solche Abbildung eine Operation von G auf M definiert.

Beispiel 16.5
(i) Sei L/K eine Galoiserweiterung. Wie schon oben angedeutet, operiert die Galoisgruppe G' = G(%()
auf den Zwischenkérpern von %( und auf den Untergruppen von G, und die Galoiskorrespondenz ist
vertriglich mit diesen beiden Operationen nach Satz 16.1. Natiirlich operiert G nach Definition auch
auf dem Korper L.
(ii) Ist f € K[X] ein separables Polynom, dann operiert G (f) auf den Nullstellen von f.
(iii) Ist V ein K -Vektorraum, dann operiert die Gruppe GL(V) der K -Vektorraumautomorphismen auf
V:
GLW)H XV =V, (pv)— pcmn.
(iv) Die Gruppe S, operiert auf der Menge {1,...,n}.
(v) Jede Gruppe G operiert auf sich selbst via Linkstranslation:
G—-SGE),z—(L,:g— zg9).
(vi) Jede Gruppe G operiert auf sich selbst und auf ihrer Untergruppenmenge U via Konjugation:
G—S8G),z—(c,:g— zgzt),
G—SWU, z— (¢, : U zUz™b).

(vii) Die Gruppe der Drehungen von R? um den Ursprung operiert auf RZ.

Aus dem Beispiel (v) erhalten wir sofort:

Satz 16.6 (Satz von Cayley)
Jede Gruppe der Ordnung 7 ist isomorph zu einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe S, .
Beweis
Der oben angegebene Homomorphismus
G—-S5G,z—L,:g— zq9)

ist injektiv, denn ¢, = id; impliziert sofort e = £, e> = ze = x . O

Wir hatten bereits oben gesehen, dass es niitzlich ist, Elemente zu betrachten, die iiber eine Gruppenoperati-

on miteinander verkniipft sind, da sie #hnliche Eigenschaften haben. Allgemein definieren wir:
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Definition 16.7
Die Gruppe G operiere auf der Menge M = ¢. Dann heifit die Menge
Gz ={gz|g€CG}
die (G -)Bahn von z (oder auch: Orbit von z ). Die M#chtigkeit |Gz| heifit die Linge der Bahn. Die Opera-
tion heifit transitiv, wenn M = Gz fiir ein (und damit jedes) z € M gilt.

Bemerkung 16.8
Die Bahnen der Gruppenoperation von G auf M sind genau die Aquivalenzkassen der folgenden Aquiva-
lenzrelation(!) auf M :

a~b < dgeG: ga=0b.
Die Menge M ist also die disjunkte Vereinigung der G -Bahnen auf M , und insbesondere ist daher fiir eine
endliche Menge M :

IMI=>IBI,

BeB
wobei B die Menge der G -Bahnen auf M ist.

Wir sehen uns in den obigen Beispielen die jeweiligen G -Bahnen an (die Nummerierung entspricht der aus 16.5):

Beispiel 16.9

(i) Die Bahnen der Galoisgruppe G = G(%) auf Z bzw. U sind nach Definition genau die Mengen
konjugierter Zwischenkorper bzw. konjugierter Untergruppen.
Die G -Bahnen auf L sind genau die Nullstellenmengen in L der irreduziblen Polynome in K[X].

(i) Die Bahnen von G(f) auf der Nullstellenmenge des separablen Polynoms f € K[X] sind genau die
Nullstellenmengen der irreduziblen Faktoren von f in K[X].

(iii) Die Gruppe GL(V) hat auf V genau zwei Bahnen: {0} und V \ {0}.

(iv) Die Operation von S, auf {1,...,n} ist transitiv.

(v) Die Operation von G auf sich selbst via Linkstranslation ist transitiv.

(vi) Die Bahnen der Konjugationsoperation von G auf sich selbst bzw. ihrer Untergruppenmenge U heifien
Konjugationsklassen (von Elementen) von G bzw. Konjugationsklassen von Untergruppen von G .

(vil) Ist G die Gruppe der Drehungen von R? um den Ursprung, dann sind die G -Bahnen genau die Kreise

mit Mittelpunkt im Ursprung.

Wir sehen uns die Operation einer Gruppe auf sich selbst durch Linkstranslation genauer an (die Operation
durch Rechtstranslation verhilt sich entsprechend). Die Einschréinkung dieser Operation auf eine Untergrup-
pe H <G liefert eine Operation von H auf G . Die H -Bahnen auf G beziiglich der Linkstranslation nur
mit Elementen aus H haben die Form
Hr={hz|he H}, z €@G.

Dies sind die Rechtsnebenklassen von H in G . Die Bahn Hz heifit die Rechtsnebenklasse von z beziiglich
H . Die Menge dieser Nebenklassen wird mit H \ G bezeichnet. IThre Méchtigkeit heiit der Index von H in
G, er wird mit |G : H| bezeichnet. Da die Linksmultiplikation mit einem Gruppenelement eine Bijektion ist,

sind alle Bahnen Hz , x € G, gleichmiichtig mit H . Daraus folgt sofort:

Satz 16.10 (Satz von Lagrange)

Ist G eine endliche Gruppe, H eine Untergruppe von G , dann gilt:
IGl=1G: HI|-|H]I.

Insbesondere ist die Ordnung von H ein Teiler der Gruppenordnung IG1.
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Bemerkung 16.11

Analog zu den Rechtsnebenklassen von H in G sind die Linksnebenklassen von H in G die H -Bahnen
xH , x € G der Rechtstranslation von H auf G. Da G auch disjunkte Vereinigung der Linksnebenklassen
von H ist, die ebenfalls alle gleichméchtig mit H sind, ist die Menge % der Linksnebenklassen gleich-
méchtig mit der Menge H \ G der Rechtsnebenklassen (deswegen benotigt der Index von H in G keine
Vorsilbe ,Rechts“ oder ,Links®). Ist G endlich, so ist nach dem Satz von Lagrange

G/ a2 NGl
|H\G|_|A{|_IG.HI_|H|.
Wie in der Analysis spielen auch bei Gruppenoperationen Fixpunkte eine besondere Rolle. Wir haben dies

bereits bei der Galoiskorrespondenz gesehen.

Definition 16.12

Die Gruppe G operiere auf der Menge M . Dann heifit z € M ein Fixpunkt von g € G, wenn gz = z gilt.
z heiflt Fixpunkt von G , wenn gr = z fiir alle ¢ € G gilt. Fiir g € G ist

M, ={zeM|gx=uz}
die Menge der Fixpunkte von g. Wir bezeichnen die gemeinsame Fixpunktmenge der gesamten Gruppe G
auf M mit Fixg (M) (oder auch: Mg).
Die Menge

G, ={9€Glgz=y}
ist eine Untergruppe von G, genannt der Stabilisator von z in G (oder auch: Fixpunktgruppe oder Stand-

untergruppe von z ).
Es gilt folgende wichtige Beziehung zwischen Bahnen und Stabilisatoren:

Satz 16.13
Die Gruppe G operiere auf der Menge M . Sei € M . Dann induziert die Abbildung G — Gz, g — gz
eine Bijektion zwischen der Linksnebenklassenmenge % und der Bahn Gz .

x

Ist G endlich, so ist also

Gl

Gzl = |G : G, |=—.

G, |
Insbesondere sind die Bahnenldngen dann also Teiler der Gruppenordnung IG|.
Beweis
Fir ge G, h € G, ist (gh)x = g(hx) = gz, d.h. alle Elemente der Linksnebenklasse ¢G, werden auf das-
selbe Element gr € Gz abgebildet. Es wird also tatséchlich eine Abbildung % — Gz induziert, die offen-

xr

bar surjektiv ist. Ist gz = ¢/z fiir g,¢' € G, dann ist ¢ ¢z =2, d.h. ¢7'¢’ € G, und damit ¢G, = ¢'G, .
Also ist die Abbildung auch injektiv und damit eine Bijektion. (]

Aus diesem Ergebnis folgt sofort:

Folgerung 16.14 (Bahnengleichung)

Die Gruppe G operiere auf der endlichen Menge M . Sei V ein Vertretersystem fiir die G -Bahnen auf M |
d.h. [BNV|=1 fiir jede G-Bahn B. Dann gilt

IMI=>"1G:G,].

veY
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Satz 16.15 (Cauchy-Frobenius-Lemma)
Die endliche Gruppe G operiere auf der Menge M . Dann ist die Anzahl der G -Bahnen auf M genau

1
i1 2w Mol
i1 2 1Mo
d.h. gleich der durchschnittlichen Anzahl von Fixpunkten.

Beweis

Sei S ={(g,2)€ GxM |gr==x},und sei V ein Vertretersystem fiir die G -Bahnen auf M . Dann gilt:

ISI:Z|M9|

geG
G|
= |G1| = A
2/%1= X

= SiGE — gl
= |Gzl

Also ist die Anzahl der Bahnen |V| = ‘é‘ declMgl ) O

Wir sehen uns die obigen Begriffe und Resultate am Beispiel der Konjugationsoperation einer Gruppe G an.
Zuniichst betrachten wir die Konjugationsoperation von G auf sich selbst.
In diesem Fall heifit die Fixpunktmenge
Fixq (G)={2 € G| grg' =z firalle g € G}
das Zentrum von G, kurz mit Z (G) bezeichnet. Da
Z(G)={z€G|gx=uzgfirallege G}
ist, ist das Zentrum ein Maf} dafiir, wie weit die Gruppe G davon entfernt ist, abelsch zu sein: G = Z (G)
gilt genau dann, wenn G abelsch ist. Der Stabilisator
G, ={9€G|gzg”t =a}

eines Elementes = heifit der Zentralisator von z in G, kurz mit Cg x> bezeichnet.

Aus der Bahnengleichung erhalten wir unmittelbar (beachte, dass Z(G) in jedem Vertretersystem fiir die

Konjugationsklassen von G enthalten sein muss):

Folgerung 16.16 (Klassengleichung)
Sei G eine endliche Gruppe, V ein Vertretersystem fiir die Konjugationsklassen von G, und sei V'=V \ Z(G).
Dann gilt:

IGI=1Z(I+ > |G : Cgcal.

zeV’
Eine Anwendung der Klassengleichung ist das folgende niitzliche Ergebnis (Ubung!):

Satz 16.17
Sei p eine Primzahl und G eine endliche Gruppe mit |G| = p" fiir ein r € N (eine solche Gruppe heifit eine
p-Gruppe). Dann ist |Z(G)| > 1.

Nun zur Konjugationsoperation der Gruppe G auf ihren Untergruppen (diese Operation ist insbesondere im
Hinblick auf unsere Untersuchung von Galoiserweiterungen interessant!).
Fixpunkte dieser Operation sind Untergruppen U von G mit

gUg™ ' =U fiir alle g € G.
Diese Untergruppen sind gerade die Normalteiler von G (andere Sprechweisen: U ist normal oder invariant
in G'). Wir schreiben dann: U < G.

Der Stabilisator von U in G, also
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Gy ={g€G|gUg ' =U}
heift der Normalisator von U in G und wird mit Ng (U) bezeichnet.

Wir kénnen nun unsere Untersuchung von Galoiserweiterungen fortsetzen. Wir verwenden wieder die friitheren

Bezeichnungen:

Satz 16.18

Fir Z € Z ist Z/K genau dann eine normale (und damit eine galoissche) Erweiterung, wenn G, ein Nor-
malteiler von G ist.

Beweis

Als Zwischenkorper der galoisschen Erweiterung %{ ist %{ genau dann galoissch, wenn %{ normal ist.
Sei Z = K (ay,...,a,), f das Produkt der Minimalpolynome f; der qa; iiber K. Dann ist % genau dann
normal, wenn f iiber Z in Linearfaktoren zerfillt. Da L/K normal ist, zerfillt f auf jeden Fall iiber L in
Linearfaktoren, d.h. der Zerfillungskorper Z' von f iiber K ist ein Zwischenkorper von L/Z Nach dem
Fortsetzungssatz operiert G(%{) jeweils transitiv auf den Nullstellen der f in Z’. Also ist Z = Z’ genau
dann, wenn o(Z) = Z fiir alle o € G(L/K) gilt. Dies ist nach Satz 16.1 dquivalent zu 0G0t = G fiir alle
o € G, d.h. aber gerade, dass G; ein Normalteiler von G ist. O

Wie hiingt in der Situation einer galoisschen Zwischenerweiterung %{ die Galoisgruppe G(%) mit der
Galoisgruppe G (%() zusammen?

Bevor wir die Antwort auf diese Frage formulieren, erinnern wir an eine Konstruktion fiir Gruppen, mit der
wir im Fall von Ringen bisher schon h#ufiger gearbeitet haben: die Faktorkonstruktion. Analog zu Faktorrin-

gen nach Idealen werden Faktorgruppen nach Normalteilern gebildet.

Satz 16.19
Sei G eine Gruppe, N ein Normalteiler in G . Dann wird auf der Menge % der Linksnebenklassen durch

N - yN = zyN fir alle 2,y € G
eine Verkniipfung - definiert, so dass (%,) eine Gruppe ist, die Faktorgruppe (oder: Restklassengruppe)
von G nach N (oder: modulo N ).
Die Abbildung 7: G — %, z — xN | ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kernmt = N . 7
ist der kanonische Epimorphismus.
Beweis
Wir zeigen zunéchst, dass die Setzung zN - yN = zyN fiir z,y € G wohl definiert ist, d.h. unabhéngig von
der Reprisentantenwahl. Seien z’,y’ € G mit =N = 2'N , yN = y'N . Dann gibt es a,b0 € N mit z’ = za ,
y' = yb , also ist z'y’ = zayb. Da N ein Normalteiler ist, ist N = yNy !, also Ny = yN . Also gibt es
¢ € N mit ay = yc , und es folgt dann

z'y'N = zycbN = zyN .

Die Gruppeneigenschaften von (%,) sind leicht zu kontrollieren. Das neutrale Element in % ist die

Nebenklasse eN = N, das zu N inverse Element ist z !N .
Die Eigenschaften der Abbildung 7 sind offensichtlich. (]

Bemerkung 16.20

(i)  Es ist nicht schwer zu zeigen, dass die Bildung der Faktorgruppe nur genau fiir Normalteiler moglich ist.
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(i) Die Normalteiler von G sind genau die Kerne von Gruppenhomomorphismen G — H , wobei H eine
beliebige Gruppe ist.

(iii) Genauso wie im Fall von Faktorringen induziert der kanonische Epimorphismus 7 : G — % eine Bi-
jektion zwischen den Untergruppen bzw. Normalteilern von G, die N enthalten und allen Untergrup-

] G
pen bzw. Normalteilern von A\f

Wir erinnern auch daran, dass — wie im Fall von Faktorringen — fiir Gruppen ein Homomorphiesatz gilt, der

eine universelle Eigenschaft der Faktorgruppe beinhaltet:

Satz 16.21

Sei ¢ : G — H ein Homomorphismus zwischen Gruppen G und H . Sei N ein Normalteiler von G mit
N CKerng, und sei 7: G — % der kanonische Epimorphismus. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten
Homomorphismus ) : % — H mit Ypor =¢ (dh: paN)=pw).

Es ist Kernvy = Kern% < % und Bildy = Bildy . Der Homomorphismus 1 heifit auch der von ¢
induzierte Homomorphismus.

Ist insbesondere ¢ ein Epimorphismus mit Kerny = N, dann induziert ¢ einen Isomorphismus ) : % — H.

Definition 16.22

Ist G eine Gruppe, z € G, dann ist <x>:= {z" | m € Z} die von z erzeugte (zyklische) Untergruppe von
G . Die Gruppe G heif3t zyklisch, wenn sie von der Form G = (zx) fiir ein geeignetes z € G ist.

Die Struktur solcher Gruppen ist gut verstanden. Wir benutzen dazu den Homomorphiesatz, um zyklische

Gruppen mit Z zu vergleichen.

Folgerung 16.23
Sei G eine Gruppe, z € G .
(i) Ist <z»> eine unendliche Gruppe, so ist x> = Z.
(i) Ist <z> eine endliche Gruppe, dann existiert n := min{k € N|z* =1}, und
@ ={La,..,2" "} 2L/,
ist eine Untergruppe der Ordnung n in G.
Ist k € Z, dann gilt 2" =1 genau dann, wenn n|k gilt.
Die Zahl n heiit die Ordnung des Elementes z , kurz: n = ordz.
(iii) Ist G eine endliche Gruppe, so gilt fiir alle z € G :
H6 — 1
Beweis
Die Abbildung
0:Z—G, k—a
ist ein Gruppenhomomorphismus mit Bildy = <z> und Kernyp = mZ , fiir ein m € Ny, denn in Z ist jede
Untergruppe bereits ein Ideal(!). Nach dem Homomorphiesatz ist dann %Z =)
Ist <xz) unendlich, dann ist also m = 0 und Z = <z>.
Ist <z> endlich, dann ist m € N. Da jedes Ideal I = 0 in Z von der kleinsten positiven Zahl in I erzeugt
wird, ist m = n und (ii) folgt.
(iii) Da Kz»|IG1, folgt die letzte Aussage sofort aus (ii). O

Wir halten explizit die Klassifikation der zyklischen Gruppen fest:
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Folgerung 16.24
Jede zyklische Gruppe der Ordnung n € N ist isomorph zur Gruppe %Z .
Jede unendliche zyklische Gruppe ist isomorph zur Gruppe Z .

Ein sehr oft genutztes Resultat iiber Korper ist der folgende Satz:

Satz 16.25
Sei K ein Korper. Dann ist jede endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe K ! zyklisch.

Insbesondere ist fiir jeden endlichen Kérper K seine multiplikative Gruppe K zyklisch.
Beweis
Sei U eine endliche Untergruppe von K, n = |U|. Dann gilt nach Folgerung 16.23 fiir jedes z € U :
z" =1 und ordz|n .
Sei a € U ein Element maximaler Ordnung in U . Ist orda = n, dann ist U = <a> zyklisch, und die Aussage

ist gezeigt. Sei also orda = k < n angenommen. Sei b € U mit ordb = [k . Es komme etwa die Primzahl p

in hoherer Potenz in [ als in k vor. Ist [ = p/I’ mit p{l’, dann ist ¢ = /7" € U von der Ordnung p’. Es
gilt dann fiir m = kgV (k,p’):
cac>m = ag™c™ =1.

Andererseits gilt aber:

caco>m/p = g™/ PP = P =1,
Ebenso gilt fiir alle Primteiler ¢ = p von k:

cacom/a = g™/ 1m0 = g™/ 1 =1,
Also ist die Ordnung von ac € U genau m . Wegen m > k ist dies ein Widerspruch zur Maximalitit von k .
Wir haben damit gezeigt: fiir jedes b € U ist ordbd ein Teiler von k. Daher gilt fiir jedes b € U :

b =1.
Da das Polynom X* —1 € K[X] aber hochstens k verschiedene Nullstellen hat, folgt nun n < k , im Wi-
derspruch zu unserer Annahme. Damit ist der Satz bewiesen. (]

Wir konnen daraus unmittelbar schliefen, dass auch fiir endliche Korper der Satz 15.12 und die Folgerung

15.13 richtig ist. Wir formulieren zumindest den Satz vom primitiven Element fiir diese Situation:

Folgerung 16.26
Sei K ein endlicher Korper. Dann ist jede endliche Erweiterung L/K einfach.

Bevor wir zu Galoiserweiterungen zuriickkehren, halten wir noch folgende wichtige Struktursitze fest, die sich

als Anwendung des Homomorphiesatzes ergeben:

Satz 16.27

Sei G eine Gruppe.
(i) (1. Noetherscher Isomorphiesatz) Seien U < G, N < G . Dann ist
UN = {uh|ueUheN}Y<G,UNN<U,

und der Homomorphismus U — %, u — uwlN | induziert einen Isomorphismus

(ii) (2. Noetherscher Isomorphiesatz) Seien N, N, < G mit Ny, C N;.
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Dann induziert die Komposition der kanonischen Epimorphismen

/(7%

o, =) o (NN
T g o

einen Isomorphismus

Beispiel 16.28

(i) Fir G=25, ist N =V, = {id,(1 2)(34),(1 3)(24),(1 )23} <G . Fiir N und U = S, gilt dann
G =UN und U NN ={id}. Also folgt nach dem 1. Isomorphiesatz: S5 =~ %/4 .

(i) Sei G =S8, und Ny, =V, wie oben, N; = A, . Es sind V; und A4; Normalteiler von S; mit V;, < 4;.

Dann folgt nach dem 2. Isomorphiesatz: (S%/ y = S% .
) = /W

Satz 16.29
Fir Z € Z sei % galoissch. Dann definiert die Einschrinkung der K -Automorphismen von L auf Z

einen Gruppenisomorphismus
%Zia(%) , oGy — ol .
Beweis
Ist Z/K galoissch, so gilt ¢(Z) = Z fiir alle 0 € G. Wir konnen daher durch Einschrinkung einen Grup-
penhomomorphismus definieren:
p:G—>G<Z/K>, o — az.
Offenbar ist Kern p = G, also induziert p einen injektiven Homomorphismus
=.G Z
7%, = (%K)

Da nach Satz 15.9 (¢) |G| =L : Z| ist, folgt

IGI _IL:KI
6= 161 =Tz =17 K1 =16 (Tl

Also ist p sogar ein Gruppenisomorphismus. O

Galoissche Korpererweiterungen werden nach der Struktur der zugehorigen Galoisgruppe klassifiziert. Wir

betrachten zunichst den abelschen Fall:

Definition 16.30

Eine Korpererweiterung L/K heifit abelsch (bzw. zyklisch), wenn I/K galoissch ist und die Galoisgruppe
G(%() abelsch (bzw. zyklisch) ist. Ein separables Polynom f € K[X] heifit abelsch (bzw. zyklisch), wenn
G (f) die entsprechende Eigenschaft hat.

Beispiel 16.31

(i) Das Polynom f = (X% —2)(X? —3) € QIX] ist ein abelsches Polynom, da G (f) eine abelsche Grup-
pe (der Ordnung 4) ist.
(i) Das Polynom f = X° —1¢€ QLX] hat eine zyklische Galoisgruppe G (f), erzeugt von dem durch

¢ — ¢? bestimmten Automorphismus seines Zerfillungskorpers Q(¢), wobei ¢ = e*™/% ist.
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Folgerung 16.32

Ist %( eine abelsche (bzw. zyklische) Erweiterung, so ist fiir jeden Zwischenksrper Z von L/K auch Z/K
abelsch (bzw. zyklisch).

Beweis

Aus Satz 16.18 folgt, dass ZA{ galoissch ist, da in einer abelschen Gruppe alle Untergruppen Normalteiler
sind. Da Faktorgruppen abelscher Gruppen ebenfalls abelsch sind, folgt mit Satz 16.29, dass %{ abelsch ist.
Im zyklischen Fall ist zu zeigen, dass alle Faktorgruppen einer zyklischen Gruppe ebenfalls zyklisch sind. Ist
G = <x) eine zyklische Gruppe, so ist jede Faktorgruppe % zyklisch, da sie von dem kanonischen Bildele-

ment zN erzeugt wird. (I
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Kapitel 17

Konstruktion mit Zirkel und Lineal (Teil 2)

Eine positive Antwort auf die Frage nach der Konstruktion reguldrer n -Ecke mit Zirkel und Lineal steht
noch aus. Wir wollen die Galoiskorrespondenz verwenden, um unser fritheres Konstruktionskriterium in eine
gruppentheoretische Frage zu iibersetzen.

Dazu miissen wir die korpertheoretische Aussage der ,sukzessiven Adjunktion von Quadratwurzeln“ gruppen-
theoretisch fassen. Wir behandeln hier gleich eine allgemeinere Situation und zeigen, dass p-Gruppen in

Schritten der Ordnung p aufgebaut werden kénnen.

Satz 17.1

Sei p eine Primzahl und G eine p-Gruppe, |Gl = p
{1}=N,, CN, 1 C..CNy,CN CNy=G

und |N;_{ : N;|=p fir i =1....m.

Beweis

m

. Dann gibt es Normalteiler Ny,...,N,, in G mit

Wir fithren Induktion nach m durch. Fiir m = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also nun m > 0. Nach Satz 16.17
ist Z(G) nichttrivial. Sei etwa 1= z € Z(G) von der Ordnung p, also ist N = (y)y C Z(G) ein Normaltei-
ler der Ordnung p in G . Die Faktorgruppe G = % hat die Ordnung p™!, also gibt es nach Induktion in
G eine Kette von Normalteilern
{it=H, ,cH, ,Cc..CH,CH CHy,=G
mit |H;,_; : H;|=p fir i=1,....m—1.
Ist 7: G — % der kanonische Epimorphismus, dann bilden die Urbilder der H; unter 7 eine Kette von
Normalteilern in G :
N=N,1C..CNyCN CNy=G
mit |[N,_; : N;|=p fir i =1,...,m — 1 (benutze Satz 16.27). Insgesamt hat die Kette
{1}=N,,CN,,_1C..CNyCN CNy=G
dann die gewiinschten Eigenschaften. O

Wir kénnen nun zeigen:

Satz 17.2

Sei M CC,01eM, K=Q(MUDM).Dann sind fiir z € C folgende Aussagen #quivalent:

(i) Die Zahl 2z ist aus M mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

(i) Die Zahl z ist algebraisch iiber K, und fiir den Zerféllungskorper L seines Minimalpolynoms f iiber
K gilt: IL : K| ist eine 2-Potenz.

(iii) Die Zahl z ist algebraisch iiber K , und fiir sein Minimalpolynom f tiber K ist G(f) eine 2-Gruppe.

Beweis

(ii) <= (iii): Ist klar.
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(i) = (ii): Sei E/K eine Erweiterung, die durch sukzessive Adjunktion von Quadratwurzeln entsteht, und sei
z€FE . Da FE endlich und separabel ist, ist E Zwischenkorper einer Galoiserweiterung % . Ist
G = G(%), dann ist die normale Hiille von % gerade das Korperkompositum N = Haeca(E), und
N ist galoissch iiber K (die so genannte galoissche Hiille von FE ). Beachte, dass N den Zerféllungskorper
L von f enthidlt. Auch N entsteht durch sukzessive Adjunktion von Quadratwurzeln aus K , also ist
IN : K| eine 2-Potenz. Da L C N , ist damit auch |L : K| eine 2-Potenz.

(iii) = (i): Da G(f) eine 2-Gruppe ist, finden wir eine Normalteilerkette in G (f) wie in Satz 17.1. Vermoge
Galoiskorrespondenz liefert dies eine Kette von Zwischenkérpern von %{, bei denen die einzelnen Grad-
schritte jeweils 2 sind. Da jede Erweiterung vom Grad 2 in Charakteristik 0 durch sukzessive Adjunktion
einer Quadratwurzel entsteht, liegt 2z also in einem Korper, der durch sukzessive Adjunktion von Quadrat-
wurzeln entsteht, und wir wenden nun unser Konstruierbarkeitskriterium 1.15 an. O

2mi /n

Fiir die Konstruktion des regulidren n -Ecks ist zu entscheiden, ob ( =e aus Q mit Zirkel und Lineal

konstruierbar ist.

Definition 17.3
Der Korper Q(¢) heifit der n -te Kreisteilungskorper iiber Q. Die Nullstellen von X" —1 in Q(({) heiflen

n -te Einheitswurzeln iiber Q .

Bemerkung 17.4
(i) Die Menge W, ={a € C|a" =1} der n-ten Einheitswurzeln in C ist eine zyklische Untergruppe von
C" nach Satz 16.25. Sie ist von der Ordnung n und von ¢ erzeugt. Ist z € W, von der Ordnung n ,

dann heiflt z eine primitive n -te Einheitswurzel.
(ii) Da Q(¢) der Zerfillungskorper von X" —1 iiber Q ist, ist Q(C%@ galoissch. Nach dem obigen Satz

haben wir also fiir die Konstruierbarkeitsfrage zu untersuchen, wann |Q(({) : Q| eine 2-Potenz ist.

Satz 17.5
Die Galoisgruppe G(@(C%@) ist kanonisch isomorph zur Gruppe Z, der multiplikativen Einheiten von Z,

(Z, ist die prime Restklassengruppe modulo 7 ).

Beweis

Firce G =G Q(¢) ist o(¢) = ¢* fiir ein (eindeutig bestimmtes) k € {1,...,n} . Da ¢* ebenfalls die Ord-
Q

nung n haben muss, ist auBerdem ggT (k,n) =1 (ist d = ggT (n,k), dann ist bereits (¢* )n/d = (¢k/d )n =1).
Damit erhalten wir also eine Abbildung

V:G—17Z,, c—k=k+nZ.
(Die Zahl k£ héngt nicht von der Wahl der primitiven n -ten Einheitswurzel ab, in diesem Sinne ist die Ab-
bildung kanonisch.) Die Abbildung ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus (leicht zu iiberpriifen), der injektiv
ist, da 1 co> =1 sofort o(¢) = ¢ und damit ¢ = id impliziert. Wir haben noch die Surjektivitiit zu zeigen,
d.h. es ist nachzuweisen, dass es fiir jede Zahl k € {1,....,n} mit ggT (k,n)=1 ein 0 € G mit o(¢) = ¢*
gibt. Dies ist fquivalent dazu, dass fiir jede solche Zahl k auch ¢* eine Nullstelle von f = minpolg ¢ ist. Es
reicht, den Fall £ = p prim zu betrachten, dann folgt die Behauptung per Induktion iiber die Anzahl der
Primfaktoren von k. In Q[ X] gilt

X" —1=f(X) -g(XD

fiir ein geeignetes Polynom ¢(X) € Q[ X 1. Da f normiert ist, folgt dann nach Satz 77 sogar: f(X),g(X) € Z[X].
Ist f(¢?) = 0, dann muss g(¢?) =0 sein, d.h. ¢ ist Nullstelle von ¢(X?). Dann folgt
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g(X?) = f(X)-h(X)
fiir ein geeignetes Polynom h(X) € Z[ X 1. Wir reduzieren nun die Koeffizienten modulo p und erhalten eine
Polynomgleichung in Z,[X1:

9(XP) = f(X)-h(X).
Fir g(X) =3 a;X' gilt aber:

GO = (30X ) = el XP =Y e X =G(X?).

Im Zerfallungskorper von g(X) iiber Z, haben also g und f eine gemeinsame Nullstelle. Dann hat also

X" —1=f(X)-g(Xx)
eine mehrfache Nullstelle, aber dies steht im Widerspruch dazu, dass die Ableitung nX""! keine n -te Ein-
heitswurzel als Nullstelle hat (beachte, dass wir in der Situation p{n sind).

Also war die Annahme f(¢?) = 0 falsch, und damit folgt die Behauptung. O

Die Ordnung der Galoisgruppe G (@(C%@) ist also

o> =2y = [{k € {1,..,n} | ggT (k,n) = 1},
wobei ¢ die Eulersche Phi-Funktion ist. Wenn die Primfaktorisierung von n bekannt ist, kann die Ordnung

explizit so berechnet werden:

Satz 17.6

Sei n = Hz: . p; mit paarweise verschiedenen Primzahlen p;, und Exponenten 7; € N die Primfaktorisierung

von n . Dann ist

k
e =]]p " (p—1).
i=1

Beweis

In der Ubung wurde bereits die Ringisomorphie Z, >~ Z 1 X ... x Ly gezeigt (Chinesischer Restsatz). Daraus

h
folgt unmittelbar die Isomorphie der Einheitengruppen
ZZ = Z;{I X ... X ZZ}? .

1

Also ist pn> = Hlegp(pf ). Da fiir eine Primzahlpotenz p” offenbar ¢ (p") = p" — p" " gilt (genau jede

p-te Zahl ist durch p teilbar!), folgt die Behauptung. (|

Satz 17.7 (Gau$)

Fiir n € N, n > 3, ist das reguliire n -Eck genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn n von der
Form
n=2"p -..-p

mit m € Ny und paarweise verschiedenen Fermatschen Primzahlen py,...,p., k& € Ny, ist.
Beweis
Nach Satz 17.2 und Satz 17.5 ist das regulidre n -Eck genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn
Y = |Q(e2™/™) . Q| eine 2-Potenz ist. Ist n = 2™ -pi -...- pf mit verschiedenen ungeraden Primzahlen
Dis--es Pi , dann ist

o =2 ph (g — 1) pp T (g — 1),
wobei m’ = max{m — 1,0} . Dies ist genau dann eine 2-Potenz, wenn alle r, =1 und die p;, Fermatsche

Primzahlen sind. O
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Kapitel 18

Die Sitze von Sylow

Mit Hilfe der Galoiskorrespondenz kommen wir von Zwischenkdrpern einer galoisschen Erweiterung zu Un-
tergruppen der zugehorigen Galoisgruppe. Wir brauchen dann also Resultate iiber Untergruppen einer Gruppe.
Im Fall endlicher zyklischer Gruppen gibt es zu jedem Teiler der Gruppenordnung (genau) eine Untergruppe
dieser Ordnung. Fiir beliebige endliche Gruppen ist dies nicht richtig, z.B. hat die alternierende Gruppe A4,
der Ordnung 12 keine Untergruppe der Ordnung 6. Ziel dieses Paragraphen ist es, fiir beliebige endliche
Gruppen Existenzsiitze fiir Untergruppen von Primzahlpotenzordnung zu beweisen.

Wir hatten bereits frither verschiedene Operationen von Gruppen auf Mengen untersucht. Wir kniipfen dort

nun wieder an.

Sei G eine Gruppe, H eine Untergruppe von G . Dann operiert G auf der Menge % ={zH |z € G} der
Linksnebenklassen von G nach H durch:
GxGrr— Gl (g,aH ) v goH .
Diese Operation hat folgende Eigenschaften:
(i) Die Gruppe G operiert transitiv auf %
(i) Der Stabilisator der Linksnebenklasse tH in G ist G,y = tHr '.

Wir betrachten nun eine weitere Untergruppe U < G und schriinken die obige Operation auf U ein, d.h. wir
betrachten die Operation
UxGhy — Gy, (ual ) v uzH .
Diese Operation hat folgende Eigenschaften:
(i) Die U -Bahn einer Linksnebenklasse zH ist {uzH |u € U}.
(i) Der Stabilisator der Linksnebenklasse tH in U ist U,; = U NzHz ™ '.
Die Vereinigung der Linksnebenklassen in der U -Bahn von zH ist die Menge

UrH = | J uzH = {uah |h € H} ,
uel
die Doppelnebenklasse von x nach U und H .

Da die Gruppe G die disjunkte Vereinigung der Linksnebenklassen von H ist, folgt dann unmittelbar, dass

G auch die disjunkte Vereinigung der verschiedenen Doppelnebenklassen von H und U ist.

Fiir endliche Gruppen konnen wir einige niitzliche Anzahlaussagen in Bezug auf Doppelnebenklassen treffen:

Satz 18.1

Sei G eine endliche Gruppe. Seien U,H < G, dann gilt:
(i) Fir z € G hat die Doppelnebenklasse UrH die Méchtigkeit
IUIIHI
U N zHz™ ']
(ii) Sei 7 C G ein Vertretersystem fiir die verschiedenen Doppelnebenklassen nach U und H . Dann ist

|UzH| =
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Gl = Z IUIIHL1 :Z IUII{JII '
FlUungHg | ZH|HNg Uyl
Beweis
(i) Sei I die Linge der U-Bahn von zH . Dann ist [ der Index des zugehorigen Stabilisators in U, also ist
UzH eine disjunkte Vereinigung von
1=1U:(UnaHz™)l

Linksnebenklassen von H in G . Da jede dieser Nebenklassen genau |H| Elemente enthélt, folgt
1) = IUIH |

U N aHz ']
(ii) Da U naHz~ ' = |2~ Uz N H| ist, folgt (i) unmittelbar aus (i). O

\UzH| = H|-|U : (U N zHz

Wir hatten frither bereits endliche p-Gruppen betrachtet und einige niitzliche Eigenschaften gezeigt. Wir

wollen nun Untergruppen diesen Typs in beliebigen endlichen Gruppen untersuchen.

Definition 18.2

Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl. Ist H < G mit |H| = p" fiir ein r € Ny, dann heifit H eine
p-Untergruppe von G .

Ist p” die maximale p -Potenz in |G|, also IGl = p"m mit ggT(p,m)=1, dann heilt H eine p -
Sylow(unter)gruppe von G (oder auch Sylow p -Untergruppe). Eine Untergruppe H < G heifit Sy-
low (unter)gruppe von G, wenn sie p-Sylowgruppe von G fiir die Primzahl p ist.

Die Menge der p-Sylowuntergruppen von G bezeichnen wir mit Syl, (G).

Bemerkung 18.3

(i)  p-Sylowuntergruppen werden auch als maximale p-Untergruppen von G beziiglich Inklusion definiert.
Wir werden unten sehen, dass diese beiden Definitionen dquivalent sind.

(ii) Alle zu einer p-Sylowgruppe von G konjugierten Untergruppen von G sind ebenfalls p-Sylowgruppen
von G .

Das folgende Beispiel wird im Beweis der Sdtze von Sylow eine wesentliche Rolle spielen:

Beispiel 18.4

Sei G = GL, (p) = GL,, (Z,) die Gruppe der invertierbaren n x n-Matrizen iiber dem Kérper Z, . Dann ist
die Ordnung von G:

IGI=(p" =1)(p" " =p)-o-(p" = p" ).
Die maximale in |G| auftretende p-Potenz ist also

14+24..4n—1 _  no=b
p =p * .

Die Menge
P ={A=(a;)€GL, (p)|a; =1 fiir alle i,a;; = 0 fiir alle i > j}

der oberen Dreiecksmatrizen mit FEinsen auf der Diagonale ist eine Untergruppe von G , und es ist

n(n=1)

IPl=p 2z |

also ist P eine p-Sylowgruppe von G .
Entsprechend ist auch die Menge der unteren Dreiecksmatrizen mit Einsen auf der Diagonale eine p -

Sylowgruppe von G .

Wir wollen eine beliebige endliche Gruppe G mit der Gruppe GL,, (p) vergleichen, um eine p-Sylowgruppe

in G zu finden. Dazu brauchen wir zunéchst:
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Satz 18.5

Sei G eine endliche Gruppe, H < G . Sei P eine p-Sylowgruppe von G . Dann gibt es ein g € G, so dass
H N PY eine p-Sylowgruppe von H ist.

Beweis

Wir wollen Satz 18.1 auf die Untergruppen H und P anwenden. Ist 7 ein Vertretersystem fiir die Doppel-
nebenklassen von G nach P und H , dann ist also

|PIIHI
IGl= ) =5 ®
g;, Hn P

Dividieren wir diese Gleichung durch |Pl, so erhalten wir

SJIH:HNP/I=IG: Pl# 0(mod p).
geT
Also gibt es ein g € G mit

|H:HNPYl#0(mod p).
Da H N PY eine p-Gruppe ist, folgt dann, dass H N PY eine p-Sylowgruppe von H ist. (]

Die Aussagen (i) bis (iii) in folgendem Satz werden oft auch als 1. bis 3. Sylowsatz zitiert.

Satz 18.6 (Sylowsttze)

Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl. Sei |G| = p"m mit ggT (p,m) = 1. Dann gilt:
(i) Fir jedes s € {0,...,r} besitzt G eine Untergruppe der Ordnung p°. Insbesondere hat G stets eine p-
Sylowgruppe. Jede p-Untergruppe von G ist in einer p-Sylowgruppe von G enthalten.
(ii) Je zwei p-Sylowgruppen von G sind zueinander konjugiert.
(iii) Sei s, die Anzahl der p-Sylowgruppen von G . Dann hat s, die folgenden beiden arithmetischen Ei-
genschaften:
s, = |G : Ng (P)], insbesondere ist s, ein Teiler von |G : PI.
s, =1(mod p).
Beweis
(i) Sei IGl=n, und G = {¢g,...,9, } - Da die Linksmultiplikation mit g € G eine Bijektion auf G ist, ist die
durch gg; = gj(;) definierte Abbildung j +— k(j) eine Bijektion und die zugehorige Matrix A, = (a;;) mit
a; = 6;y(j) eine Permutationsmatrix in GL, (p). Vermoge des Monomorphismus(!) g +— A, ist G also iso-
morph zu einer Untergruppe H von GL, (p) . Fir GL, (p) hatten wir bereits wir bereits eine p -
Sylowgruppe angegeben, also hat nach dem vorhergehenden Resultat H dann auch eine p-Sylowgruppe und
damit auch G . Nach Satz 17.1 gibt es in einer p -Gruppe der Ordnung p" zu jeder p -Potenz p° ,
s € {0,...,7}, eine Untergruppe der Ordnung p*, also hat auch G solche Untergruppen.
Wir miissen noch zeigen, dass jede p-Untergruppe von G Untergruppe einer geeigneten p-Sylowgruppe von
G ist. Sei dazu H eine beliebige p-Untergruppe von G und P eine p-Sylowgruppe von G . Nach Satz 18.5
gibt es dann ein g € G, so dass H N PY eine p-Sylowgruppe von H ist. Dann muss bereits H = H N PY
und damit H C P9 gelten. Da auch P?Y eine p-Sylowgruppe von G ist, folgt die Behauptung.
(ii) Mit dem vorhergehenden Argument haben wir insbesondere gezeigt: sind H, P zwei p-Sylowgruppen von
G, dann ist H = PY fiir ein geeignetes ¢ € G, d.h. H und P sind zueinander konjugiert.
(iii) Nach (ii) operiert die Gruppe G durch Konjugation transitiv auf ihren p-Sylowgruppen. Ist P eine p-
Sylowgruppe von G, dann ist also Syl,(G) = {P? | g € G'}, und die Linge dieser einen G -Bahn ist
s, =|G :Gp|=|G : Ng (P)].

Dies zeigt die erste Aussage in (iii).
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Fiir den zweiten Teil betrachten wir Doppelnebenklassen von G nach P und H = N, (P), d.h. PgH mit
g € G . Sei T ein Vertretersystem fiir diese Doppelnebenklassen, o.E. sei 1 € 7 , und damit ¢ ¢ H fiir
1= g€ 7. Da P die einzige p-Sylowgruppe in seinem Normalisator H ist (wegen (ii)), ist fir ¢ € G der
Durchschnitt P9 N H C P N P nach Satz 18.5. Also ist dann PPN H =PI NP . Fir 1 =g €7 ist dies
eine echte Untergruppe von P . Aus der Gleichung ® im Beweis von Satz 18.5 ergibt sich nun nach Division
durch |HI:

I[Pl
: = B — i . 9 = . D
|G : HI ETlHﬂPgl 1+ E |[P: PN P =1(mod p)
g& 1=geT

Bemerkung 18.7

(i) G hat nur eine einzige p-Sylowgruppe P genau dann, wenn eine (und damit die) p-Sylowgruppe P
ein Normalteiler von G ist.

(ii) Der Beweis von (iii) zeigt, dass die Kongruenz s, =1 sogar richtig ist modulo jeder Potenz p? mit der
Eigenschaft p?||P : P N Q| fiir je zwei verschiedene p-Sylowgruppen P,Q von G .

(iii) Die Anzahlaussage s, = 1(mod p) gilt nicht nur fiir die p-Sylowgruppen, sondern allgemeiner fiir Un-
tergruppen von p-Potenzordnung, d.h. fiir jede feste p-Potenz p® mit p*|IG| gilt:

{U <G |IUI=p°} =1(mod p)

(iv) Sei G eine endliche Gruppe mit p|IG|, p prim. Dann enthélt G Elemente der Ordnung p (Satz von
Cauchy).

(v) Via Galoiskorrespondenz liefern die Sylowsitze Aussagen iiber die Existenz und Anzahl von gewissen

Zwischenkorpern in galoisschen Erweiterungen!

Folgerung 18.8
Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl mit p|IG|. Dann gilt fiir die Anzahl ¢, der Elemente der Ord-
nung p in G:

ty

—1(mod p)
Beweis
Ubung! O

Die Sylowsitze garantieren also die Existenz von Untergruppen von Primzahlpotenzgrad, und sie liefern au-

Berdem ein Kriterium fiir die Normalitét von Sylowgruppen. Wir wollen ihre Anwendung illustrieren.

Beispiel 18.9

(i) Sei G eine Gruppe der Ordnung p-¢ mit Primzahlen p < q.
Dann hat G also g-Sylowgruppe ) der Ordnung ¢. AuBlerdem gilt fiir die Anzahl s, der ¢-Sylow-
gruppen von G :
5,lG: Q| =p und s, = 1(mod p).
Wegen p < ¢ ist dann s, =1, und die ¢-Sylowgruppe @ ist ein Normalteiler in G .
(ii) Sei G eine Gruppe der Ordnung 105 =3-5-7.
Fiir p =7 gibt es eine 7-Sylowgruppe P der Ordnung 7 in G . Auflerdem gilt:
$7]lG : Pl =15 und s; = 1(mod 7).
In dieser Situation haben wir also zwei Moglichkeiten: s; =1 oder s; = 15.
Ist s; =1, dann ist P ein Normalteiler von G .
Wir nehmen nun an, dass es 15 7-Sylowgruppen in G gibt. Da der Durchschnitt je zweier verschiedener
7-Sylowgruppen trivial ist, enthalten die 7-Sylowgruppen also insgesamt 15-6 = 90 Elemente der Ord-

nung 7 und das neutrale Element.

99



Kapitel 18 Die Sétze von Sylow

Sei @@ eine 5-Sylowgruppe von G . Fiir die Anzahl der 5-Sylowgruppen erhalten wir
s5]|G - Q] =21 und s5 = 1(mod 5)
also ist s5 =1 oder s5 = 21. Ist s5 = 21, dann enthiilt G in den 21 5-Sylowgruppen 21-4 = 84 Ele-
mente der Ordnung 5. Aber dann erhalten wir den Widerspruch
105 =1G1 > 91+ 84 =175.
Also ist in diesem Fall s5 = 1, und damit ist die 5-Sylowgruppe @ von G ein Normalteiler.

Wir haben also in jedem Fall einen nichttrivialen Normalteiler in G gefunden.

Wir wollen die Sylowsétze benutzen, um die Struktur von endlichen Gruppen genauer zu bestimmen.

Satz 18.10
Sei G eine Gruppe der Ordnung p - ¢ mit Primzahlen p < ¢, ¢ # 1(mod p). Dann gilt: G ist zyklisch, also
G = Zpg-
Beweis
Sei G eine Gruppe der Ordnung pg. In Beispiel 18.9 (i) haben wir bereits gezeigt, dass G einen Normaltei-
ler @ der Ordnung ¢ hat. Fiir die Anzahl s, der p-Sylowgruppen von G gilt:

sp,/q¢ und s, = 1(mod p).
Also ist auch s, =1, d.h. G hat auch einen Normalteiler der Ordnung p, etwa P. Nun ist P@Q eine Unter-
gruppe von G , die wegen ggT (p,gq) =1 von der Ordnung pqg = |G| ist. Sind a € P, b€ @ , so ist
aba"b"! € PN Q = {1}, also kommutieren die Elemente von P und  miteinander. Dann ist P x Q — G,

(a,b) — ab ein Gruppenhomomorphismus(!), also folgt mit dem Chinesischen Restsatz
GEPXQZZyXxLy =Ly, O

Fiir die Ordnung 6 = 2 -3 ist die Bedingung in obigem Satz nicht erfiillt, und wir kennen in diesem Fall ja

auch die nichtzyklische Gruppe S5 . Allgemeiner klassifizieren wir die Gruppen der Ordnung 2p:

Satz 18.11

Sei p > 2 eine Primzahl. Dann gibt es bis auf Isomorphie genau zwei Gruppen der Ordnung 2p , nédmlich die
zyklische Gruppe Z,, und die Diedergruppe D), .

Beweis

Sei G eine Gruppe der Ordnung 2p . Nach Beispiel 18.9 (i) wissen wir bereits, dass G einen Normalteiler P
der Ordnung p hat. Auflerdem erhalten wir fiir die Anzahl s, der 2-Sylowgruppen mit den Sylowsitzen so-
fort: sy € {Lp}.

Ist sy =1, dann folgt wie im vorhergehenden Beweis sofort G = Z,,, .

Sei also s, = p. Dann hat G genau p Elemente der Ordnung 2, die die Menge G \ P bilden. Ist P = <a>,
be G\ P, dann gilt: a? =b> =e = (ab)?, also a~' =bab. Ist d eine Drehung der Ordnung p in der Die-
dergruppe D,, und s eine Spiegelung, so ist nun leicht zu zeigen, dass a + d, b + s einen Isomorphismus
G — Dy, liefert. ([l

Wir wollen nun noch einen allgemeinen Struktursatz fiir endliche abelsche Gruppen herleiten, den wir spéter

im Rahmen der Ring- und Modultheorie noch verallgemeinern werden. Zunéchst halten wir fest, dass wir fiir

abelsche Gruppen ihre Sylowgruppen explizit angeben kénnen:

Lemma 18.12

Sei G eine endliche abelsche Gruppe, p eine Primzahl. Dann ist
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G, ={z € G | ordz ist eine p-Potenz}
die p-Sylowgruppe von G .

Satz 18.13
Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Dann ist G direktes Produkt zyklischer Untergruppen.
Insbesondere ist also G = Z,, x...xX Z, fir geeignete Zahlen ny,...,n, .
Beweis
Sei |Gl = HZ:I p; die Primfaktorzerlegung von IGl, und sei P, die p;-Sylowgruppe von G, i=1...¢.
Wegen H::1|H| =IGlist G=F -...- P, und

Px.xXP - B ... =G, (T,..; k) — Xy~ ” Xy
ist ein Isomorphismus. Wir diirfen daher nun annehmen, dass G eine p-Gruppe ist. Sei etwa |G| = p" fiir
eine Primzahl p.
Wir zeigen zunéchst mit Induktion nach n : ist £ € G von maximaler Ordnung, dann ist G = (x> - U = (x> x U
fiir eine geeignete Untergruppe U < G .
Fiir n = 0 ist die Aussage klar. Sei also jetzt n > 0.
Sei @ € G von maximaler Ordnung. Ist orda = p", dann ist G = <a> zyklisch, und wir sind fertig.
Sei also nun orda < p", dh. A=<(a) <G . Dann gibt es b€ G\ A mit b € A. Da ordb <orda , ist
b? =a'? fiir ein o’ € A. Also ist b’ :=ba’"' € G\ A von der Ordnung p, und daher gilt fir U = (b'):
UNA={1}. Da aU auch maximale Ordnung in % hat, ist % = (aU>~% ~(alU) x % fiir eine
Untergruppe C von G mit U < C. Dann ist ANC ={1} und G=A4-C=2AxC . Da C <G, konnen

wir nun die Induktionsvoraussetzung anwenden und erhalten so die gewiinschte Zerlegung von G . O

Bemerkung 18.14

Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Die Zahlen ny,...,n, in einer Zerlegung G = Z,, X...x Z, sind nicht
eindeutig bestimmt, z.B. ist ja Zg = Zy x Z3 . Wegen des Chinesischen Restsatzes konnen wir aber stets eine
Zerlegung G =~ Z,, x...x Z,, angeben, so dass alle m,; Primpotenzen sind. Diese Zahlen sind dann (bis auf
die Reihenfolge) eindeutig (zéihle dazu nacheinander die Elemente ,grofier Ordnung!). Wir konnen daher die

endlichen abelschen Gruppen bis auf Isomorphie klassifizieren:

Satz 18.15
Seien G,H endliche abelsche Gruppen. Sei G =~ Z,

my,...,m, Primpotenzen sind.

X..XZ, und H =Z, X..xXZ, , wobei n,...,n,,

Dann ist G genau dann isomorph zu H, wenn r = s ist und die Zahlen n,,...,n, und my,...,m, bis auf die

Reihenfolge iibereinstimmen.
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Kreisteilungskorper

Wir wollen nun das Polynom X" —1 iiber beliebigen Kérpern K untersuchen. Dies ist der einfachste Spezi-
alfall eines Polynoms vom Typ X" — a (dessen Nullstellen Radikale sind). Fiir die Frage nach der Auflsbar-

keit algebraischer Gleichungen durch Radikale spielen diese Polynome eine wichtige Rolle.

Satz 19.1
Sei K ein Korper, n € N. Dann ist die Menge
W,(K)={a€eK|a" =1}
der n-ten Einheitswurzeln in K eine zyklische Gruppe, deren Ordnung n teilt.
Beweis
Da X" —1 € K[X] hochstens n verschiedene Nullstellen in K hat, ist W, (K) offenbar endlich. Auflerdem
ist klar, dass W, (K) eine multiplikative Gruppe ist. Nach Satz 16.25 ist W, (K) daher zyklisch. Da die
Ordnung jedes Elementes von W, (K) nach Folgerung 16.23 ein Teiler von n ist, also dies insbesondere fiir

die Ordnung eines erzeugenden Elementes von W, (K) gilt, folgt die zweite Aussage. O

Bemerkung 19.2
Ist Char K = p > 0, dann ist

X" —1=(X"-D",
d.h. es ist W,, (K) =W, (K). Insbesondere ist W, (K) = {1} .

Zerfillt X" —1 iiber K, und ist Char K kein Teiler von n , dann ist |W, (K)| = n.

Definition 19.3
Fiir einen Korper K heifit der Zerfiallungskorper L von X" —1 iiber K der Korper der n -ten Einheitswur-

zeln iiber K oder auch der n -te Kreisteilungskorper iiber K .

Ist z eine Einheitswurzel in K von der Ordnung n , dann heifit z eine primitive n -te Einheitswurzel in K .

Bemerkung 19.4
Ist L der n -te Kreisteilungskorper iiber K , dann ist ein erzeugendes Element von W, (L) gleichzeitig ein primi-

tives Element der einfachen Korpererweiterung %( (aber nicht umgekehrt!). Wir schreiben auch L = K (¥/1).

Wir haben bereits die Kreisteilungskorper iiber @ untersucht. Welche Aussagen konnen wir fiir die Kreistei-

lungskorper tiber beliebigen Kérpern K machen?

Satz 19.5
Sei n € N nicht durch p = Char K teilbar. Dann ist der n -te Kreisteilungskorper L iiber K galoissch iiber K .
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Beweis
Nach Definition zerfillt f = X" —1 iiber L in Linearfaktoren. Da f’ = nX" ! keine der n -ten Einheits-
wurzeln als Nullstellen hat, ist jede n -te Einheitswurzel eine einfache Nullstelle von f, also ist f separabel.

Als Zerfallungskorper von f iiber K ist damit L galoissch iiber K . O

Wir setzen im Folgenden stets voraus:
Die Charakteristik von K teilt die Zahl n € N nicht.
Es gibt dann also genau n verschiedene n -te Einheitswurzeln im Kreisteilungskorper L iiber K. Da eine
zyklische Gruppe der Ordnung n genau @ n> erzeugende Elemente besitzt, gibt es genau ¢ n> primitive
n -te Einheitswurzeln in L. Wir bezeichnen sie mit §,...,&,,, und setzen
Q, =(X—=&) . (X =& ) € LIXI.
®,, heifit n -tes Kreisteilungspolynom. Wir werden gleich zeigen, dass stets ®, € K[ X gilt.

Lemma 19.6

Seien K und n wie oben. Dann gilt:

(i) X"-1= Hd‘néd :

(ii) Sei R der Primring von K . Dann liegt ®, in R[X].

Beweis

(i) Ist € eine n -te Einheitswurzel, d = ord{, dann ist £ eine primitive d-te Einheitswurzel und d|n .

(ii) Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach n . Fiir n =1 ist offenbar &, = X —1€ R[X]. Sei
nun n > 1 und die Behauptung bis n — 1 bereits gezeigt. Nach (i) ist X" —1=®,, - g, wobei g € R[X] ein
normiertes Polynom ist. Division von X" —1 durch g in R[X] liefert also ®, , und damit ist auch
®, € RIX]. O

Wir kénnen nun zeigen, dass die Galoiserweiterung %( abelsch ist, genauer:

Satz 19.7

Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0, n € N mit n > 1 und p{n. Sei L der n-te Kreisteilungskérper

iiber K. Dann ist G (%() isomorph zu einer Untergruppe von Z, . Insbesondere ist also G (%() abelsch.

Beweis

Die Beweisidee kennen wir bereits aus dem vorherigen Paragraphen.

Da &, € K1 X1, permutiert jedes o € G(L/K) die primitiven n -ten Einheitswurzeln. Sei £ eine primitive

n -te Einheitswurzel, dann ist o (&) = £" fiir ein r € {1,...,n — 1} mit ggT (r,n) = 1. Die Abbildung
EZG(%()—)Z:L, o—r+nZ,wenn o(£)=¢"

ist wohl definiert, injektiv und ein Gruppenhomomorphismus. Also ist G(I/K) isomorph zu einer Unter-

gruppe von Z, . O

Wir haben bereits einige Eigenschaften von endlichen Koérpern kennen gelernt. Zu jeder Primzahl p und zu
jedem n € N wurde ein Koérper der Ordnung p” als Zerfallungskorper von X?° — X iiber Z, konstruiert.
Wir wollen nun alle endlichen Kérper angeben und dann die Galoisgruppen ihrer endlichen Erweiterungen

bestimmen.
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Satz 19.8

Sei K ein endlicher Korper der Charakteristik p > 0, P sein Primkoérper, und sei |K : Pl = m. Dann ist
K der Zerfillungskorper von X?" — X iiber P . Insbesondere hat K genau p™ Elemente, und die Erweite-
rung % ist galoissch.

Beweis

m

Als Vektorraum der Dimension m {iber dem Kérper P =~ Z, mit p Elementen hat K genau p™ Elemente.

Dann ist K~ eine zyklische Gruppe der Ordnung p™ — 1, also gilt fiir alle a € K : a?"~' = 1. Daher ist jedes
Element aus K Nullstelle des Polynoms X (X?"~'—1) = X?" — X € PIX], und daher ist K der Zerfil-
lungskorper des (separablen) Polynoms X P _ X € PIX], insbesondere ist K also galoissch iiber P . O

Bemerkung 19.9

Jeder endliche Korper ist also ein Kreisteilungskorper iiber seinem Primkorper!

Folgerung 19.10

Fiir jede Primzahl p und jedes m € N gibt es bis auf Isomorphie genau einen Korper mit p™ Elementen.

(Dieser Korper wird als Galoisfeld der Ordnung ¢ = p™ bezeichnet. Wir schreiben dafiir kurz: GF (¢).)

Satz 19.11

Die Galoisgruppe von GF(p %‘:F p) ist zyklisch von der Ordnung m , mit dem Frobeniusautomorphismus
F:a— a” als erzeugendem Element.
Beweis
Wir wissen bereits, dass die Frobeniusabbildung
F:GF(p™)— GF(p™), a— a?
ein Automorphismus von L = GF(p™) ist, der K = GF (p) elementweise festhilt, also ist F' € G (%) .
Sei @ ein primitives Element von L' . BEs ist F/ca>=a” fir jeN, und da die Elemente a” fiir

j =1,...,m paarweise verschieden. Wegen |G (%{)| =1L : K|l = m folgt daraus die Behauptung. O

Folgerung 19.12

Sei K ein endlicher Korper, %( eine endliche Korpererweiterung. Dann ist %{ eine zyklische Erweiterung.
Die Zwischenkorper von %( entsprechen eindeutig den Teilern von L : K1 .

Beweis

Sei P der Primkoérper von K, dann ist % galoissch, also ist auch %( galoissch, mit einer Untergruppe der
zyklischen Gruppe G(%) als Galoisgruppe, also ist auch G (%() zyklisch (und von der Ordnung

m =1L : K|). Die zweite Aussage folgt dann unmittelbar aus dem Hauptsatz der Galoistheorie, da es fiir eine

zyklische Gruppe der Ordnung m zu jedem Teiler d von m genau eine Untergruppe der Ordnung d gibt. O

Folgerung 19.13

Sei K ein endlicher Korper, f € K[X] ein irreduzibles Polynom. Dann ist f separabel und G (f) zyklisch
von der Ordnung deg f .

Beweis

Sei a eine Nullstelle von f in seinem Zerfillungskérper L iiber K. Dann ist K ca> eine zyklische Erweite-
rung von K vom Grad deg f . Als Galoiserweiterung von K , muss K ca> dann bereits der Zerféllungskorper
L von f iiber K sein, also ist G(f) = G(K(a%() , und die Aussage bewiesen. O
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Kapitel 20

Auflosbarkeit durch Radikale und

auflosbare Gruppen

Sei K ein Korper. Wir sehen uns die Radikalerweiterungen an und versuchen, via Galoiskorrespondenz zu
gruppentheoretischen Bedingungen zu kommen.

Zunichst betrachten wir algebraische Gleichungen der einfachsten Bauart, die offenbar durch Radikale losbar
sind, ndmlich zu Polynomen der Form X" —a € K[X], a € K " . Da wir fiir die Galoiskorrespondenz aufer-
dem von einem separablen Polynom ausgehen miissen, setzen wir voraus, dass Char K = p € N die Zahl n
nicht teilt. Dann ist X" — @ ein separables Polynom.

Eine Gleichung der Form X" —a =0, a € K, wird eine reine Gleichung genannt. Sei L der Zerfillungs-
korper von f = X" —q iiber K, b€ L mit 0" = a, und sei w eine primitive n -te Einheitswurzel. Dann
sind die Losungen von X" —a = 0 von der Form w'b, i =0,...,n — 1. Also enthiilt L die n -ten Einheits-

wurzeln. Da wir die Erweiterung K (W/K bereits betrachtet haben, wenden wir uns jetzt der Erweiterung
[/K Ccw> W d.h. dass wir im folgenden Satz voraussetzen konnen, dass der Grundkorper bereits die n -ten

Einheitswurzeln enthélt.

Satz 20.1

Sei n € N, Char K {n, und es seien die n -ten Einheitswurzeln in K enthalten. Dann gilt:
(i) Fir f=X"—a,ac K ,ist G(f) zyklisch. Ist f irreduzibel, so ist |G (f)| = n.
(ii)  Zu jeder zyklischen Erweiterung I/K mit |L: Kl=mn gibt esein b € L mit L = K(b) und b" € K .
Beweis
(i) Sei L der Zerfillungskorper von f iiber K, und sei ¢ € K eine primitive n -te Einheitswurzel. Ist b
eine Nullstelle von f in L, dann sind b,(b,...,¢" ' genau die n Nullstellen von f. Also ist L = K (b) , und
jedes o € G(f)= G(%() ist durch seinen Wert o(b) = ¢’b, j=0,....,n —1, eindeutig bestimmt, also
durch die Restklasse j + nZ € Z, . Wir haben daher eine injektive Abbildung
0:G(f)—Z,, 0 — j+nZ, wobei o (b) = (’b.
Wir zeigen, dass ¢ ein Gruppenhomomorphismus von G ( f) in die additive Gruppe Z,, ist. Seien o,7 € G(f)
mit o (b) = /b, 7(b) = ¢*b, dann ist
To(b) = 7(¢b) = ¢ (b) = ¢icky = Ity
also ist
prod>=j+k+nZ =(j+nZ)+ (k+nZ) =@+ o .
Daher ist G(f) isomorph zu einer Untergruppe der zyklischen Gruppe Z,, , und damit ist G (f) ebenfalls
zyklisch.
(ii) Sei o ein erzeugendes Element von G(%(), und sei wieder ¢ € K eine primitive n -te Einheitswurzel.

Da n=IL:Kl= |G(%{)|, sind nach Satz 15.4 die Automorphismen 1,0,...,6" ! linear unabhiingig iiber
K, also ist Z::OI ¢'o' = 0 und daher gibt es ein z € L mit
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b= (Cx)=z+Cor+ % +.. .+ o T =0.
Das Element ((,z) heifit Lagrangesche Resolvente. Es ist
o) =0+ + o+ .+ e+l =¢ D,
und daher o (b") = o (b)" = (7"" = b" fiir alle 0 € G(%{) Da I/K galoissch ist, folgt also " € K. Da
o" (b)) =¢"-b fir r=0,..,n—1 ist, sind die ¢", r € {0,...,n —1} , n verschiedene K -Automorphismen
von K(b).Da |IL: K|l =n ist, folgt daraus L = K (b) , und die Behauptung ist gezeigt. (]

Bevor wir zum Auflosbarkeitskriterium fiir algebraische Gleichungen durch Radikale kommen kénnen, benéti-
gen wir nun eine Reihe neuer Begriffe, vor allem gruppentheoretische Definitionen, um die Bedingung an die
Galoisgruppe formulieren zu kénnen.

Zur Verallgemeinerung der Korpererweiterungen, die durch sukzessive Adjunktion von Quadratwurzeln ent-
stehen (wie sie bei den geometrischen Konstruktionsproblemen vorgekommen waren), fithren wir folgende

Definition ein:

Definition 20.2
Eine Korpererweiterung %{ heifit metazyklisch (bzw. p-metazyklisch fiir eine Primzahl p € N ), wenn es

eine Kette
K:Znglgng:L
von Zwischenkérpern Z; von [/K gibt, so dass die Korpererweiterungen Zi1 . fir 4 =0,...,7r — 1 zyklisch
1

(bzw. zyklisch vom Grad p) sind.

Fiir Gruppen definieren wir:

Definition 20.3
Sei G eine Gruppe. Eine Kette von Untergruppen N; < G
{1+=N,,CN,,_; C..C Ny, CN, CNy =G
fiir die N; Normalteiler in N,;_; ist, fiir ¢ = 1,...,m , heifit eine Normalreihe (der Liinge n ) von G . Die Fak-

torgruppen Niy Nt =L..,m, heiflen Faktoren der Normalreihe. Gibt es eine Normalreihe von G, fiir die
(2

alle Faktoren abelsch sind, so heifit die Gruppe G auflgsbar.

Bemerkung 20.4

(i)  Offenbar sind alle abelschen Gruppen auflésbar.
(ii) Alle endlichen p-Gruppen sind auflosbar nach Satz 17.1.
(iii) Die symmetrische Gruppe S, ist fiir n € {1,2,3,4} auflosbar.

Alle endlichen abelschen Gruppen haben sogar Normalreihen mit zyklischen Faktoren. Dies fiihrt leicht auf

folgenden Satz:

Satz 20.5

Ist G eine endliche auflésbare Gruppe, dann hat G eine Normalreihe, deren Faktoren alle zyklisch und von

Primzahlordnung sind.

Ein niitzliches Hilfsmittel fiir den Nachweis der Auflosbarkeit ist ...
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Satz 20.6

Ist G eine Gruppe, N < G, dann gilt: G ist auflésbar genau dann, wenn N und % auflosbar sind.
Beweis

Ubung! (Verwende Noethersche Isomorphiesiitze.) (]

Beispiel 20.7

In den Beispielen 18.8 hatten wir bereits die passenden Informationen gesammelt, um jetzt zu sehen:
(i) Ist G eine Gruppe der Ordnung pg mit Primzahlen p,q , dann ist G auflosbar.
(ii) Ist G eine Gruppe der Ordnung 105, dann ist G auflésbar.

Eine Reihe gruppentheoretischer Auflosbarkeitssitze zu Gruppen spezieller Ordnung wie in den obigen Bei-

spielen haben Burnside auf den folgenden Satz gefiihrt:

Satz 20.8 ( p“¢’-Satz von Burnside, 1904)
Seien p,q Primzahlen, a,b € N . Dann ist jede Gruppe der Ordnung p°q” auflésbar.

Einer der wichtigsten Bausteine fiir die Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen war der berithmte
Satz:

Satz 20.9 (Feit und Thompson, 1963)
Jede Gruppe ungerader Ordnung ist auflosbar.

Die Beweise dieser Sitze liegen aulerhalb des Rahmens der Vorlesung. Beide benutzen Methoden der Darstel-
lungstheorie endlicher Gruppen. Der Beweis des Burnsideschen Satzes ist damit recht kurz und elegant, wiih-
rend der Satz von Feit und Thompson wesentlich mehr Arbeit erfordert.

Wir werden auflésbare Gruppen und den Nachweis der Auflésbarkeit fiir weitere Gruppen spéiter noch genau-

er untersuchen.

Bemerkung 20.10

Ist %( eine metazyklische Korpererweiterung, dann folgt daraus, dass alle Erweiterungen Z”/Z' insbeson-
7

dere separabel sind, dass auch %( separabel ist (14.6). Ist %( galoissch, so folgt mit dem Hauptsatz der
Galoistheorie, dass L/K genau dann metazyklisch ist, wenn G(%{) auflosbar ist. Auerdem folgt mit Satz
17.1, dass %{ genau dann p-metazyklisch ist, wenn G(%() eine p-Gruppe ist. Ist Char K = 2, dann ist
L/K genau dann 2-metazyklisch, wenn L aus K durch sukzessive Adjunktion von Quadratwurzeln entsteht,

da jede Korpererweiterung vom Grad 2 galoissch ist und durch Adjunktion einer Quadratwurzel entsteht.

Wir brauchen noch den folgenden Verschiebungssatz:

Satz 20.11
Sei L/K eine Korpererweiterung, und seien 7Z; C Z, und Z Zwischenkorper von %( Ist Z%l galoissch, so

ist auch Z - Z% - Z, galoissch, und die Galoisgruppe dieser Erweiterung ist isomorph zu einer Untergruppe

won (%4 ).
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Beweis

Nach Satz 14.15 ist Z, der Zerfillungskorper eines separablen Polynoms f € Z;[X]1. Dann entsteht Z - Z,
durch Adjunktion der Nullstellen von f an Z-Z;, ist also endlich und normal iiber Z-Z;. Da f auch als
Polynom in Z-Z;[X] separabel ist, ist die Erweiterung Z'Z%.Zl auch separabel, also insgesamt ga-
loissch.

Den gesuchten Monomorphismus erhalten wir, wenn wir die Einschrinkung der Automorphismen von Z - Z,
auf Z, betrachten (diese Abbildung ist offenbar injektiv!):

(" %y.2) = (a) ok 0

Satz 20.12

Sei p € N eine Primzahl und I/K eine Korpererweiterung. Sind 7, , Z; Zwischenkorper von I/K’ fiir die
Z%( metazyklisch (bzw. p-metazyklisch) ist (i =1,2), so ist auch % 'Z%( metazyklisch (bzw. p-meta-
zyklisch).
Beweis
Sind
K=KiCK{ C.CK. =2

fir + =1 und i = 2 Korperketten entsprechend der obigen Definition, so ist

K=KyCK C..CK}, =2 CZKt C..CZK} = 7,7,

2
eine Korperkette, fiir die die Erweiterungen DK 5 nach dem vorhergehenden Satz zyklisch (bzw. vom
144
. . . Z1 . Z2 . .
Grad p oder 1) sind. Dies zeigt, dass K metazyklisch (bzw. p-metazyklisch). [

Satz 20.13

Sei p € N eine Primzahl, %( eine metazyklisch (bzw. p -metazyklische) Korpererweiterung und N die
galoissche Hiille von %{ Dann ist % auflosbar (bzw. die Galoisgruppe von % ist eine p-Gruppe).
Beweis

Die zu L konjugierten Korper in N sind ebenfalls metazyklisch (bzw. p-metazyklisch) iiber K. Da N das
Kompositum dieser endlich vielen Zwischenkorper ist, ist nach Satz 20.11 auch ]\VK metazyklisch (bzw. p-

metazyklisch). Da % galoissch ist, folgt daraus mit dem Hauptsatz der Galoistheorie die Behauptung. [
Wir kénnen nun das folgende hinreichende Kriterium fiir Auflosbarkeit beweisen:

Satz 20.14

Sei K ein Korper, Char K = p € Ny, und sei f € K[X] ein irreduzibles, separables Polynom. Die Ga-

loisgruppe G (f) sei auflésbar, und es gelte p{|G(f)|. Dann ist die Gleichung f = 0 durch Radikale auflos-

bar, und alle Losungen sind Radikale.

Beweis

Sei L der Zerfillungskorper von f iiber K. Da G (f) auflosbar ist, gibt es eine Kette von Untergruppen
G(f)=N;, DN,y D..DN; DNy =Hid},

wobei jeweils N, ; normal in N; und N%V-,l zyklisch von Primzahlordnung p; ist. Nach dem Hauptsatz

der Galoistheorie erhalten wir durch Bilduﬂg der entsprechenden Fixkorper dazu eine Kette von Zwischen-

. L/ .
korpern von A(
K:ZtCZt_IC...CZICZ(J:L,
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wobei Zi*/Z. eine zyklische Erweiterung vom Grad p; ist. Sei n = |L : K| und K’ der n -te Kreisteilungs-
korper iiber K . Sei L' = K'L das Kompositum von K’ und L im algebraischen Abschluss K . Da
n=p ..-p,und pfn,ist p; = p fiir i =1,....t. Da K’ alle n-ten Einheitswurzeln enthilt, enthilt K’
auch die p;-ten Einheitswurzeln fiir ¢ = 1,...,¢. Wir erweitern nun in der obigen Korperkette alle Korper mit
K':
K =K7, cKZ_,c..CcK'Z,cKZ,=1".
!

Nach Satz 20.11 sind dann auch die Erweiterungen Kz i%{’Z- zyklisch fiir alle 7. Nach Satz 20.1 existiert
dann fiir jedes i ein b € K'Z;_; und ein m; € N | so dass K'Z;(b;) = K'Z;,_; und b € K'Z; gilt. Nach
Definition ist also L%{, eine Radikalerweiterung. Da auch K%( eine Radikalerweiterung ist, ist also auch
L%( eine Radikalerweiterung. Da alle Nullstellen von f in L’ liegen, folgt daraus der Satz. O

Folgerung 20.15
Sei K ein Korper, f € K[X] separabel und vom Grad < 4, und es gelte Char K {|G(f)|. Dann ist f durch

Radikale auflosbar, und alle Losungen sind Radikale.

Satz 20.16

Sei K ein Korper der Charakteristik 0, und sei f € K[X] ein irreduzibles Polynom. Dann ist f = 0 genau
dann durch Radikale auflésbar, wenn G (f) auflosbar ist.

Beweis

Ist G(f) auflosbar, dann ist f = 0 durch Radikale auflésbar nach Satz 20.14. Wir zeigen nun die Umkeh-
rung und setzen daher jetzt voraus, dass f eine Nullstelle in einer Radikalerweiterung L von K besitzt. Es
gibt also b,...,b; € L, n,...,r; € N, so dass L = K (b,....b;), b € K, b} € K(by,...,b;_1) fiir i =2,...,t,
gilt. Setze Z; = K (by,...,b;) fiir i =0,...,t . Weiter sei n =7 -...-n, und K’ der n -te Kreisteilungskorper
iiber K . Dann enthilt K’ insbesondere auch alle 7;-ten Einheitswurzeln, fiir 4 = 1,...,¢. Wir betrachten nun

die Zwischenkorperkette
KcK cKZ c.cKzZ =1".

!
Die Erweiterungen K %, sind nach Satz 20.1 fiir ¢ =1,...,¢ zyklisch, und die Erweiterung K%{ ist
i—1

abelsch nach Satz 19.7. Dann ist insgesamt L%( metazyklisch. Also ist die galoissche Hiille N von L%(
auflosbar nach Satz 20.13, d.h. G(%) ist auflosbar. Da f eine Nullstelle in L C N besitzt, ist der Zerfil-
lungskérper Z von f ein Zwischenkérper von % Auflerdem ist %{ galoissch. Nach dem Hauptsatz der
Galoistheorie ist G (f) eine Faktorgruppe von G (AVK) , und damit ist G (f) ebenfalls auflosbar. (]

Unsere Frage, ob algebraische Gleichungen stets durch Radikale auflésbar sind, gliedert sich also nun in zwei
Teile:
e Gibt es Gruppen, die nicht auflésbar sind?

e Gibt es Polynome, deren Galoisgruppe eine solche nicht auflésbare Gruppe ist?

Wir wollen zunéchst ein dquivalentes Kriterium fiir Auflosbarkeit angeben.

Definition 20.17
Sei G eine Gruppe. Sind a,b € G, dann heifit das Element
[a,b] == aba 'b~!
der Kommutator von a und b . Die von den Kommutatoren erzeugte Untergruppe
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G'=[G,G]l = ([a,b]]| a,b € G)
heifit die Kommutatorgruppe von G .
Wir setzen G = G, G = G’ , und definieren induktiv fiir 7 € N:
G =[GV, GV,
Die Untergruppe G'” heifit die i-te Kommutatorgruppe von G .
Die Kette
G=G">GaV2..0GU M D>GEY D ...

heifit die Kommutatorreihe von G .
Folgende niitzliche Eigenschaften von Kommutatorgruppen sind leicht zu tiberpriifen:

Satz 20.18

Sei G eine Gruppe. Dann gilt:

(i) G ist ein Normalteiler von G fiir alle i € N.
ii) Die Faktorgruppe %, ist abelsch.

(

m) Ist | mit abelscher Faktorgruppe , dann gilt CN.
iii) Ist N <G mit abelscher Faktorg G/ > dann gilt G C N
(iv) Ist U <G, dannist U' C G'.Ist N <G, dann ist (%)/ = G/%.

Bemerkung 20.19

(i) Eine Gruppe G ist genau dann abelsch, wenn G’ = {1} ist.

(i) S, <A, firalle n e N, S; = A, fir n =1,2,3 ist leicht zu sehen.

(iii) GL, (K) < SL, (K) fiir alle Korper K und n € N.

(iv) G'7 ist sogar eine charakteristische Untergruppe von G, d.h. sie ist invariant unter allen Automorphis-

men von G .

Satz 20.20

Sei G eine Gruppe. Dann ist G auflosbar genau dann, wenn G'7) =1 fiir ein j € N.
Beweis
Ist GY) =1, dann ist
G =qo ) G D..D el D QU =1

eine (endliche) Normalreihe mit abelschen Faktoren, also ist G auflosbar.
Ist umgekehrt G auflosbar und

G=G2G2..2G,,2G, =1
eine Normalreihe mit abelschen Faktoren, dann zeigen wir mit Induktion nach n: G =1.1Ist n = 0, dann
ist G = Gy =1 und die Behauptung klar.
Da mit G auch G, auflosbar ist und G die Normalreihe

G 2..2G,,2G, =1
der Linge n — 1 hat, folgt nach Induktionsvoraussetzung G;" ! = 1. AuBlerdem ist G’ C G; nach Satz 20.18.
Also folgt
Gm = @' C b =1, 0

Beispiel 20.21
Sei G = S, . Dann ist die Kommutatorreihe von S,
Sy DA DV, D1,

insbesondere zeigt dies die Auflésbarkeit von S .
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Satz 20.22

(i) S, =A, fir n e N.

(i) A =1firn<3, A=V, A =A, fir n>5.

Beweis

Die Aussagen in (i), (ii) fiir n < 4 haben wir bereits gezeigt.

Wir zeigen zuniichst, dass fiir n > 3 die alternierende Gruppe A, von den 3-Zyklen erzeugt wird. Dazu miis-
sen wir nur zeigen, dass das Produkt von je zwei Transpositionen ein Produkt von 3-Zyklen ist. Seien also

a,b,c drei verschiedene bzw. a,b,c,d vier verschiedene Zahlen in {1,...,n}. Es gilt dann:
(a b)ca ¢>="(a ¢ b)
(a b)(c d)="C(a c bla c d.
Sei nun n > 5, und seien a,b,c¢ drei verschiedene Zahlen, d,e zwei weitere Zahlen in {1,...,n} mit |{a,b,c,d,e}| = 5.
Dann ist
(abe)=[Cabd,cea)
ein Kommutator von Elementen aus A,. Da A, von den 3-Zyklen erzeugt wird, ist dann A4, < A, < S, . Da

S %4” abelsch ist, folgt A, = S, = A!. O
Es folgt daraus mit Satz 20.20 insbesondere:

Folgerung 20.23
Fiir n > 5 sind die symmetrische Gruppe S, und die alternierende Gruppe A, nicht auflésbar.

Wir wollen nun kliren, ob es Polynome in Q[ X gibt, deren Galoisgruppe nicht auflésbar ist, und die daher
nicht durch Radikale auflosbar sind.

Satz 20.24

Sei p eine Primzahl, f € Q[X] ein irreduzibles Polynom vom Grad p, das in C genau zwei nichtreelle
Nullstellen hat. Dann ist die Galoisgruppe G (f) isomorph zu 5, .

Beweis

Da C den Zerfillungskérper von f iiber Q enthiilt, hat f in C genau p Nullstellen, von denen p — 2 reell
sind. Die beiden nichtreellen Nullstellen miissen konjugiert komplex zueinander sein. Also enthilt G (f) als
Permutationsgruppe auf den Nullstellen betrachtet eine Transposition, nimlich den von der komplexen Kon-
jugation induzierten Automorphismus auf dem Zerfillungskorper von f iiber Q. Andererseits enthilt G (f)
ein Element der Ordnung p, da f irreduzibel und vom Grad p ist. Eine Untergruppe der S, , die eine
Transposition und ein Element der Ordnung p enthélt, ist aber bereits gleich der ganzen Gruppe S, (0-
bung!). Also ist G(f) =S, . O

Beispiel 20.25
Das Polynom X® —4X +2 € Q[X] ist irreduzibel und hat genau 3 reelle Nullstellen (Kurvendiskussion!),
also hat dieses Polynom die Galoisgruppe S .

Folgerung 20.26 (Galois)
Es gibt irreduzible Polynome 5. Grades in Q[ X1, die nicht durch Radikale auflssbar sind.
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