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1 Integration von Treppenfunktionen

Wir wollen nun das Integral fiir Funktionen einfithren, die auf einer Teil-
menge des R™ definiert sind. Dabei wollen wir gleich einen allgemeineren
Integralbegriff betrachten als den aus Analysis I bekannten. Wir wollen
némlich

e auch unbeschriankte Funktionen integrieren

e Limesbildung und Integration auch bei nicht gleichméfiger Konver-
genz vertauschen konnen.

Der geeignete Integralbegriff dazu ist der Begriff des Lebesgue-Integrals.

Diesen Begriff wollen wir nun einfithren. Wir werden dazu analog zu
der Einfithrung des Integrals einer stetigen Funktion auf einem kompakten
Intervall in Analysis I vorgehen. Die entscheidenden Schritte sind

(1) Definition des Integrals einer Treppenfunktion.

(2) Approximation einer gegebenen Funktion f durch eine Folge von Trep-
penfunktionen.

(3) Definition des Integrals von f als Grenzwert der Integrale einer appro-
ximierenden Folge von Treppenfunktionen.

Wir beginnen nun mit Schritt (1). Eine Treppenfunktion in Analysis I
war eine Funktion einer Verdnderlichen, die konstant auf Intervallen war.
Wir iibertragen nun den Begriff des Intervalls auf den R™.

In R kennen wir folgende Intervalle:

e Beschriankte Intervalle: a,b € R, a < b,
(a,b) (offen)
[a,b), (a,b] (halboffen)
[a,b] (abgeschlossen)

e Unbeschriankte Intervalle:

(=00, b), (=00,], (a,0), [a, 00), (=00, 00) = R.
Mit eingeschlossen ist dabei die leere Menge:
0 = (a,b) = [a,b) = (a,b] fiir a =b.
Definition Ein Quader Q C R" ist das kartesische Produkt
Q=L x..xIp={xeR"|z;€l;, j=1,...,n}

von n beschrinkten Intervallen aus R. Ein Quader heifit leer, wenn eins der
Intervalle leer ist. Ein nicht leerer Quader heiflt ausgeartet, wenn eins der
Intervalle zu einem Punkt entartet ist.
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Man skizziere den Fall n = 2!

Satz 1.1 Der Durchschnitt einer beliebigen Familie von Quadern ist ein

Quader.

Beweis. Dieser Satz gilt in R: als unteren Eckpunkt nimmt man das Su-
premum aller unteren Eckpunkte, als oberen Eckpunkt das Infimum aller
oberen Eckpunkte. Damit gilt der Satz koordinatenweise und damit auch
fiir Quader des R™. O

Die Vereinigung von Quadern ist dagegen im Allgemeinen kein Quader
(Beispiel?).

Definition Eine Menge M C R"™ heifit zuldssig, wenn es paarweise dis-
junkte Quader Q1,...,Q, gibt, so dass M = J;_; Q.

Satz 1.2 Sind M und N zulissige Mengen, so ist auch ihr Durchschnitt
M NN eine zuldssige Menge.

Beweis. Da M und N zuldssig sind, gibt es Quader P;, ..., P. und @1,
., Qs, so dass

M = |JP., P.nPR=0, k#l,
k=1

N = UQm» QmﬂQn:®7 m#n.
m=1

Es gilt nun
MNON = (U Pk> n (U Qm> =B Q).
k=1 m=1 k,m

Die Quader P, N @, sind paarweise disjunkt, denn

(PeNQm)N(PNQy) #0
= Pk:mpl#@undean?é(b
= k=1lund m=n.

O

Korollar 1.1 Sind die Mengen My, ... , M, zulissig, so ist auch ihr Durch-
schnitt (N, My, zulissig.

Beweis. durch vollstédndige Induktion nach r. O
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Satz 1.3 Die Differenz Q \ Q' zweier Quader @ und Q' des R™ ist eine
zuldssige Menge.

Beweis. (n=2) Essei @ =1 x Jund Q' = I’ x J'. Dann gibt es paarweise
disjunkte Intervalle Iy, I1, Is C R mit der Eigenschaft

INT'=0LUL, InI' =I.
Analog gibt es paarweise disjunkte Intervalle Jy, J1, Jo C R mit
J\NJ = uUldy, JnJ =Jp.
Wegen I = (I\I')U(INT) gilt
I=1ZUulLUl.

Analog gilt
J=JoUJi U Js.

Daraus folgt

Q = IxJ=JLxJ,
k,l

QNQ = (InI')yx (InJ)=1Iyx Jo,
Q\Q = Q\(@n@)= |J =Lxa
(k,)#(0,0)

Man iiberzeuge sich davon, dass die rechts vereinigten Mengen paarweise
disjunkt sind. O

Satz 1.4 Ist Q C R" ein Quader und M C R"™ eine zuldssige Menge, dann
ist auch Q \ M zulissig.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es paarweise disjunkte Quader @, ...,
Qr, so dass M = |J;_; Q. Es gilt nun

T

Q\M=Q\ | JQe= )@\
k k=1

=1

Nach Satz 1.3 sind die Mengen @ \ Qj zuldssig, nach Korollar 1.1 damit
auch @\ M. a

Satz 1.5 Sind die Mengen M, N C R"™ zuldssig, so ist auch die Menge
M\ N zulissig.
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Beweis. Da ein Quader beschrankt ist, ist auch M beschrinkt, also in einem
Quader @Q C R™ enthalten. Es gilt

M\ N =Mn(Q\N).

Nach Satz 1.4 ist @ \ N und nach Satz 1.2 damit auch M N(Q \ N) zuléssig.
a

Satz 1.6 Sind die Mengen M, N C R"™ zuldssig, so ist auch die Menge
M UN zuldssig.

Beweis. Esist MUN = (MNN)U(M\N)U(N\M) und die rechts stehenden
Mengen sind paarweise disjunkt. Der Satz folgt damit aus Satz 1.2 und
Satz 1.5 (wie?). O

Korollar 1.2 Sind die Mengen My, ... , M, zuldssig, so ist auch ihre Ver-
eintgung J,_, My, zulissig.

Beweis. durch vollstéandige Induktion nach 7. O

Definition Das Volumen v(Q) des Quaders Q = I; X ... x I, ist das
Produkt seiner Kantenléngen:

0(Q) == A1) - ... - M(Ip).

(Dabei ist A(I;) die Lange des Intervalls I;, vgl. Analysis I. Ein Intervall J
mit den Eckpunkten a,b, a < b, hat die Linge A\(J) = b — a.)

Statt v(Q) schreiben wir manchmal auch v, (Q).
Bemerkung 1.1 Ist @ ausgeartet, so gilt v(Q) = 0.

Definition Eine Funktion ¢ : R” — R heifit Treppenfunktion auf R™, wenn
es endlich viele paarweise disjunkte Quader @1, ... ,Q), gibt, so dass gilt:

(i) tist auf jedem Q, k =1,... ,r, konstant.
(ii) t(z) =0 fir alle z € R™ \ Uy_; Q-
Die Menge aller Treppenfunktionen auf R™ bezeichnen wir mit £°(R™).

Satz 1.7 Sindty, ..., t,, Treppenfunktionen auf R™, so gibt es endlich viele
paarweise disjunkte Quader Q1, ..., Q,, so dass

(i) t; ist konstant auf Qy, fir jedes i und k.

(ii) ti(x) =0 fir alle x € R™ \ J,_; Qr und jedes i.
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Beweis. Es sei M; die Vereinigung der Quader, auf denen die Treppenfunkti-
on t; konstant ist, ¢ = 1,... ,m. Dann ist M; zuldssig. Nach Korollar 1.2 ist
auch die Vereinigung (J;; M}, zuléssig, also die Vereinigung endlich vieler
paarweise disjunkter Quader @, ..., @/,. Indem wir die Durchschnitte mit
den urspriinglichen Quadern bilden, erhalten wir ein System von Quadern
mit den gewiinschten Eigenschaften. O

Satz 1.8 Fiir s,t € LO(R") gilt:
(i) s+t e LOYRM).
(ii) As € LO(R™) fiir alle X € R.
(iii) |s| € LO(R™).

Beweis. Man wéihle nach Satz 1.7 ein gemeinsames System von paarweise
disjunkten Quadern fiir s und ¢. Auf diesen Quadern sind dann auch die
Funktionen aus (i)—(iii) konstant. O

Korollar 1.3 Die Menge LO(R") bildet einen Vektorraum iiber R.

Definition Die charakteristische Funktion einer Menge A C R” ist die
Funktion 14 : R” — R mit

La(z) = 1 fiir x € A,
AW 0 fir e R\ A

Bemerkung 1.2 Jede Treppenfunktion auf R™ kann als Linearkombination
von charakteristischen Funktionen von Quadern dargestellt werden:

r

t= chle, cr € R.
k=1

Umgekehrt ist jede solche Linearkombination eine Treppenfunktion (Q1, ... ,
@, brauchen dabei nicht paarweise disjunkt zu sein).

Definition Unter dem Integral einer Treppenfunktion t = Y, _; ¢xlg, ver-
steht man die Zahl

T

/n t(x)dr := Z ckv(Qp)-

k=1

Satz 1.9 Die Definition des Integrals hingt nicht von der Darstellung der
Treppenfunktion ab.
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Beweis. Angenommen

T S
/ /"
t= Ck?lQ;Q = Z Cl ]‘Q;/
k=1 =1
Nach Satz 1.7 gibt es paarweise disjunkte Quader Q1, ..., @), so dass

p
t= Z Clek
k=1

und jedes @ und Q7 ist Vereinigung von gewissen Q. Es sei

Q= J Q.

Dann gilt

du(Q)) = c UQk ZC;-ZU(Qk),

kel; kel;
T T P
D du(@) = DD du(@Q) =D arv(Qr)-
j=1 j=1kel; k=1
Entsprechend folgt
s p
> (@) = crv(Q)-
i=1 k=1

Wir zeigen nun Eigenschaften dieses Integrals.
Satz 1.10 (Linearitit) Es seien s,t € LO(R"), A € R. Dann gilt:
(1) Jgn(s+)(x)de = [z, s(x)dr + [p. t(z) de.
(ii) fgn As(z)dz = X [, s(z) da.

Beweis. Ubergang zu gemeinsamem System von Quadern fiir s und ¢, darauf
ausrechnen, wie in Analysis I. O

Bemerkung 1.3 Dieser Satz besagt, dass das Integral fR" dx eine Linear-
form £LO(R") — R ist.

Satz 1.11 (Monotonie) Sind s,t € LO(R") mit s < t, so ist

/n s(z)dz < / H(z) dz.
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Beweis. Wie bei Satz 1.10, wobei zu beachten ist: v(Q) > 0 fiir jeden

Quader Q. O
Korollar 1.4 Fiirt € LO(R™) gilt

/n Hz) da| < / 1t(z)| da

Beweis. Ubungsaufgabe. O

2 Abzihlbarkeit und Nullmengen

In der Lebesgueschen Integrationstheorie braucht man gewisse Mengen, die
Nullmengen, nicht zu beachten im folgenden Sinne: Andert man eine in-
tegrierbare Funktion auf einer Nullmenge ab, so #ndert sich ihr Integral
nicht. Bevor wir Nullmengen einfithren, wollen wir noch einiges iiber die
Abzéhlbarkeit von Mengen nachtragen.

Definition Eine nichtleere Menge M heifit abzdhlbar, wenn es eine sur-
jektive Abbildung N — M gibt, d.h. wenn eine Folge (z,,)nen existiert mit
M = {z,, |n € N}. Eine nichtleere Menge heifit iiberabzdihlbar, wenn sie nicht
abzéhlbar ist.

Beispiel 2.1 Beispiele fiir abzdhlbare Mengen: endliche Mengen, N, Z.

Satz 2.1 Die Vereinigung abzdhlbar vieler abzdhlbarer Mengen My, k € N,
st wieder abzdihlbar.

Beweis. Es sei My, = {xy; |l € N}. Wir schreiben die Elemente der Vereini-
gungsmenge | J oy Mj, in einem quadratisch unendlichen Schema an:

v o i
o AT
e
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Die Abzihlungsvorschrift ist durch die Pfeile angedeutet und erfasst alle
Elemente der Vereinigungsmenge. O

Korollar 2.1 Die Menge Q aller rationalen Zahlen ist abzihlbar.
Beweis. Fiir jede natiirliche Zahl k£ > 1 sind die Mengen
Ap = {% ‘ m e Z}

abzahlbar. Nun gilt Q = UkZI Aj. Daher ist nach Satz 2.1 auch Q abzéhlbar.
Od

Satz 2.2 Die Menge R aller reellen Zahlen ist tiberabzdhlbar.

Beweis. Wir verwenden das sogenannte Cantorsche Diagonalverfahren. Es
geniigt zu zeigen, dass das Intervall (0, 1) nicht abzédhlbar ist. Angenommen,
(0,1) sei abzihlbar. Dann gibt es eine Folge (x,,),>1 reeller Zahlen, so dass
(0,1) = {x,, |n > 1}. Die Dezimalbruchentwicklungen der Zahlen x,, seien

r, = O, a11a12a13 - - .
Tro9 = 0, a210922a923 . . .
ry = O, asiasaass . ..

Wir definieren nun eine Zahl ¢ € (0, 1) durch die Dezimalentwicklung
c=0,cicocy ...,

wobei

| 5, falls apr # 5,
k= 4, falls apr = 5.

Insbesondere gilt ¢ # ay fiir alle k > 1. Nach Annahme existiert ein n > 1
mit x, = c¢. Daraus folgt aber a,, = ¢,, ein Widerspruch. O

Aufgabe 2.1 (a) Man zeige, dass jedes nichtleere offene Intervall (a,b)
iiberabzéhlbar ist.
(b) Man zeige, dass die Menge der irrationalen Zahlen iiberabzihlbar ist.

Definition Eine Menge M C R"™ heifit (Lebesgue-)Nullmenge, wenn es zu
jedem e > 0 eine Folge von Quadern Q1,Q2, ... gibt, so dass M C |Jy—; Qk
und Y07, v(Qg) < e.

Satz 2.3 Ist My, Ms,... eine Folge von Nullmengen, so ist auch | Jge, My,
eine Nullmenge.
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Beweis. Es sei € > 0 vorgegeben. Da M}, eine Nullmenge ist, gibt es Qg1,

Qk2, -+, so dass My, C Uj2; Qs und D272, v(Qj) < ¢ (b = 1,2,...).
Daraus folgt

UMkoUijundZ v(Qkj) SZ%_
k=1

k=1j=1 k,j

Da die abzéhlbare Vereinigung von abzéhlbaren Mengen wieder abz&hlbar
ist (Satz 2.1), ist M eine Nullmenge. O

Beispiel 2.2 Fiir zy € R" ist {z(} eine Nullmenge. Ebenso ist jede abzihl-
bare Teilmenge des R™ eine Nullmenge, z.B. auch Q" = {z € R" | z; € Q}.

Definition Es sei D C R". Eine Funktion f : D — R heifit fast dberall
definiert auf D, wenn es eine Nullmenge M C D gibt, so dass f auf D\ M
definiert ist.

Definition Es sei D C R". Zwei Funktionen f,g : D — R heiflen fast
iberall gleich (in Zeichen f =, g), wenn es eine Nullmenge M C D gibt, so
dass f[p \»r = glp\m (d.h. wenn {x € D| f(z) # g(z)} eine Nullmenge ist).

Beispiel 2.3 Die auf D = [0, 1] erkldrte Dirichlet-Funktion

Fz) = 1 fiir x rational,
=10 fira irrational,

ist fast tiberall gleich zur Nullfunktion.

Definition Eine Folge (fx)ren von Funktionen f; : R™ — R heifit fast
tiberall konvergent gegen eine Funktion f : R® — R, wenn es eine Nullmenge
M C R"™ gibt, so dass fiir alle z € R™ \ M die Folge (fx(x))ken gegen f(x)
konvergiert.

Aufgabe 2.2 Man vergleiche die Begriffe fast iiberall konvergent, punkt-
weise konvergent und gleichméfig konvergent.

3 Das Lebesgue-Integral

Wir fithren nun die Schritte (2) und (3) des am Anfang von §1 beschriebenen
Programms aus.

Definition Mit £ (R") bezeichnen wir die Menge aller Funktionen f :
R"™ — R mit der folgenden Eigenschaft: Es gibt eine monoton wachsende
Folge von Treppenfunktionen (t)ren, die fast {iberall gegen f konvergiert
und deren Integralfolge ( [ tx () dx)pen beschrénkt ist.
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Satz 3.1 Fs sei f € LT(R™) und (tg)ken eine monoton wachsende Folge
von Treppenfunktionen mit beschrinkter Integralfolge, die fast iiberall gegen
[ konvergiert. Dann hat die Integralfolge ([5, tr(x) dx)ren einen Grenzwert
in R und dieser ist unabhingig von der gewdhliten Folge (ty).

Definition Dieser Grenzwert heifit das (Lebesgue-)Integral von f:

f(z)dz == lim ti(x) dz.
Rn

k—oo Jgn
Zum Beweis von Satz 3.1 bendtigen wir zwei Hilfssétze:
Satz 3.2 Es sei (sk)ken eine Folge von Treppenfunktionen mit
(i) sop>81>...>0,
(ii) (sg) konvergiert fast tiberall gegen die Nullfunktion.
Dann gilt

lim sk(x)dx = 0.
k—o0 Rn

Zum Beweis dieses Satzes brauchen wir ein Lemma.

Lemma 3.1 Es sei Q C R" ein Quader. Dann gibt es zu jedem € > 0 einen
offenen Quader Q* mit Q C Q* und

v(Q") —v(@) <e.
Beweis. Ubungsaufgabe. O

Beweis von Satz 3.2. Nach (i) gilt

/nso(m)d:nZ/nsl(x)de...Z/nOd:L‘ZO.

Daher existiert limy_, oo fRn sk(z) dr und ist > 0. Es reicht daher zu zeigen:
Zu jedem € > 0 gibt es ein kg € N, so dass

/ Sko(z) do < €.

Es sei also € > 0 vorgegeben.
(a) Da so nur endlich viele Werte hat, gibt es wegen (i) ein M > 0 mit

sp(x) < M fur alle x € R" und k € N.
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(b) Es sei N die Menge aller x € R, fiir die si(x) nicht gegen 0 konver-
giert. Nach (ii) ist V eine Nullmenge. Daher gibt es eine Folge von Quadern
P, Py, ... mit

(o] (o]
1S
NC UlPﬂund EIIU(P#)<6—M
H= H=

Nach Lemma 3.1 gibt es fiir jedes p = 1,2,... einen offenen Quader P
mit P, C P; und
€
206 M

v(Py,) —v(P) <

Dann gilt

o0 o
& 13 13 &
P < (P ) £ L f &
;”( ﬂ)—; v(P) + Suear) <ear Year 3w

(c) Da sg # 0 nur auf endlich vielen Quadern, gibt es einen kompakten
Quader Qo mit sp(x) =0 fir z & Qo, also wegen (i)
sp(x) =0 fir alle x € R™ \ Qo und k£ € N.

(d) Fiir jede Funktion s; gibt es nun eine Zerlegung von Qp in endlich

viele paarweise disjunkte Quader ng), Qék), ey Q&i), auf denen s konstant
ist. Betrachte die Folge

Q... W QM. ... .M, ...

Es sei

Q17Q27Q37 s

die Teilfolge der Quader Qﬁ,k), auf denen sy (z) < :W(C;W gilt.

Setze h; = k falls Q; = ng). Dann ist @; Konstanzquader fiir die
Treppenfunktion s;, und es gilt

sp(x) < m firallex € Q;undi=1,2, ....

Nach Lemma 3.1 gibt es offene Quader Q} (i =1,2,...) mit

€

Qi c Qjund )y (v(Q)) —v(QN) < 537
=1

Behauptung 3.1
o o
QcUrvla.
p=1 i=1
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Beweis.

re€N = zx€ UPJ (nach (b))

p=1
re€Qy\N = klim sk(x) =0 (nach (ii))
€
Jko € N —
= 0 € Sk0($)< 3U(Q0)—|—1

= JieNze@;, CQ;.
Da @)y kompakt ist, gibt es nach Heine-Borel ein m € N, so dass
m m
@ < Urvle
p=1 i=1

= UrvlJa.ulJ@\ e
p=1 i=1 i=1

Wir definieren nun neue Treppenfunktionen, mit Hilfe derer wir die Integrale
iiber die Treppenfunktionen s; abschétzen:

M fir x € P*
— o _
tu(ﬁ) : { 0 firsd PJ, p=1 ..., m,
£ . m )
t(x) = 30(Qo)+1 fiir z € JiZ Qs
0 fir z ¢ U, Qi
; = M fir z € Q7 \ Qi
UZ(J?) = { 0 fiir z € Q;k\Q“ 1, ,m,

h = max(hy,ha, ..., hpy)

Behauptung 3.2

m

m
sp < Ztlt+t+ZMi auf R™.
=1 i=1

Beweis. Da alle rechts stehenden Funktionen nicht negativ sind, geniigt
es zu zeigen, dass fiir jedes z € R™ mindestens eine der rechts stehenden
Funktionen > sp,.

€ Qo = spx)=0.

r€Qo = x€P,oderxe@oderreQr\Q;:

re P, = tu(r)=M>sp(z) (nach (a))

xE@z?%@g%m<£@%H:M)
r€e€Q\Qi = wui(r)=M > sp(x) (nach (a)).
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O
Aus der Behauptung folgt
/ sp(x dx<2/ dx—i—/ t(a;)dw—i—Z/ ui(x) dx
n Rn i=1 /R"
Es gilt
/ tu(x)de = Mo(P,), p=1,...,m,
/ t(xr)dx = / (t-1g,)(z)dx < #U(Q ) < =
n o n Qo - 3'U(Q0) + 1 0 3
Nach Satz 1.3 gibt es paarweise disjunkte Quader R( Do , R;E,? mit
pi
aa - Ry
Daraus folgt
Pi 4
[ wite)ds = MY (B = M((@)) — 0(Q0).
Insgesamt ergibt sich
/ p(z)de < MZ (P)+3 M (Z( (Q7) —v(@)))
" p=1 i=1
c ELELE_,
3 3 3 -
O

Satz 3.3 Es seien (si)ken und (tg)ken zwei monoton wachsende Folgen von
Treppenfunktionen mit beschrdnkter Integralfolge. Die Folge (sk)ken konver-
giere fast iberall gegen eine Funktion f, die Folge (t)ken fast iberall gegen
eine Funktion g und es gelte f < g. Dann gilt

lim sk(x)dr < lim tr(z) dx.
k—oo Jrn k—oo Jrn
Bevor wir diesen Satz beweisen, fithren wir noch folgende Notation ein:
Ist f: R™ — R eine beliebige Funktion, so bezeichnen wir mit f*, f~ die
Funktionen mit f*(x) = max{f(z),0}, f~(z) = max{—f(x),0} fiir alle
x € R™ (Skizze!). Es gilt

f=rr=f =+



3 Das Lebesgue-Integral 14

Beweis von Satz 3.3. Wir werden Satz 3.2 auf eine geeignete Folge von
Treppenfunktionen anwenden.
Es sei k € N beliebig, aber fest gewéhlt. Definiere
U = (s, —tm)T, m=0,1,2,....

)

Wir zeigen, dass die Folge (u, )men die Voraussetzungen von Satz 3.2 erfiillt.
Da t,, < tym41 1St U > Umg1. Somit ist (U, )men eine monoton fallende
Folge von Treppenfunktionen.
Die Folge (si)ren konvergiere aulerhalb der Nullmenge N7 gegen f und
(tx)ken auBerhalb der Nullmenge No gegen g. Es sei N := N; U No. Dann
gilt fiir x €e R"\ N

sp(x) < f(x)

so(x) <si(x) <... =

= Sk(x) - tm(x) < f(l‘) - tm(w)
= )

=

lim (sg(z) —tm(z)) < f(z) —g(x) <0
lim wuy,(z) = lim (s — )" (z) = 0.
Nach Satz 3.2 gilt
lim U (x) dz = 0.

m—oo [pn
Nun gilt
Sp—tm < (Sk - tm)+ = Um

= sg(x) dr — / tm(2) dz < / U () dz fir alle m € N

R’I’L

= sk(x)dr — lim tm(x)dr <0
Rn m—0o0 Rn

= sk(x)dr < lim tm () dx.
R™ m—oo Jrn

Da dies fiir alle k € N gilt, folgt

lim sp(z)dr < lim tm () dz.

k—oo Jrn m—oo Jpn

O

Beweis von Satz 3.1. Es sei ($m,)men eine weitere monoton wachsende Folge
von Treppenfunktionen mit beschréinkter Integralfolge, die fast {iberall gegen
f konvergiert. Dann folgt aus Satz 3.3

lim Sm(z)dr < lim ti(x) dx,
m—0oo Jpn k—oo JRrn
lim tp(z)dr < lim Sm(x) dx,

k—oo Jrn m—oo Jpn
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also

lim Sm(x)dxr = lim tp(z) dx.

m—oo [pn k—oo Jrn

Wir notieren einige Eigenschaften dieses Integral.

Satz 3.4 (i) Sind f,g € LT(R™), so ist auch f+ g € LT(R™) und fir das
Integral von f + g gilt:

/ (f +9)(z)de = f(z) dm+/ g(x)dx.
n .

n

(ii) Ist f € LT(R™) und| X > 0| eine reelle Zahl, so ist auch A\f € LT(R™)
und fiir das Integral von \f gilt:

/ Af)(z)dx = A f(x)dx.
n R

Beweis. (i) Nach Voraussetzung gibt es monoton wachsende Folgen von
Treppenfunktionen sg < s1 < s9... und tg < t1 < to... mit beschrankter
Integralfolge, die fast iiberall gegen f bzw. g konvergieren. Dann konvergiert
die Folge (s +tx)ken fast iiberall gegen die Funktion f+g. Da (si +tx)ken
ebenfalls eine monoton wachsende Folge mit beschrinkter Integralfolge ist,
folgt f + g € LT(R"). Ferner gilt

[ GHowde = Jim [ (ot it ds

k—oo Jrn

~ lim (/n s () dgg+/ntk(a:) dx) (Satz 1.10(i))

k—o00

= lim sk(x)dx + lim ti(z) dx

k—oo Rn k—o0 Rn
= f(z)dx + / g(z) dz.
R’ﬂ n
(ii) Nach Voraussetzung gibt es eine monoton wachsende Folge von Trep-
penfunktionen sqg < s1 < so... mit beschrinkter Integralfolge, die fast

iiberall gegen f konvergiert. Wegen A > 0 ist auch (Asg)ren eine monoton
wachsende Folge mit beschrinkter Integralfolge. Diese Folge konvergiert fast
iiberall gegen Af. Ferner gilt

/n()\f)(a:)da: = lim (Asg)(x) dzx

k—oo Jrn

= lim )\/n sk(x) dz(Satz 1.10(ii))

k—o0

= A lim si(z) dz

k—oo Rn

= A f(x) dx.
R™
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O

Die Menge £ (R"™) ist aber kein Vektorraum: Zum Beispiel gehort die

Funktion

L firz >0,

f:R—»Rmitf(m):{ g

0 firx <0,

zu LT (R™), nicht aber —f. Wir erweitern daher £*(R") durch Einfiihren
neuer Funktionen zu einem Vektorraum.

Definition Eine Funktion f : R™ — R heifit (Lebesgue- )integrierbar, wenn
es zwei Funktionen g, h € LT (R") gibt, so dass f = g — h gilt. Die Menge
aller integrierbaren Funktionen bezeichnen wir mit £}(R"). Ist f € £L1(R")
mit f =g —h, g,h € LT(R"), so definieren wir das (Lebesgue-)Integral von
f durch

- f(z) dw := /n g(z)dx — /n h(z) dx.

Das Integral ist unabhéngig von der gewédhlten Darstellung von f als
Differenz (Beweis Ubungsaufgabe).

Notation Andere Schreibweisen: [ f(z)d"z, [ f(z)dzy---dz,, [ fdx.

Satz 3.5 (i) Sind f,g € LY(R"), so ist auch f + g € LYR") und fiir das
Integral von f + g gilt:

/ (f+9)(z)de = f(z) d$—|—/ g(x)dx.
n Rn

n

(ii) Ist f € LY(R™) und \ eine reelle Zahl, so ist auch \f € L*(R™) und
fiir das Integral von \f gilt:

(/‘(Afﬂx)dx::A f(z) da.
n Rn
Beweis. (1) Es sei f = fi — fa, 9 = 91 — g2, f1, f2,91,92 € LT(R™). Dann
gilt
f+a="(fi+g) - (f2+g) € LR,
da nach Satz 3.4(i) f1 + g1, fo + g2 € LT(R™). Ferner gilt

Ju+odr = [Giroyde— [+ o)

::/ﬁm+/mm—/ﬁm—/@M%mm@
= /fld:r—/fgd:v+/g1d:n—/g2dx
= /fdx+/gdx.
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(ii) Es sei f = fi — fa, f1, f2 € LT(R").

A>0 = M- A€ LY(RY),
A<0 = A =(-Nfa— (=N f1 € L(R"),

Den Rest des Beweises lassen wir als Ubungsaufgabe. (Wieder ist eine Fall-
unterscheidung néotig.) O

Korollar 3.1 Die Menge LY(R") ist ein reeller Vektorraum und das Integral
[ LY(R") — R ist eine Linearform auf L*(R™).

Satz 3.6 (Monotonie) Sind f,g € LY(R") und ist f < g, so gilt
f(z)dx < / g(x)dz.
Rn n

Beweis. (a) Aus Satz 3.3 folgt, dass ein entsprechender Satz fiir f,g €
LT(R") gilt.
(b) Es sei f = fi — f2, g = g1 — g2, f1, f2, 91,92 € LT(R™).

f<g9g = fi—fr<g1—9
= fite<a+f

= /fldx+/ggdx§/gld:c+/fgdaz
= /fldx—/f2dx§/91dx—/92d$
= dr < dz.

Jae= [

Satz 3.7 Mit f und g liegen auch die Funktionen

max(f,g), min(f,g), f*, [T und |f]

in LY(R™) und es gilt

f(z) dx

R™

< [ 156 d.

Beweis. (a) Wir zeigen zunéchst, dass mit f,g € LT(R™) auch max(f,g) €
LT (R™). Nach Voraussetzung gibt es monoton wachsende Folgen von Trep-
penfunktionen sy < s1 < s9... und ty < #; < t9... mit beschrinkter
Integralfolge, die fast iiberall gegen f bzw. g konvergieren. Dann ist auch
(max(sg, tx))ken eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen, die
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fast iiberall gegen die Funktion max(f, g) konvergiert. Wir miissen zeigen,
dass diese Folge eine beschréinkte Integralfolge besitzt. Es ist

max(sy, t;) < max(s,t}) < sf +t}.
Wegen s, — so > 0 gilt

sp. = ((sk—s0) +50)" < sp—s0+ 55,
tn = ((tk—to) +to)" <tp —to+1t5,

also
max(sg, t) < sk +tg + (=0 + sg —to +10)-

Da die Integralfolgen von (si) und (tx) nach oben beschrinkt sind, ist dies

auch die Integralfolge von (max(s,tx)).
(b) Wir zeigen, dass mit f € L}(R") auch f* = max(f,0) € L}(R"). Es
sei f = fi — fo, fi, f € £F(R"). Dann gilt

f+ +f2 = maX(f,O) + f2 = max(f+f2,f2).
Wegen f + fo = f; folgt
ft =max(f1, f2) — fo.

Nach (a) gilt max(fi, f2) € LT (R"). Deswegen folgt f+ € £!(R™).
(c) Wir zeigen: f,g € L1(R") = max(f, g) € L (R"). Dies folgt aus

max(f,g) = max(f —g,0) + g = (f —9)" +g.

(d) Aus min(f, g) = — max(—f, —g) folgt, dass mit f und g auch min(f, g)
in L1(R") liegt.
Den Beweis der iibrigen Aussagen iiberlassen wir als Ubungsaufgabe. O

Wir wollen nun auch das Lebesgue-Integral iiber Teilmengen des R"
definieren. Es sei D C R", f: D — R eine Funktion und A C D.

Definition Die triviale Fortsetzung fa von f ist die Funktion f4 : R™ — R

m f(x) fixze A
T ur oz € A,
falz) ‘:{ 0 firzeR"\ A

Definition Eine Funktion f : D — R heifit integrierbar iber A C D, falls
die triviale Fortsetzung f4 iiber R" integrierbar ist. In diesem Fall heifit

/ f(x)dx = fa(z)dz
A R

das Lebesgue-Integral von f iiber A. Die Menge aller iiber A integrierbaren
Funktionen bezeichnen wir mit £!(A).

Die Sétze 3.5, 3.6 und 3.7 iibertragen sich sinngemif auch auf Integrale
iiber eine Menge A C R".
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4 Der Satz von Beppo Levi

Dadurch, dass wir bei monoton wachsenden Folgen von Treppenfunktionen
mit beschrankter Integralfolge die Grenzfunktionen bildeten, konnten wir
LO(R") zu LT(R") erweitern. Konnte man nun mit derselben Methode
LT (R™) bzw. £}(R"™) noch mehr vergréBern? Die folgenden Sitze zeigen,
dass die Antwort auf diese Frage nein ist.

Satz 4.1 Es sei sg, s1, S2, ... eine Folge von Treppenfunktionen mit
(i) 80§51 §52§...
(ii) Es gibt ein B € R mit [, sp(x)dx < B fir alle k € N.

Dann konvergiert die Folge (si)ren fast tberall gegen eine Funktion f €
LT(R™).

Beweis. Wir zeigen, dass die Menge N aller z € R", fiir die (sg(z))ken
divergent ist, eine Nullmenge ist. Da die Folge (si(z))reny monoton wachsend
ist, liegt Konvergenz genau dann vor, wenn die Folge nach oben beschrénkt
ist. Somit gilt

N = {z € R"| (sg(z)) nicht beschrankt}.

Zu zeigen: N ist Nullmenge.

Es sei ¢ > 0 vorgegeben. O. B. d. A. sp > 0 (falls s9 < 0 betrachte
), = Sk — S0)-

Es sei By, := {z € R" | sg(x) > %} Da s < sg41, gilt By C Epi1. Es
gilt N C Upeo Ex: Fiir jedes z € N existiert ein ky € N mit « € Ej,, denn
sonst wére fiir alle k s(z) < %, d.h. (sg(z)) wire nach oben beschrinkt
und somit x € N.

Jedes FEJ, ist Vereinigung von endlich vielen paarweise disjunkten Qua-
dern, ndmlich den Konstanzquadern von s mit si(z) > %. Also ist Ej,
zuléssig und nach Satz 1.5 damit auch Ej \ Fx_1. Also gibt es paarweise
disjunkte Quader Q1, @2, ... mit

mo
By = |J@
j=1
mi
E\E, = |J @
j=mo+1
M1
Ep\Ex = |J @

Jj=mp+1
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Da Fr_1 C Ey, gilt
my,
U e
j=1

Wir definieren nun eine Folge von Treppenfunktionen (k =0,1,2,...)

t(iL‘>_ % fir x € Ey,
P70 00 fiir o e R\ Ey.

Dann gilt wegen sg > 0 und nach Definition von Ej

sk(x) > tg(z) fur allex e R", k=0,1,...,

und
2B &
B> > = — i)
/skda:_ /tkd:v 5 Zv(Q])
7=1
Es folgt
2B &
— ’U(Qj) < B,
j=1
also
mp c
> 0@y < 3
j=1
Da dies fiir alle k gilt, folgt
> €
) < =
ZU QJ = 2
7j=1
Wegen N C U2, B = U2, Q; folgt, dass N eine Nullmenge ist. O
Satz 4.2 Es sei fo, f1, fa, ... eine fast iberall monoton wachsende Folge

von Funktionen aus LT (R™) mit beschrinkter Integralfolge. Dann konver-
giert die Folge (fi)ren fast iiberall gegen eine Funktion f, die Funktion f
liegt in LT(R™) und es gilt

f(z)dx = hm fr(x) dz
Rn

Rn
Beweis. Da fj € LT(R™), gibt es Treppenfunktionen s;; mit
spo0 < s10 < s < < Jo
sor < s11 < so1 < <v fi
S0 < s1; < S2; < <v fj
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und lim;_,« sij(z) = fj(x) bis auf « aus einer Nullmenge IV;.
Wir konstruieren nun eine neue Folge von Treppenfunktionen durch:

sp, = max{sy; |0 < j < k}.

Man iiberlegt sich leicht, dass dies wieder Treppenfunktionen sind. Fiir sie
gilt:

(a) so <s1<s2<...

(b) sk <y fr, also [ spdx < [ frdz < B.
Nach Satz 4.1 konvergiert die Folge (sj) fast iiberall gegen eine Funktion
f €Lt (R™).

Behauptung Es gilt f; < f auflerhalb der Nullmenge N = UJO-';O N;U{z €
R™ | (sk(x)) divergent} fiir alle j =0,1,....

Beweis. Angenommen es gibt ein zg € R™ \ N und ein j € N mit f;(zo) >
f(xo). Da lim; .o s45(20) = fj(x0), gibt es ein iy € N, so dass fiir alle i > i
gilt:
fi(@o) = sij(xo) > f(xo).
Daraus folgt
si(zo) = max{s;;(z0) |0 < j < i} > sigj(z0) > f(20)
fiir alle ¢ > max{ip, j} im Widerspruch zu s; <, f. a

Es gilt also s; <, f; <, f und damit lim;_ f; =, f.
Fiir die Integrale folgt daraus

/sjdxg/fjdxg/fdaz,
/fd:z:: lim [ sjdr < 4lim/fjd:v§/fd:n,
J—00 J—00

lim [ fjdr = /f dx.
j—oo

also

O

Wir kénnen nun in Satz 4.2 die Klasse £ (R") durch £!(R") ersetzen.
Dies liefert den Satz von Beppo Levi.

Satz 4.3 (Satz von Beppo Levi) Es sei fo, fi1, fo, ... eine fast iberall
monoton wachsende Folge von Funktionen aus L*(R™) mit beschrdnkter In-
tegralfolge. Dann konvergiert die Folge (fi)ren fast iberall gegen eine Funk-
tion f, die Funktion f liegt in L'(R™) und es gilt

f(z)dz = lim fe(x) dz.
R™ i

k—oo
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Fiir den Beweis dieses Satzes benttigen wir noch einen Hilfssatz.

Lemma 4.1 Es sei f € LY(R"™). Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 Funktionen
g,h € LYR™) mit f=g—h, h>,0 und

/hdx<6.

Beweis. Da f € LY(R"), gibt es f1, fo € LT(R™) mit f = f1 — fo. Essei s <
s1 < ... eine Folge von Treppenfunktionen mit beschriankter Integralfolge,
so dass lim; . s; =, fo. Dann gilt

1—00

lim [ s; da::/fg dx.

Daher gibt es ein ¢ € N, so dass

OS/fgdx—/sidx:/(fg—si)dx<6.

Setzen wir nun g := f; — 8;, h := fo — s, so gilt: g,h € LT(R"), f =g — h,
h >, 0 (da s; <, f2) und

hdx < e.

O

Beweis des Satzes von Beppo Levi. Man konstruiert zunéchst geeignete
Hilfsfunktionen:
(a) Setze

ko = Jfo
ki = fj—fjfl, j=12...; k‘jEﬁl(Rn).

Nach Lemma 4.1 gibt es fiir jedes j Funktionen gj, h; € £T(R™) mit k; =

g; —hj, hj ) 0 und
1

H; =ho+...+hj.
Dann gilt H; € L1 (R™) fiir alle j = 0,1,..., Hy <, H; <, ... und

(b) Setze

1 1
Nach Satz 4.2 konvergiert (H;) fast iiberall gegen eine Funktion H € £ (R™).
(c) Setze

Gj:go—i—...—i—gj.
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Dann gilt G; = Y ki + Hj = f; + Hj, G; € LY (R™) fiwr alle j = 0,1,...,
Go <y G1 <y ... und

/dox:/fjd:c+/dex§B+1

(B gemeinsame Schranke aller [ f; dz). Nach Satz 4.2 konvergiert (G;) fast
iiberall gegen eine Funktion G € L1 (R").

Mittels dieser Hilfsfunktionen kénnen wir nun wie folgt schlieffen: Die
Folge (f;) = (G; — H;) konvergiert fast {iberall gegen die Funktion f =,
G — H, also f € LY(R"), und fiir das Integral gilt

/}M::/GM—/HM

= lim | Gjdx— lim Hjdx (Satz 4.2)

Jj—00 Jj—00

= lim (/dox—/dea:)
j—o0

= lim [ (Gj— Hj)dx (Satz 3.5)

J—00

J—0o0
O

Wir wollen nun zeigen, dass eine stetige Funktion f : @ — R, wobei
Q ein kompakter Quader in R™ ist, in £}(Q), ja sogar in £*(Q) liegt, und
damit der neue Integralbegriff mit dem in Analysis I fiir stetige Funktionen
im Fall n = 1 eingefiihrten Begriff iibereinstimmt. Wir wollen sogar noch
etwas allgemeinere Funktionen betrachten.

Definition Es sei D C R”. FEine Funktion f : D — R heifit fast tberall
stetig, wenn es eine Nullmenge N C D gibt, so dass f|p\y stetig ist (d.h.

Vzg € D\N Ve >036>0Vx € D\N ||z —xo|| <= |f(x)— f(xo)] <e.)
Beispiel 4.1 Es sei D = R. Die Dirichlet-Funktion

Fz) = 1 fiir x rational,
7V 0 fir e irrational,

ist in keinem Punkt aus R stetig, aber fast iiberall stetig: Q ist abzdhlbar,
also Nullmenge und f\R\Q = 1 ist stetig.

Fiir einen Quader @ = I X ... x I, C R™ bezeichne d(Q) das Maximum
aller Kantenléingen von @, also

d(Q) :=max{\(I;) |k =1,... ,n}.
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Eine endliche Menge 3 = {Q1,... ,Q,} von paarweise disjunkten Qua-
dern Q1,...,Q, mit Q = U;Zl (; nennen wir eine Zerlegung von (). Die
Zahl

d(3) ==max{d(Q;)|j=1,...,r}
nennen wir den Feinheitsgrad der Zerlegung 3.

Eine Folge von Zerlegungen (3y) heifit ausgezeichnet, wenn limy_ o, d(3%) =
0 gilt.

Eine Zerlegung 3’ heifit Verfeinerung von 3 (in Zeichen 3’ C 3), wenn
jedes Q; aus 3 Vereinigung gewisser @}, aus 3’ ist.

Satz 4.4 Es sei Q C R" ein Quader und f : Q@ — R eine beschrdinkte fast
tiberall stetige Funktion. Dann ist f € LT(Q).

Beweis. Es sei N eine Nullmenge, so dass f|o\ny stetig ist. Weiter sei
3={Q1,...,Q,} eine Zerlegung von Q. Zu dieser Zerlegung definieren wir
eine Treppenfunktion

s(x):{ inf{f(§) | € Q; \ N} fir z € Qj,
0 fir x € R™\ Q.

Das Integral
/sdx:Zinf{f(ﬁ)MGQj\N}‘U(Qj)
j=1

nennen wir auch die Untersumme von f zur Zerlegung 3.

Geht man zu einer Verfeinerung 3’ = {Qf, ... , @} } iiber und betrachtet
die zugehorige Treppenfunktion s', so gilt s(z) < §'(x) fiir jedes x € Q, da
das Infimum einer Menge kleiner oder gleich dem Infimum einer Teilmenge
ist.

Es sei nun 3¢, 31, ... eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge, so dass 3;11
eine Verfeinerung von 3; ist, und s; sei die wie oben der Zerlegung 3; zuge-
ordnete Treppenfunktion. Dann gilt

so<s1 < ...,
Da f nach Voraussetzung beschrénkt ist, gibt es ein M € R, so dass
f(z) < M fir alle z € Q.
Somit gilt auch
si(r) <M furallex € Q und i € N.

Also folgt
/sidm <M -v(Q),
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d.h. die zugehorige Integralfolge ist beschrinkt.

Nach Satz 4.1 konvergiert daher die Folge (sk)ken fast iiberall gegen eine
Funktion g.

Wir miissen nun noch zeigen, dass f und g fast iiberall gleich sind, d.h.
dass limg_,o0 S =o f.

Es sei zu diesem Zweck xg € @ \ N und € > 0 beliebig vorgegeben. Da
f in xq stetig ist, gibt es ein § > 0, so dass fiir alle x € Q \ N gilt:

2 = ol amax < 3= () = flao)| < 5.

Da limg . d(3x) = 0, gibt es ein ky € N, so dass fiir alle k& > ko gilt:
d(3k) < 6. Falls g € Q;k) gilt also fiir alle k > kg

||z — 20| |max < d(3%) < ¢ fur alle x € Qy“),
also auch
||€ = 2o||max < fiir alle € ng) \ N,

und daher -
1f(€) = f(zo)| < 3

Da sp(x0) = inf{f(¢) |€ € Q) \ N}, folgt
|sk(w0) — f(x0)| < % <e.

Also folgt limy .o sk(x0) = f(zg). Da dies fiir alle zyp € Q \ N gilt, folgt
limy, o0 8k = f und somit f € LT(Q). O

Korollar 4.1 Ist Q) ein kompakter Quader und f : Q — R stetig, so ist f
integrierbar und es gilt sogar f € LT(Q).

Wir geben eine Anwendung des Satzes von Beppo Levi.

Definition Eine Ausschopfung einer Menge A ist eine aufsteigende Folge
Ag C Ay C Ay C ... von Teilmengen A C A mit

A= G Ap.
k=0

Satz 4.5 (Integration durch Ausschopfung) Fs sei A C R", f eine
fast dberall auf A definierte Funktion und (Ag) eine Ausschépfung von A,
so dass f tber jedes Ay integrierbar ist. Dann gilt: f ist genau dann tber
A integrierbar, wenn die Folge der Integrale (fAk |fldx) beschrinkt ist. In
diesem Fall gilt
/ f(x)dx = lim f(x)dx.
A

k—o0 Ag
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b

Beweis. 7=": Ist f iiber A integrierbar, so ist auch |f| iiber A integrierbar

und es gilt
/ |fdx§/|f|dxfﬁrallek‘EN.
A, A

7<": Es sei zunédchst f > 0. Dann ist (f4,) eine fast {iberall monoton
wachsende Folge integrierbarer Funktionen mit beschrinkter Integralfolge,
die fast iiberall gegen f4 konvergiert. Nach dem Satz von Beppo Levi ist
also fa integrierbar und

/fdx:/fAd:c: lim /fAkdx: lim fdzx.
A k—o0 k—o0 Ay

Im allgemeinen Fall wenden wir die vorherigen Argumente auf f = f* — f~
an. a

Aufgabe 4.1 Man zeige, dass die Funktion f : (0,00) — R, f(z) = S«

x )
nicht iiber (0, 00) Lebesgue-integrierbar ist, aber das uneigentliche Integral

im Sinne von Analysis 1
o -
sinx
dx
0 X

existiert.

5 Der Satz von Lebesgue

Der Konvergenzsatz von Lebesgue stellt klar, unter welchen Bedingungen
Integration und Grenzwertbildung vertauschbar sind. Fiir den Beweis dieses
Satzes benttigen wir den folgenden Satz.

Satz 5.1 FEs sei fo, f1,... eine Folge von Funktionen aus L'(R™).

(i) Gibt es eine Funktion F € LY(R™) mit f, <, F fiir alle k € N, dann
ist sup{ fo, f1,...} fast iberall definiert und gehért zu L'(R™).

(ii) Gibt es eine Funktion G € LY(R™) mit G <, fi fiir alle k € N, dann
ist inf{ fo, f1,...} fast diberall definiert und gehort zu L'(R™).

Beweis. (i) Es sei
gk = sup{fo, fi,- .., fi}-

Dann gilt: g € £'(R") fiir alle k € N (nach Satz 3.7), go < g1 < .... Aus
gr <, F folgt auflerdem

/gkde/Fdx fiir alle k € N.

Damit sind die Voraussetzungen des Satzes von Beppo Levi erfiillt. Es folgt
daher, dass die Folge (gx) fast iiberall gegen eine Funktion f € L!(R")
konvergiert.
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(ii) Folgt unmittelbar aus (i), da

— Sup{—fo, —fl, cen } = inf{fo, f17 N }

O

Satz 5.2 (Satz von Lebesgue) Es sei fo, f1,... eine Folge von Funktio-
nen aus L1(R™), die fast iiberall gegen eine Funktion f konvergiert. Aufler-
dem gebe es eine Funktion g € LY(R™) mit |fx] < g (Majorante) fiir alle
k € N. Dann ist f € LY(R™) und es gilt

/fdaz = lim [ fyd=x.
k—oo
Beweis. Es sei

gk =v Sup{ fu, fet1, frev2s - 1
hk‘ v inf{fk>fk’+lafk+27"'}7 ke N.

Die Existenz von g und hy, folgt dabei aus Satz 5.1. Dann gilt
(a) +gx, by € LY(R™) fiir alle k € N (nach Satz 5.1).
(b) hO <v h1 <y -5 9o ngl Zuoees

(¢) limg—oo b = [, limg—oo(—gk) =0 —f -
(Beweis: Da die Folge (fr)ren fast iiberall gegen f konvergiert, gibt es
eine Nullmenge N, so dass fiir alle e > 0 und € R"\ N es ein ky € N
gibt, so dass fiir alle k > kg gilt:

[fe(x) = fz)| <e

und somit auch
|hi(@) = f(z)] <e.
Entsprechend auch fiir —g; und —f.)

(d) [hgdz < [godz, [(—gx)dx < [(—hg)dz fiir alle k € N
wegen hy <, go und —gr <, —ho.

Nach (a)—(d) sind fir die Funktionenfolgen (hg)ren und (—gx)ren die
Voraussetzungen des Satzes von Beppo Levi erfiillt. Es folgt demnach f €
L1(R™) und

/fd:z: = klim hy dx, /(—f) dzx = klim (—gx) dz.

Nun gilt
hie <v fr Svgk:/hkdﬁﬂf/fkdxﬁ/gkdx-
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kli_}n(r)lo/fkdx:/fdx.

Wir geben nun Anwendungen des Satzes von Lebesgue.

Also ergibt sich

Satz 5.3 FEs sei fo, f1,... eine Folge von Funktionen aus L'(R™), die fast
iiberall gegen eine Funktion f konvergiert. Gibt es eine Funktion g € L'(R™)
mit | f| <, g, so gehort auch f zu L'(R™).

Bemerkung 5.1 Es braucht aber i. A. nicht mehr [ f dz = limy_. [ fi dz
zu gelten (Beispiel in den Hausaufgaben).

Beweis. Setze

fr = min{g, max(fy, —g)}.
Es wird von f, also alles abgeschnitten, was oberhalb von g und unterhalb
von —g liegt:

fr(z) falls —g(x) < fi(z) < g(z),
file) =9 g(z) falls fr(z) > g(x),
—g(z) falls fr(z) < —g(x).
Nach Konstruktion gilt nun fiir alle x auflerhalb einer Nullmenge N und fiir
alle k e N

[f(@) = fi(@)] < [f(x) = fr(x)] (da —g <y [ <v9).
Also gilt auch
lim fi =, f.

Nach Satz 3.7 gilt f; € £'(R™) fiir alle k¥ € N. Nach Konstruktion gilt ferner
|fi] < g fiir alle k € N. Der Satz von Lebesgue liefert dann die Behauptung.
O

Wir kommen noch einmal auf die Integration von stetigen Funktionen
zuriick.

Es sei Q C R" ein kompakter Quader, f : Q — Rstetig, 3 = {Q1,... ,Qr}
eine Zerlegung von Q). Auferdem sei fir k=1,... ,r

inf{f(z)| = € Qr} < m < sup{f(z)| = € Qi}.

Wegen der Stetigkeit von f auf Q gibt es ein & € Q,, fiir das f(&) = ny, ist.
Eine Summe

S=>" F(&)v(Qx)
k=1

nennt man eine Riemannsche Summe zu f und 3. Dann gilt
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Satz 5.4 Es sei Q C R” ein kompakter Quader, f : Q — R stetig. Ist
(3m)men eine ausgezeichnete Folge von Zerlegungen und Sy, eine Riemann-
sche Summe zu 3y, dann gilt

lim S, = /fda:,
m—0o0
d.h. die Riemannschen Summen konvergieren gegen das Integral von f.

Beweis. Wie beim Beweis von Satz 4.4 definieren wir zu einer Zerlegung 3
und einer Wahl von 7, eine Treppenfunktion

s(z) :=mn, fir z € Q.

Dann gilt S = [ sdz. Dann definiert die Zerlegungsfolge (3,,) eine Folge
von Treppenfunktionen (s,,). Nach dem Beweis von Satz 4.4 konvergiert die
Folge (s;,) fast iiberall gegen f.

Wegen der Stetigkeit von f auf kompaktem Definitionsbereich ist f be-
schrénkt, also gibt es ein M € R mit

|f(z)| < M fiir alle z € R",

also auch |s;,| < M fiir alle m € N. Daraus folgt nach dem Satz von
Lebesgue

/fdx: lim Smdxr = lim S,,.

m—00 m—00

O

Satz 5.5 (Lemma von Fatou) FEs sei (fi)ren eine Folge von integrier-
baren Funktionen mit fi >, 0 fir alle k € N, die fast iberall gegen eine
Funktion f konvergiert, und es gelte [ fr,du < A fiir alle k. Dann ist f

integrierbar und es gilt
/ fdx < A.

hi = inf{ fi, fe+1,--- }-
Nach Satz 5.1 ist h, € L1(R™). Die Folge (hi)ren ist monoton wachsend
und hat eine beschriankte Integralfolge. Nach dem Satz von Beppo Levi
konvergiert sie also fast iiberall gegen eine Funktion g € £!(R") und es gilt

/gd:cSA.

Es bleibt also zu zeigen: g =, limg_.oo hx =, f. Wegen limy_.o fr =, f gibt
es eine Nullmenge N, so dass fiir alle z € R” \ N und £ > 0 ein kg existiert
mit |f(x) — fr(x)| < e fiir alle k& > ko. Dann gilt auch

|f(z) = hy(2)| <e.

Beweis. Es sei
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6 Parameterabhingige Integrale

Als Anwendung des Satzes von Lebesgue betrachten wir nun parameter-
abhéngige Integrale. Ein parameterabhéngiges Integral ist ein Integral von
der Form

X

b o .
/ f(z,t)dz, z.B. / et gy (t>0).
a 0

Allgemeiner betrachten wir: A C R"™ eine Teilmenge, I C R ein Intervall

und eine Funktion
f : AxI — R

(z,8) — flz,t) "
Satz 6.1 Die Abbildung f: A x I — R habe die folgenden Eigenschaften:
(i) Fir jedest € I ist die Funktion x — f(x,t) dber A integrierbar.
(ii) Fir jedes x € A ist die Funktion t — f(x,t) stetig.
(iii) Es gibt eine Funktion g € L'(A) mit

|f(z,t)| < g(x) firaletel, ze A
Dann st die Funktion F': I — R mat
FE(t) :/f(ac,t)dm
A
stetig.

Beweis. Zum Beweis der Stetigkeit von F' in ty € I ist zu zeigen: Fiir jede
Folge (tr)r>1 aus I mit t # to fir alle £ > 1 und limy_,o t = to gilt

lim F(tk) = F(t()).

k—o00

Es sei (tx)r>1 eine solche Folge. Wir betrachten die Folge der Funktionen
ki A=R, fi(z)= f(z,ty), k=0,1,....
Dann gilt
(a) fr € LY(A), k=0,1,... nach (i).

(b) Nach (ii) konvergiert die Folge (fx) punktweise gegen die Funktion
Jor A= R, folz) = f(z, o).

(¢) Nach (iii) gilt |fx| < g fiir alle k.
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Nach dem Satz von Lebesgue folgt

kl;r{:oF(tk) = hm fk dx = /A( lim f)dx

k—oo

— fodx = | f(x,to)dx = F(to).
o |

Satz 6.2 (Differentiation unter dem Integralzeichen) FEsseil = (a,b)
und f: A X (a,b) — R habe die folgenden Eigenschaften:

O

(i) Fir jedest € (a,b) ist die Funktion x — f(x,t) iber A integrierbar.
(ii) Fir jedes x € A ist die Funktion f partiell nach t differenzierbar.

(iii) Es gibt ein g € LY(A) mit

‘2{ (x, t)‘ g(x) fir allet € (a,b), z € A.

Dann ist die Funktion x — %(az,to) fir jedes feste to € (a,b) integrierbar

tiber A, die durch
= / f(z,t)dx
A

definierte Funktion F : (a,b) — R ist differenzierbar in (a,b) und beziiglich
threr Ableitung gilt:

)= 4 [ / fo,t) da:]t_t - [ Gt

Beweis. Es sei tg € (a,b) und (tx)r>1 eine Folge aus (a,b) mit ¢ # to fiir

alle £k = 1,2,... und limg . tx = tg. Wegen der Linearitdt des Integrals
folgt dann
F(t F(tp) tr) t
F(ty) — F(to) / f@,ty) — f(=,t0) .
lr — 1o lp — to

Wir setzen

flw,t) = f(a,to)

tr — 1o

fu(®@) =
Dann ist fi iiber A integrierbar und die Folge (fi) konvergiert punktweise

gegen die Funktion = +— % f(z,tp). Nach dem Mittelwertsatz der Differen-
tialrechnung gibt es fiir jedes k ein 75 zwischen ¢y und tj, so dass

f(x7tk) —f(.%',t()) _ 0
te — to _af(;vv’rk)
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Nach Voraussetzung folgt | fx| < g. Also folgen die Behauptungen aus dem
Satz von Lebesgue: Die Funktion z +— % f(x, tg) ist iiber A integrierbar und
es gilt

. F(tk) —
/ —_
Flo) = i SO / ida

= /(1mek dg;_/8 (z,to)d

Aufgabe 6.1 Man zeige

0 sinx T
/ e dr = arctant + 5
0

X

7 Messbare Funktionen und Mengen
Wir untersuchen zunéchst messbare Funktionen.

Definition Eine Funktion f : R™ — R heifit messbar, wenn es eine Folge
(sk)ken von Treppenfunktionen gibt, die fast iiberall gegen f konvergiert.

Satz 7.1 Jede integrierbare Funktion ist auch messbar.

Beweis. Schreibe f € LYR™) als f = fi — fa, f1,f2 € LT(R?). Dann
gibt es monoton wachsende Folgen von Treppenfunktionen sg,si,... und
to,t1, ... mit beschrankter Integralfolge, die fast {iberall gegen f; bzw. fo
konvergieren. Dann gilt

f v lim (Sk - tk).
k—o0
O

Bemerkung 7.1 Die Umkehrung von Satz 7.1 gilt i.A. nicht, siehe Hausii-
bungen.

Aus Satz 5.3 folgt:

Satz 7.2 Es sei [ messbar und g integrierbar und |f| <, g. Dann ist f
integrierbar.

Korollar 7.1 Es sei f messbar und |f| integrierbar. Dann ist f integrier-
bar.

Korollar 7.2 Es sei f integrierbar, g messbar und beschrdinkt. Dann ist
f - g integrierbar.
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Beweis. Da g beschrénkt ist, gibt es ein M € R mit |g| < M. Also folgt
If-g| < |fIM und |f|M € £'(R™). Damit folgt die Behauptung aus Satz 7.2.
O

Satz 7.3 (i) Die messbaren Funktionen bilden eine R-Algebra, d.h. mit f
und g sind auch f+g, f-g und Af fiir jedes A € R messbar.

(ii) Mit f und g sind auch die Funktionen max(f,g), min(f,g), f*, f~
und |f| messbar.

Beweis. Dies folgt aus den entsprechenden Sétzen fiir Treppenfunktionen
durch Limesbildung. O

Wir betrachten nun messbare und integrierbare Mengen.

Definition Eine Menge M C R"™ heifit integrierbar (bzw. messbar), wenn
die charakteristische Funktion 1,; integrierbar (bzw. messbar) ist.

Definition Ist M integrierbar, so heifit

o(M) 1= / 1y dae

das Majf§ von M.

Diese Definition ist mit der Definition des Volumens eines Quaders ver-
traglich: Ist @ ein Quader, so ist 1¢g eine Treppenfunktion mit einem einzigen
Konstanzquader ) und die Definition ergibt

0(Q) =1-v(Q).
Satz 7.4 Sind M, N messbar, so auch MNN, MUN und M\ N.
Beweis. Es gilt
Iy =1y - 1y, 1yony = max(1ar, 1n), 1M\N =1p(1—1n).
Damit folgt die Behauptung aus Satz 7.3. O

Satz 7.5 Es sei M eine offene Teilmenge des R™ und f : M — R eine
stetige Funktion. Dann ist die triviale Fortsetzung far messbar.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass es eine Folge von Treppenfunktionen (sj)i>1
mit limg_, sx(z) = far(z) fir alle z € R™ gibt.

Dazu teilen wir fiir jedes £ = 1,2,... den R” in disjunkte Wiirfel der
Kantenlénge % ein wie folgt: Jedes n-Tupel (mg,...,m,) ganzer Zahlen

definiert einen Wiirfel

{xER”

< <
TS TR

m; mi—l—l}
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der Kantenlédnge % Diese abzéhlbar unendlich vielen Wiirfel bilden fiir festes
k ein Wiirfelgitter.

Nun definieren wir eine Treppenfunktion si: Die Konstanzquader ng)
von sy seien diejenigen Wiirfel, die in M enthalten sind und auflerdem noch
im Wiirfel {z € R"|||z||max < k} liegen (Letzteres, damit man nur endlich

viele Konstanzquader hat). Fiir x aus einem solchen Konstanzquader ng)

sei si(x) = far(€), wobei € ein fest gewidhlter Punkt aus ng) ist.

Dann gilt fiir alle x € M: limg_,o Sk(z) = fam(x). Denn fiir jedes
x € M gibt es ein kg, so dass fiir jedes k > kg der Punkt = in einem der
Konstanzquader Qg-k) liegt. Wegen der Stetigkeit von fj; auf M ergibt sich
dann limy_ sx(z) = far(z).

Fiir alle z € M ist limg_,o0 sp(z) = 0 = far(x), da = in keinem Q§k) liegt.
Damit konvergiert die Folge (sx) gegen fas. O

Korollar 7.3 Ist M C R™ offen oder abgeschlossen, so ist M messbar.

Beweis. Ist M offen, so ist die Funktion f, die auf M konstant den Wert
1 hat, stetig in jedem Punkt aus M. Nach Satz 7.5 ist daher 1)y = fur
messbar.

Ist M abgeschlossen, so ist R™ \ M offen und messbar. Damit ist auch

M =R"\ (R™\ M) messbar. O
Satz 7.6 Ist M C R™ messbar und beschrdinkt, so ist M integrierbar.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es einen Quader Q mit M C Q. Es gilt
M =MnNQ, also 1) = 157 - 1g. Nach Korollar 7.2 ist 1, integrierbar. O

Korollar 7.4 Jede offene oder abgeschlossene beschrdinkte Teilmenge des
R™ ist integrierbar.

Satz 7.7 Ist M C R" eine offene und beschrinkte Menge und f : M — R
eine stetige beschrdinkte Funktion, so ist das Integral f v [ dx definiert.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

8 Der Satz von Fubini

Fiir die Berechnung von Integralen im R" ist der Satz von Fubini sehr wich-
tig. Nach ihm darf unter bestimmten Voraussetzungen niamlich ”variablen-
weise” integriert werden, womit die Berechnung mehrdimensionaler Integrale
auf die von eindimensionalen Integralen zuriickgefiihrt ist.

Wir schreiben R™ = RP x R?. Die Koordinaten von RP bezeichnen wir
mit z, die von R? mit y. Also sind (x,y) die Koordinaten von R™.
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Satz 8.1 (Satz von Fubini) Fs sei f : R x R? — R eine integrierbare
Funktion. Dann gilt:

(i) Fir alle x auflerhalb einer Nullmenge N1 C RP ist die Funktion
fo :RT—=> R, y— f(x,y), idber RY integrierbar.

(ii) Die somit fast iiberall definierte Funktion F : RP — R mit

)= [ fwds= [ sy

ist uber RP integrierbar.
(iii) Es gilt

fawdte.y) = |

RP

< f(z.y) dy) dz.
R R¢

Wegen der Symmetrie in z und y der Voraussetzungen erhilt man die
folgende

Vertauschungsformel

/Rp < g ®Y) dy) dw = /R q ( [ S dx) dy.

Warnung Die Funktion f wird als integrierbar vorausgesetzt. I.A. gilt
diese Formel nicht: siehe Hausiibungen.

Nun zum Beweis des Satzes von Fubini. Wir geben zunichst das Be-
weisprogramm an. Wir werden zeigen:

1. Schritt: Ist @ C R™ ein Quader, dann gilt der Satz fiir die charakte-
ristische Funktion 1.

2. Schritt: Gilt der Satz fiir f, g € L (R"), so auch fiir af +3g, a, 3 € R.
(Dann gilt der Satz von Fubini fiir Treppenfunktionen, die ja Linearkombi-
nationen gewisser 1¢ sind.)

3. Schritt: Es sei fo <, f1 <, ... eine fast iiberall monoton wachsende
Folge aus £!(R") mit beschrinkter Integralfolge. Gilt der Satz fiir alle fy,
so gilt er auch fiir f =, limg o0 fr € LY(R™). (Daher gilt der Satz fiir
alle Funktionen aus £ (R"), fiir Funktionen aus £!(R") folgt er dann aus
Schritt 2.)

Nun der Beweis:

1. Schritt: Es sei Q = Q1 x @2, wobei @1 C RP und @2 C R%. Dann
gilt

lg,(y) falls z € @y,
(1g)a(y) = { Qo falls ¢ Q.

Folglich gilt

_  v(Q2) fallsz e @y,
Fla) = | q<1Q>xdy—{ ) e
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also

/Rp (/R lo dy) dr = /R Fdr =v(Q1)v(Q2) =v(Q) = / 1o d(z,y).

2. Schritt: Dies folgt aus der Linearitéit des Integrals und ist eine kleine
Ubungsaufgabe.

Vor dem 3. Schritt miissen wir eine kleine Betrachtung iiber das Verhéltnis
von Nullmengen in R?"? und Nullmengen in R? und RY anstellen. Zunichst
brauchen wir eine andere Charakterisierung von Nullmengen.

Lemma 8.1 Fine Menge M C R" ist genau dann eine Nullmenge, wenn
es eine Folge von Quadern (Qk)ren gibt, so dass jeder Punkt aus M fir
unendlich viele k in Qy, enthalten ist und Y~ v(Qr) konvergiert.

Beweis. "=": Es sei M eine Nullmenge. Dann gibt es zu jeder natiirlichen
Zahl k eine Folge von Quadern (Qg;)ien mit

o o 1
M C UQ;%- und ZU(QM) < prEsg

1=0 i=0

Es gibt also abzéhlbar viele Quader Q;, so dass jeder Punkt von M fiir
unendlich viele (k,i) in Q; enthalten ist und so dass 3 5 _(v(Qki) < 1
konvergiert.

7<": Aus der Konvergenz von > ;- ,v(Qy) folgt, dass es fiir alle ¢ > 0
ein jo gibt, so dass Z?ijo v(Qj) < €. Da jeder Punkt aus M fiir unendlich
viele k in Q) enthalten ist, gilt M C | Qj, also ist M eine Nullmenge.
O

[oe)
J=Jo

Es sei E C RP*Y eine Nullmenge,
Ey={yeR?|(z,y) € E} CRY

fiir x € RP der Schnitt von E mit {x} x R?. Dann braucht F, nicht wieder
eine Nullmenge zu sein (warum?). Aber es gibt nicht so viele schlechte x:

Lemma 8.2 Mit diesen Bezeichnungen gilt: E, ist eine Nullmenge in RY
fir alle x auferhalb einer Nullmenge in RP.

Beweis. Da E C RPTY eine Nullmenge ist, gibt es nach Lemma 8.1 eine
Folge von Quadern (Qp)ken, so dass jeder Punkt (x,y) aus E fiir unendlich
viele k in @y, enthalten ist und Y72, v(Qy) konvergiert. Die Summe

m
Ry, = Z 1o,
k=0
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von charakteristischen Funktionen ist eine Treppenfunktion, fiir die der Satz
von Fubini schon bewiesen ist.

Die Folge (hm)men ist eine monoton wachsende Folge von Treppenfunk-
tionen mit beschrénkter Integralfolge. Nun gilt nach Fubini

/ ho d(z,y) = / / hon (2, ) dydz.
R RP JRa

Die Funktion H,, mit

Hofa) = [ hnlan) dy

ist nach dem Beweis von Schritt 1 ebenfalls eine Treppenfunktion. Die Folge
(H,,) ist daher eine monoton wachsende Folge integrierbarer Funktionen mit
beschrénkter Integralfolge.

Nach dem Satz von Beppo Levi konvergiert die Folge (H,,(x)) daher fiir
alle x auerhalb einer Nullmenge N C RP.

Es sei nun « € N. Wir wollen zeigen, dass F, eine Nullmenge in R ist:
Wir schreiben Q) = Qg) X Ql(f) mit Q,(Cl) C RP und Ql(f) C R?. Dann gilt

| 0. iy =@,

also

m
2
> 0@ = [ hnle.y)dy = Ho).
k=0 R

Die Q,(f) bilden nun eine Uberdeckung von E, vom gewiinschten Typ: Ist
y € Ey, so ist (x,y) fiir unendlich viele k in Q) und damit y in Q,(f) ent-

halten. AuBerdem konvergiert » 72 U(Q,(f)), da (Hp,(x)) konvergiert. Nach
Lemma 8.1 ist also E, eine Nullmenge in R9. O

3. Schritt: Wir gehen also aus von einer Folge (fj) von integrierbaren
Funktionen mit fy <, fi <, ... und mit beschrinkter Integralfolge. Nach
dem Satz von Beppo Levi konvergiert diese Folge fast iiberall gegen eine
integrierbare Funktion f. Aulerdem erfiillen alle fy:

(i) Fur alle x auflerhalb einer Nullmenge N; C RP ist (f;)s : R? — R
integrierbar.

(i) Fp mit Fi(z) = [, f(z,y) dy gehort zu L1(RP).
(iii) Es gilt
fi(z, y) d(l‘, y) = /

RP

( [ e dy) d.

R
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Nach diesen Voraussetzungen und dem Satz von Beppo Levi gilt also:

fd(x,y) = lim fk(xvy) d(m,y)

RP+a k—oo Jrp+q

— lim RP( [ hea) dy) dx = ()

k—o00

Wir wollen nun das lim-Zeichen mit den Integralen vertauschen: Die Funk-
tion Fj,(z) = [gq fe(2,y) dy ist fiir jedes k € N integrierbar und (F},) hat
eine durch [p, fd(z,y) beschrinkte Integralfolge. Gilt Fj, <, Fy11? Die
Menge

E ={(z,y) € R"|(fx(z,y)) nicht monoton wachsend}
ist eine Nullmenge. Nach Lemma 8.2 ist also
E, ={y € RY|(fx(z,y)) nicht monoton wachsend}

eine Nullmenge in R fiir alle z auflerhalb einer Nullmenge No C RP. Fiir
diese z gilt dann
Fy(x) < Fiqq(z) fur alle k € N.

Nach Beppo Levi gilt dann:

0= [ (i [ st i) i

Diesen Schluss wollen wir noch einmal wiederholen: Nach Lemma 8.2 ist
(a) die Menge aller z, fiir die
{y € R?| (fx(z,y) nicht monoton wachsend}

keine Nullmenge ist, eine Nullmenge No,

(b) die Menge aller z, fiir die
{y € R?| (fr(x,y) konvergiert nicht gegen f(z,y)}
keine Nullmenge ist, eine Nullmenge Nj.
Dann gilt fiir alle z auflerhalb der Nullmenge Ny U No U Nj:

(o) ((fx)z) ist monoton wachsend,
(8) (fx)z ist integrierbar fiir alle k € N,

(v) die (fi). haben eine durch [, f(x,y) dy beschriinkte Integralfolge.
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Nach dem Satz von Beppo Levi folgt dann:

0=/ ( [ i futew dy> io= [ ( [t dy) dr.

Die Behauptungen (i) und (ii) des Satzes von Fubini haben wir gleich mit-
bewiesen.

Eine Folgerung aus dem Satz von Fubini ist das sogenannte Prinzip von
Cavalieri (1598-1647).

Satz 8.2 (Prinzip von Cavalieri) Gegeben seien zwei "Korper” A, B C
R3, deren Volumen

v(A) = /1Adxdydz,
R3

v(B) = / 1pdxdydz,
R3
wohlerkldrt ist. Haben nun fir jedes z € R die Schnittflichen A, = {(x,y) €
R?|(x,y,2) € A} und B, = {(x,y) € R?|(x,y,2) € B } den gleichen
Fldcheninhalt, so haben die Kérper A und B das gleiche Volumen.

Beweis.

v(A) = /Z </R 1Azd:cdy> dz = /Z </R 1Bzdwdy> dz = v(B).

Beispiel 8.1 Alle Kegel gleicher Hohe iiber der gleichen Grundfliche haben
das gleiche Volumen.

O

9 Der Transformationssatz

Wir hatten in Analysis I gesehen, dass fiir die Berechnung von Integralen die
Substitutionsregel eine grofle Rolle spielte. Wir wollen nun eine Verallgemei-
nerung der Substitutionsregel auf mehrdimensionale Integrale kennenlernen.

Zunéchst formulieren wir die Substitutionsregel aus Analysis I etwas um.
Die Substitutionsregel lautete: Es sei f : [a,b] — R stetig und ¢ : [a, ] —
[a, b] stetig differenzierbar. Wir setzen zusétzlich voraus, dass ¢ bijektiv ist.
Dann gilt

@(B) B ,
[ @ = [ ftetung o du
(o «a

Ist ¢’ > 0 auf [, 5], so ist ¢(a) = a < ¢(3) = b und wir kénnen schreiben

f(x)de = flo(u))y' (u) du.
[ [, ]
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Ist aber ¢’ <0, so gilt p(a) = b und ¢(B) = a, also

»(B)
/ f(z)dx = —/ f(z)dx
[a,b] w()

B
- / Sptpdu= [ fotu)le!(@ldu

[aﬂg

Beide Formeln kénnen wir also wie folgt zusammenfassen:
fayde = [ Flotu)ly!(w)du
[a,b] [a,3]

Der Transformationssatz verallgemeinert diese Formel.

Satz 9.1 (Transformationssatz fiir Integrale) Es seien U, V offene
Teilmengen des R™, h : U — V sei bijektiv, h und h™' seien stetig dif-
ferenzierbar (d.h. h ist ein Diffeomorphismus).

Dann ist f : V — R genau dann iber V integrierbar, wenn foh-|det /|
tber U integrierbar ist. In diesem Fall gilt

/f(y)dy—/f(h(x))\deth’(x)\dm.
v U

Bevor wir mit dem Beweis des Transformationssatzes beginnen, wollen
wir zunéichst Anwendungen betrachten.

Beispiel 9.1 Transformation auf Polarkoordinaten:

X1 = TCosp

T9 = rsinp.

Wir haben bereits in Analysis IT gesehen, dass dadurch ein Diffeomorphismus
h des Streifens
U={(r,¢)|r>0, 0<p<2r}

auf die Menge
V = {(fcl,@) ’1‘2 =0=21 < 0} :Rz \ {(561,0) ’1‘1 > 0}
definiert wird. Die Menge N := {(x1,0) |21 > 0} ist eine Nullmenge in R?.

Man zeige

2 00
f(x1, xo)dz1dry = / (/ f(rcosgo,rsingo)rdr) dy
0 0

RQ

00 2w
= / ( f(rcos @, rsin go)rdgo) dr.
0 0
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Aufgabe 9.1 Man berechne das Integral
/ e_(x2+y2)dxdy.
R2

Beispiel 9.2 Wir berechnen das Volumen einer n-dimensionalen Vollkugel.
Es sei B'(0) eine Kugel vom Radius 7 in R™ um den Nullpunkt. Man zeige

v(B}(0)) = "¢y,
wobei ¢, = v(B7(0)). Man leite die Rekursionsformel

2T
Cn = Cn—2
n

fiir n > 2 ab. Mit ¢g = 1 und ¢; = 2 (Lénge des Intervalls (—1,1)) gewinnt
man daraus die geschlossenen Formeln:

7Tk 2k+17.rk

C2k:H’ C2k+1 = k+D2k—1)---1°

Insbesondere ist also

47

c3 = ?a

47
v(B3(0)) = ?T?’.

Nun kommen wir zum Beweis des Transformationssatzes.

Wir werden ihn zunéchst fiir lineare Transformationen h beweisen. Des-
halb erinnern wir an einige Fakten aus der linearen Algebra.

In der linearen Algebra wurden die Elementarmatrizen

1 0
1
1o - 01 «— k-te Zeile
1 0
1
1 — l-te Zeile
1
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Fi(a) := a — k-te Zeile (a« € R, a #0)

0 1
betrachtet. Die Multiplikation einer n x n-Matrix A mit F}; von links be-
deutet gerade die Addition der [-ten Zeile von A zur k-ten Zeile von A.
Die Multiplikation von A mit Fj(«) von links bedeutet Multiplizieren der
k-ten Zeile mit «. Die Multiplikation mit Elementarmatrizen entspricht al-

so elementaren Umformungen. In der Vorlesung Lineare Algebra wurde der
folgende Satz bewiesen:

Satz 9.2 Jedes A € GL(n,R) ist ein Produkt von Elementarmatrizen.

Nach der folgenden Bemerkung geniigt es, den Transformationssatz fiir
eine Elementarmatrix zu beweisen, um ihn fiir jedes A € GL(n,R) zu zeigen.

Bemerkung 9.1 Esseien hy : U — V und hg : V' — W Diffeomorphismen.
Gilt der Transformationssatz fiir h1 und hs, so gilt er auch fiir h = hs o h1:
Ist f n&mlich tiber W integrierbar, so folgt dann f o ho und f o hy o hy
integrierbar, also f o h integrierbar. Entsprechend:

/Uf(h2 o hy(z))|det(hs o hy) (x)|dx
= /Uf(hz(hl(ff)))ldet(h'z(hl(w))lldeth'l(x)\dx
= [ futldetiwldy (v =m)
— [ 1@ G =n).
W
Nun also der Transformationssatz fir A € GL(n,R):

Satz 9.3 Es sei A € GL(n,R), f:R™ — R. Die Funktion f ist genau dann
integrierbar, wenn f o A integrierbar ist und in diesem Fall gilt

fdy = foAldet Aldx.
Rn Rn

Bemerkung 9.2 (a) Die Abbildung = — Az ist differenzierbar mit Ablei-
tung A an jeder Stelle z € R™.

(b) Ein allgemeiner Satz mit U, V anstelle von R” folgt aus diesem Satz
mit Hilfe der trivialen Fortsetzung von f.
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Beweis. Nach der obigen Bemerkung und Satz 9.2 brauchen wir den Beweis
nur fiir die Elementarmatrizen Fy; und Fj(«) fithren.

(1) Fiir n = 1 lautet der Satz: Es sei f : R — R eine Funktion und
a, A € R.

(i) f ist genau dann integrierbar, wenn x — f(x + a) integrierbar ist,
und in diesem Fall gilt

/Rf(y)dy:/Rf(w—i—a)dx.

(ii) f ist genau dann integrierbar, wenn = — f(Az) integrierbar ist, und

in diesem Fall gilt
[ty =1N [ 0)da.
R R

(i) und (ii) folgen daraus, dass Translationen und Streckungen Intervalle
in Intervalle tiberfithren und sind leicht zu beweisen.

(2) Zuniichst zeigen wir: f € L}(R") & fo A € LY(R"), wobei A
elementar.

Wegen der allgemeinen Limesséitze geniigt es, diese Behauptung fiir eine
Treppenfunktion f bzw. f o A zu beweisen.

Dies ist aber klar fiir A = Fj(«), da wegen

Fip(a)(x1,... yxn) = (X1, .. , 0Tk, ... ,Tp)

Quader in Quader iiberfiihrt werden.
Ist f Treppenfunktion, so ist jedoch f o Fj; i.A. keine Treppenfunktion
mehr. Wegen

Fkl((L‘l,... ,wn):(ml,... , Tl + X, ... ,xn)

ist foF}; konstant auf den Parallelotopen, zu denen sich die Konstanzquader
von f verbiegen. Die Funktion f o Fy; ist aber fast iiberall stetig (da die
Rénder Nullmengen sind) und beschréinkt und liegt daher in £ (R").

Mit Hilfe des Satzes von Fubini fithren wir nun die Transformationsfor-
mel auf den in (1) behandelten eindimensionalen Fall zuriick:

(a) /Rn f(y)dy

= /"'/"'/f(yla"'7y/€7"-ayn)dyl"'dyk""dyn
R R R

= |of flxy,. ..oz, ... yxp)dzy - - - dzy,
R"L

= f o Fi(a)| det Fi(«)|dx.
R’ﬂ
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o) [ sy

= /"'/"‘/f(ylw--ayk,--'7yn)dy1"'dyk'”dyn
R R R

= f(l'l,...,wk—i-l‘l,...,xn)dxl...dxn
R™

= f o Fy| det Fy|dx.
R
O

Korollar 9.1 Ist A € GL(n,R), dann ist S C R™ genau dann integrierbar,
wenn A(S) integrierbar ist. Im Fall der Integrierbarkeit ist

v(A(S)) = | det AJv(S).

Beweis. Dies folgt durch Anwendung von Satz 9.3 auf die charakteristi-
sche Funktion 1g: 1g ist genau dann integrierbar, wenn 1,.5) = 1g o A7t
integrierbar ist, und im Fall der Integrierbarkeit gilt

oAS) = [ Lasdy

= / 1A(S) o A| det A|d£l? = / 1S| det A|d$
= | det AJv(S).
(]

Fiir den Beweis des allgemeinen Transformationssatzes bendtigen wir
nun ein Lemma, das von J. Schwartz stammt. Dieses Lemma stammt aus
der Arbeit: J. Schwartz: The formula for change in variables in a multiple
integral. American Math. Monthly 61 (1954), 81-85. (Dieser Artikel ist im
Ubrigen ein Lehrstiick iiber das Werden eines Satzes und seiner Beweise.)
Dieses Lemma findet man auch im Buch von Konigsberger.

Wir verwenden im Folgenden die Mazimumsnorm || ||max auf dem R™.
Zur Vereinfachung schreiben wir von nun an

||.7}|| = HmeaX = mmax |xz]
1<i<n

Wir betrachten nun einen allgemeinen Diffeomorphismus h : U — V.

Lemma 9.1 Es sei C = {x € R" |||z —pl|| < s} ein abgeschlossener Wiirfel
mit C C U. Seine Kantenlinge 2s sei > 0. Sein Volumen ist dann v(C) =
(25)™ und es gilt die Abschdtzung

v(h(C’))g/C|deth’(:c)|dx.
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Angenommen, wir hitten den Transformationssatz schon bewiesen. Dann
wiissten wir:

v(h(C)):/Vlh(c)dy:/Ulc|deth/(a:)|da::/C|deth'(x)|dx,

denn 1) = 1¢ o h~1. Daraus ergibt sich die folgende Beweisidee: Es ist
ja”?=" gleichbedeutend mit ”<” und ”>”". Wir werden aus dem Lemma die

Abschitzung
/ fdy < / foh|deth|dx
1% U

folgern. Indem wir in dieser allgemeinen Abschétzung den linken Integran-
den f durch f o h|det /| und rechts h durch h=! ersetzen, erhalten wir den
Satz. Das Lemma ist also der entscheidende Teil des Beweises des Transfor-
mationssatzes.

Beweis von Lemma 9.1. Der Wiirfel C' hat also den Mittelpunkt p. Ist x € C,
so gilt ||z —p|| < s und aus dem Schrankensatz (Analysis II, Satz 5.11) folgt

1) = h(p)Il < max | (y)l|s.

(Da C kompakt und A’ stetig ist, existiert maxy,cc ||h'(y)||.) Folglich liegt
h(C) in dem Wiirfel mit Mittelpunkt A(p) und Kantenléinge

el
yeC

Da C kompakt ist und h stetig auf C, ist auch h(C) kompakt, d.h. abge-
schlossen und beschrénkt. Daher ist h(C') integrierbar und es gilt

(@) < (2smax W) = (maxl W) o(C)

Ersetzen wir A durch A=' o h, A € GL(n,R), so ergibt sich

oA (O = (max 47 H W) o()
Nach Korollar 9.1 gilt:
v(ATTh(C)) = |det A7 o (R(C)).
Es folgt )
o((©) = |det A1(C) (masx |47 H )

Wir wollen nun das Integral, gegen das wir das Volumen von h(C') abschétzen
miissen, durch Riemannsche Summen approximieren. Deswegen untertei-
len wir den Wiirfel C in kleinere Wiirfel C4,... ,Cy mit Mittelpunkten
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x1,...,xp: Die obige Abschitzung angewendet auf Cy mit A = h'(zy)
ergibt dann

() < et (o) lo(C) (e 1) 1))

Also ist
M n
Z | det b/ (x1)|v(Ck) <max\|h (xg)~ 1h'(y)\|>
k=1

Da k' nach Voraussetzung stetig ist und C' kompakt, ist die Abbildung
h': C — GL(n,R)

gleichméfig stetig. Daraus folgt: Zu jedem e > 0 gibt es ein § > 0, so dass
fiir alle z,y € C mit ||z — y|| < gilt

1R/ (@)W () 7M™ < 1+e.

(W (z)h'(y)~! konvergiert gegen die Einheitsmatrix, falls ||z — y|| — 0.)
Zerlegen wir nun C' in kleine Wiirfel Cy, so dass die Kantenldnge der CY
kleiner als § ist, so gilt

M
v(h(C)) < (1+2) > |det B (z1)|v(Ch).
k=1

Also ist auch fiir jedes € > 0

o(h(C)) < (1 + &) /C|det W (2)|dz,

da die Riemannschen Summen der stetigen Funktion |det 4’| nach Satz 5.4
gegen deren Integral konvergieren. Also gilt

) < / | det 1| dz.
C

Korollar 9.2 Ist Q ein kompakter nicht ausgearteter Quader in U, dann
ist auch

O

W(W(Q)) < /Q | det ' |da.



9 Der Transformationssatz 47

Beweis. Es gilt Q = A(C) fiir eine lineare Abbildung A und einen Wiirfel
C. Es gilt:

w(ho AC)) < / | det 1 (Az)[| det Ajdz  (nach Lemma 9.1)
C

= /deth’(y)dy (nach Satz 9.3).
Q
O

I_{orollar 9.3 FEs sei Q ein beliebiger Quader, dessen abgeschlossene Hiille
Q in U liegt. Dann sind Q und h(Q) integrierbar und es gilt

) < /Q | det 1 ()| d.

Beweis. Dies folgt daraus, dass h(Q) \ h(Q) = h(Q \ Q) eine Nullmenge ist.
Dies gilt nach dem folgenden Lemma. O

Lemma 9.2 Ist Q ein ausgearteter Quader und Q C U, dann ist v(h(Q)) =
0.

Beweis. Da U offen und @ eine Nullmenge ist, gibt es zu vorgegebenem
€ > 0 endlich viele abgeschlossene nicht ausgeartete Quader Q1, ... ,Q,, die
alle in U liegen, mit

QC U Q@ und Zv(Qk) <e
k=1 k=1
Nach Korollar 9.2 gilt dann:
v(h(Q)) < v(h(Q) < Z/ | det I/ (z)|dz < Ke,
k=

wobei K > max,.q| deth'(z)|. O

Wir wollen nun mit Hilfe von Lemma 9.1 die folgende Behauptung zeigen:

Behauptung Fiir integrierbares f : V' — R ist auch f o h|det h/| integrier-
bar und es ist

/fdyg/foh|deth/|d:c.

Da v(h(Q fv 15(@)dy, haben wir die Behauptung offenbar schon fiir
Funktionen f der Form f = 1j(q) gezeigt; ebenso fiir Linearkombinationen
solcher Funktionen mit nicht negativen Koeffizienten (bei negativen Koeffi-
zienten dreht sich die Ungleichung um!).

Wir zeigen nun:
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Lemma 9.3 Essei f: V — R so beschaffen, dass foh eine Treppenfunktion
1st, deren Konstanzquader samt abgeschlossenen Hiillen in U liegen. Dann
ist f € LT(V) (d.h. fy € LT(R™)). Ist obendrein f >0, so gilt

/fdy§/foh\deth’|dm.
v U

Beweis. Es geniigt, die erste Behauptung fiir den Fall zu zeigen, dass foh =
1g, Q offener Quader mit Q C U.

Wir miissen eine Folge von Treppenfunktionen (sg) finden, die gegen f
konvergiert. Dazu schlieen wir h(Q) in einen Wiirfel der Kantenlinge [
ein. Durch fortgesetzte Seitenhalbierung teilt man diesen in immer kleinere
Wiirfel mit Kantenlinge [ - 27% ein. Diese Wiirfel sind die Konstanzquader
von s: s = 1 auf den Wiirfeln, die ganz in h(Q) liegen, s = 0 sonst.

Genauso fiir foh = clg, ¢ > 0. Fiir ¢ < 0: s, = ¢ auf den Wiirfeln, die
mit A(Q) nicht leeren Durchschnitt haben, s; = 0 sonst.

Die zweite Behauptung folgt aus Lemma 9.1, wie wir schon bemerkt
haben. a

Nun beweisen wir den Transformationssatz fiir nicht negative Funktionen
aus der Klasse £1(R"™):

Satz 9.4 Ist f > 0, so gilt: f € LT(V) genau dann, wenn f o h|deth'| €
LT (U). Ist beides der Fall, so gilt

/fdy:/foh|deth'|da:.
1% U

Beweis. (a) Angenommen, f o h|deth’| € LT(U). Dann gibt es monoton
wachsende Folgen von Treppenfunktionen

(sg), sk >0, lim s =, foh|deth/],
k—o0

(t), 1k >0, lim f =, |det Rt (da |det A'| 7t stetig),
— 00

(ug),  wp >0, lim up =, 1y.
k—o0

Dann ist (sgtruk)gen eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen,
die fast iiberall gegen f o h konvergiert.
Wir erkldren nun auf V' Funktionen wy(y) durch

sitrug(z) = wi(h(z)).

Dann gilt limg_.o wg =, f, und nach Lemma 9.3 sind alle wy € £ (V) und

es gilt
| wtway
v

IA

/ sptrug(z)| det b (z)|dx
U

IN

/ £ o h(z)| det ' (z)|dx = const..
U
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Nach Satz 4.2 (Beppo Levi fiir £1) ist also f(=, limg_oo wg) € LT(V) und

es gilt
/fdy§/foh|deth'|dm.
\%4 U

(b) Die Umkehrung folgt aus dem Symmetrieprinzip: Wir benutzen, dass
wir die erste Hélfte flir eine beliebige Transformation h bewiesen haben.
Statt A nehmen wir ~~! und vertauschen U und V!

Offenbar ist fiir y € V

f(y) = fohoh ' (y)|deth'(h~"(y))|| det(h~")'(y)].

Ist f € LT(V), so folgt nach (a) foh|deth'| € LT (V) und
/ foh(x)|deth(x)|dx
U

< / Fohoh|det (" ()| det (A" ()ldy
1%

- /V f(y)dy.

O

Beweis des Transformationssatzes. Es sei f € L1(V). O.B.d.A. kénnen wir
annehmen, dass f > 0 ist. (Sonst Beweis zunichst fiir f© und f~. Dann
folgt der Satz auch fiir f = f* — f~.) Es sei also f > 0. Nach Lemma 4.1
kénnen wir g1, 92 € £L(V) finden mit f = g; — go und go > 0. Da f > 0,
muss dann auch g; > 0 gelten.

Damit ist die Behauptung auf Satz 9.4 zuriickgefiithrt: Nach diesem Satz
ist

fohldeth'| = (g1 — g2) o h|det h'| = g1 o h|det | — go o h|det 1|

in £1(V) und es gilt die Transformationsformel.
Die Umkehrung folgt wieder mit dem Symmetrieprinzip.
Damit ist der Transformationssatz vollsténdig bewiesen. O

Wir halten noch eine Anwendung unserer Sétze fest:
Beispiel 9.3 Ein Parallelotop P ist das Bild des Einheitswiirfels
C={x=(x1,...,2p) ER"|0 < 2z; <1}

unter einer linearen Abbildung A € GL(n,R). Es wird dann von den Vek-
toren A(ey),...,A(en) (e1,... ,e, kanonische Basisvektoren), d.h. von den
Spalten der Matrix A, aufgespannt. Nach Korollar 9.1 hat es das Volumen

v(P) = | det A|.
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10 Die Riaume L?

Wir geben nun eine Einfithrung in die Funktionalanalysis. Wir wollen die
in der angewandten Mathematik wichtigen LP-Rdume einfiihren.
Die Menge

LYR™) = {f : R" — R| f integrierbar}
ist ein Vektorraum. Die Menge
Uy = {f € L'R")| f =, 0}

ist ein Unterraum von £'(R"). In der linearen Algebra haben Sie gelernt,
dass man den Quotientenvektorraum

LYR") := LYR™) /Uy

bilden kann. In diesem Raum werden zwei Funktionen f,g € LY(R") als
gleich angesehen, wenn ihre Differenz f — g in U; liegt, d.h. wenn f fast
iiberall gleich g ist. Auf L!'(R") erkliren wir eine Norm || ||; durch

1F + 2l = |1 f]] = /R \flde.

Damit wird L!(R") zu einem normierten Vektorraum:

Satz 10.1 Der Vektorraum L'(R™) mit der Norm || ||1 ist ein normierter
Vektorraum.

Beweis. Wir miissen die Normeigenschaften (vgl. Analysis IT) zeigen. Dazu
reprisentieren wir die Elemente von L'(R") (dies sind ja Aquivalenzklassen)
durch Elemente f,g € £'(R™). Der Beweis ist dann einfach, wir beweisen
als Beispiel nur die Dreiecksungleichung:

If+glh = /R|f+gdw

/ \fldz + / lgldz
R™ Rn

111+ gl

IN

Ist nun p > 0 eine reelle Zahl, so setzt man
LP(R™) :={f : R" — R| f messbar und |f|” integrierbar}.

Fiir p = 1 ist das nach Korollar 7.1 gerade unser altbekannter Raum £!(R™).
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Satz 10.2 LP(R") ist ein Vektorraum.
Beweis. Es seien f,g € LP(R™). Dann gilt

< (If[+1gD)?
< (2sup(If],1g]))”
< 2Psup(|fI?,|g[P).

|f + gl

Da | f + g|P messbar ist (Beweis?) und nach Voraussetzung |f[? und |g[P und
damit auch 2P sup(|f|P, |g|P) integrierbar sind, gilt auch f + g € LP(R™). O

Die Menge
Uy = {f € L/(R")| f =, 0}

ist wieder ein Unterraum von £P(R™) und wir betrachten
LP(R™) := LP(R™) /U,

Wir wollen auch LP(R™) zu einem normierten Vektorraum machen. Wie
miissen wir die Norm wéahlen? Wir probieren es mit

1
p
Ity = ([ 19Pa)" g e cre
Fiir p = 2 ist diese Norm analog zur euklidischen Norm gebildet.

Satz 10.3 Firp > 1 ist|| ||, eine Norm auf LP(R™).

Nur die Dreiecksungleichung ist zu zeigen, alles andere ist evident. Zum
Beweis der Dreicksungleichung fiir p > 1 benétigen wir einige Vorbereitun-
gen.

Lemma 10.1 Es seien a,b >0, p,q > 1 und % + % = 1. Dann gilt

aP b
ab < —+ —.
b q

Bemerkung 10.1 Fiir p = g = 2 spezialisiert sich diese Ungleichung zu

VaB <28 (o= va, b= B).

2

Dies ist die bekannte Ungleichung zwischen dem geometrischen und dem
arithmetischen Mittel.

Beweis. Ubungsaufgabe. O
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Satz 10.4 (Holdersche Ungleichung) FEs seip > 1, ¢ > 1,
f € LP(R"), g € LYR™). Dann ist fg € L*(R"™) und

/!f-gyd:cg (/\f|pd:c>% : </ yqucz:c>

Beweis. Fiir f = 0 oder g = 0 ist die Behauptung klar. Es sei also f # 0
und g # 0. Nach Lemma 10.1 gilt
[f@)| g(@)| _ 11f(x)” | 1lg(=)[?
=< T q
£l Nalle — 2 IfI g lgllg

fiir alle z € R™ auflerhalb einer Nullmenge. Die linke Seite ist sicher messbar,
sogar integrierbar, weil die rechte Seite integrierbar ist. Integration liefert

1
q

1 / 1
= [ fgldr <+ =1.
1 £11pllgllq p

Beweis von Satz 10.5. Es ist zu zeigen: Fiir p > 1, f,g € LP(R"™) gilt
Nf+allp <IIfllp +lgllp  (Minkowskische Ungleichung).

Es gilt
[f+gl” < [f + gl (1 f] + 1g)-
Alle Funktionen, die hier stehen, sind messbar.
Es sei ¢ > 1 mit %4—% = 1. Dann ist |f + g/P~! € LY(R"), denn
(p—1)g =p, also (|f +g|)P"1) = [f + g|" und |f + g[P ist integrierbar, da
fyg € LP(R™). Also kénnen wir die Holdersche Ungleichung anwenden:

Jirapas< ([1r+arac) s+ ([ 17+apaz) ol

Ist | f+ g| = 0, so ist die Behauptung klar. Andernfalls dividieren wir beide
1
q

Seiten durch (f |f+ g|pdx) . Es ergibt sich

1—1
</f+g|”dm> < £l + Nl

Wegen 1 — % = % folgt die Behauptung. O

Definition Ein Banachraum oder vollstindiger normierter Vektorraum ist
ein normierter Vektorraum X, in dem jede Cauchyfolge konvergiert. Eine
Cauchyfolge ist eine Folge von Elementen a,, € X, so dass fiir alle € > 0 ein
no € N existiert, so dass fiir alle n,m > ng gilt ||a, — am|| < e. Eine Folge
(an) in X heifit konvergent gegen a € X, wenn fiir alle ¢ > 0 ein ng € N
existiert, so dass fiir alle n > ng gilt ||a, — a|| < e.
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In Analysis I und IT wurde die Vollsténdigkeit von R und R™ bewiesen.

Satz 10.5 (Riesz-Fischer) Fir p > 1 sind die normierten Vektorrdume
LP(R™) wollstindig.

Beweis. Es sei fi, fa,... eine Cauchyfolge in LP(R") und ¢ = 2% gegeben.
Wir wéhlen eine Folge m; < mg < ... von Indizes derart, dass

L
o= Sl < 5 farn =

gilt. Solche Indizes gibt es, da die Folge eine Cauchyfolge ist. (Erst m;
wéhlen, dann mgy > my, etc.) Betrachte nun die Reihe

o0

Z ‘fkarl - fmk‘

k=1

Behauptung Diese Reihe konvergiert fast iiberall.

Beweis. Es geniigt, die Behauptung auf beliebigen Quadern nachzuweisen.
Wir multiplizieren daher alle Reihenglieder mit der charakteristischen Funk-
tion 1¢g eines Quaders (). Es gilt

|fmk+1 - fmk| : 1Q € Ll(Rn)7

denn

1 1
| frngsr — fmy| € LP(R™),  1¢ € LY(R™), E—i_ p =1.
Die Holdersche Ungleichung liefert

/ I - )]

Daraus folgt, dass die Integrale der Partialsummen der Reihe

o)
k=1

durch ¢/v(Q) beschrinkt sind. Nach Beppo Levi ist die Reihe also fast
iiberall konvergent (d.h. die Partialsummenfolge ist fast iiberall konvergent).
O

Nach Analysis I ist dann aber auch die Reihe

[o¢]
Z fmk+1 fmk :
k=1
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fast {iberall konvergent. Die k-te Partialsumme ist aber gerade

(fkarl - fml)lQ'
Das bedeutet, dass die Folge f,, fast iiberall gegen eine Funktion f konver-
giert.
Behauptung (i) f € LP(R").

(i) limg oo || — £l = 0.

Man beachte, dass hier zwei verschiedene Konvergenzbegriffe aufeinander
treffen: Wir haben f als Grenzfunktion gefunden, gegen die die Folge (fi)
fast tiberall konvergiert. Wir miissen zeigen, das die Folge ( fi) auch beziiglich
der LP-Norm gegen f konvergiert. Das ist die Aussage (ii).

Zu (i): Da (fm,) als Cauchyfolge beschrénkt ist, ist auch die Folge
(|| fme ||5) ken beschriinkt. Also gibt es ein A € R mit

/ o P < A.

Auflerdem konvergiert die Folge (| f, |P) fast iiberall gegen |f|P. Nach dem
Lemma von Fatou gehort |f|P zu LY(R™), also |f| und f zu LP(R").
Zu (ii): Fir k > r, v > m, haben wir

1fy = frellp < 1 fo = Fonollp + |1 frn, = fimillp < 277

Die Folge (|f, — fm,|?) konvergiert fast iiberall gegen |f, — f|P. Die zu-
gehorigen Integrale erfiillen

(1fy = Fmillp)” < (27FHP.

Nach dem Lemma von Fatou gilt also
[ 18, fira < 2

also ||f, — fll, < 27"*L. Daraus folgt (ii). O

Ein Nebenresultat des Beweises ist:

Bemerkung 10.2 Ist fi, fo,... eine Cauchyfolge in LP(R™), so gibt es eine
Teilfolge, die fast iiberall gegen eine Funktion f € LP(R™) konvergiert.

Wir fithren nun noch eine leichte Verallgemeinerung der LP-R&ume ein.
Es sei E eine messbare Menge. Definiere

LP(E) :={f € L"(R")| f = fE}

Offensichtlich ist LP(E) ein Unterraum von LP(R™) und erbt die Norm || ||,
von LP(R™). Man kann zeigen (Ubung), dass LP(E) in der Topologie von
LP(R™) abgeschlossen ist. Damit erhalten wir:
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Korollar 10.1 LP(E) ist fir p > 1 ein vollstandiger normierter Vektor-
raum.

Weitere Definitionen

cormny on f messbar und
LERY) = {f RE—R auflerhalb einer Nullmenge beschrinkt |’
L*(R"™) = L%[R")/Ux wie oben.

Fiir f € £L°(R"™) definieren wir:
|| flloo := inf{c € R|3 Nullmenge N.,s.d. Vo € R" \ N, : |f(z)| < ¢}.

Damit wird auf L°°(R™) eine Norm eingefiithrt. Auch in diesem Fall gilt
die Holdersche Ungleichung, wobei man ¢ = oo als ”dualen” Exponenten zu
p = 1 auffasst:

—+—=1.
1+oo

Da die Norm || ||~ analog zur Supremumsnorm ist, gilt:

Satz 10.6 (Riesz-Fischer fiir p = co) L (R"™) mit der Norm || ||oo ist
ein vollstindiger normierter Vektorraum.

Wir beschiftigen uns nun mit dem Fall p = 2.

Dann ist auch der duale Exponent ¢ = 2. Die Hoéldersche Ungleichung
besagt also gerade, dass mit f,g € L?(R") das Produkt f-g in L'(R") liegt
und man eine Bilinearform

)= | fgs

hat. Diese Bilinearform ist sogar ein Skalarprodukt, d.h. sie ist symme-
trisch und positiv definit. Der Vektorraum L?(R") ist also ein euklidischer
Vektorraum. Die Norm || ||2 ist gerade die Norm zu diesem Skalarprodukt:

HfH2=\/m=(/Rnf2dx>%.

Wir wissen obendrein schon, dass dieser euklidische Vektorraum vollsténdig
ist. Damit wird er zu einem Standardbeispiel fiir einen Hilbertraum.

Definition Ein euklidischer Vektorraum X heifit Hilbertraum, wenn er
beziiglich der Norm ||z|| = \/(z, z) vollstindig ist.

Es sollen nun Hilbertrdume studiert werden. Es sei X im Folgenden ein
Hilbertraum.
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Definition Ist [ irgendeine Indexmenge, so heifit eine Familie (p;);cr von
Vektoren ¢; € X orthonormal, wenn (p;, ;) = d;; fir alle ¢, j € I gilt (d.h.

Wir beschéftigen uns nun mit der Frage, ein f € X moglichst gut durch
Elemente eines Teilraums S C X, der von einer orthonormalen Familie
(¢i)ier aufgespannt wird, zu approximieren. Dazu betrachten wir

If =il
ieJ

wobei J eine fest gegebene endliche Teilmenge von [ ist.Wir suchen nun
solche Koeffizienten ~;, dass obiger Ausdruck minimiert wird.

Anschaulich ist, dass man die v; so zu wihlen hat, dass » ;. ;vip; die
Projektion von f auf den von den ¢j, j € J, aufgespannten Teilraum S ist.
Das ist gleichbedeutend mit

f— Z%‘% steht senkrecht auf S.
i€J

Da die ¢; den Teilraum S; aufspannen, ist dies dquivalent zu
(f =" v, ;) = 0 fiir alle j € J.
i€J

Da die Familie (¢;) orthonormal ist, berechnet man aus dieser Gleichung

: . . t
die optimalen Koeffizienten c¢; = fy;.’p zu

cj = (f, ;) fiir jedes j € J.

Definition Der Koeffizient ¢; = (f, ¢;) heiit der Fourierkoeffizient von f
beziiglich ;.

Wir wollen nun die Richtigkeit dieser anschaulichen Uberlegung nach-
weisen. Dazu bemerken wir: In euklidischen Vektorrdumen gilt der

Satz 10.7 (Satz von Pythagoras) Ist (a,b) =0, so gilt
lla+ bl = [[al[* + [[b]*.
Beweis. (a+b,a+ b) = (a,a) + 2{a,b) + (b, b). 0

Satz 10.8 (Optimalitit der Fourierkoeffizienten) Ist (v;)icr eine or-
thonormale Familie in einem euklidischen Raum X, f € X und J eine
endliche Teilmenge von I, so gilt fiir beliebige Koeffizienten y;

1F = el < I1F =D viesll.

jeJ jeJ
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Beweis. Setze
a=f=> ce;, b= (c;—)p;
Jj€J Jj€J
Dann gilt
atb = f=) e
J€J
(@,0) = > [(e;—v){fr 05 ) = (¢j = 75)es] = 0.
JjeJ
Damit folgt die Behauptung aus dem Satz des Pythagoras, da
(0.6) = (cj =)= Ib|I* > 0.
jedJ

O

Satz 10.9 (Besselsche Ungleichung) Unter den Voraussetzungen wvon

Satz 10.8 gilt
> G <IAP
jed
Beweis. Der Beweis von Satz 10.8 liefert, wenn alle v; = 0 gesetzt werden:
AP = 11F =Y eieslP+ D
Jj€J Jj€J
O
In endlich-dimensionalen euklidischen Vektorrdumen X gilt in der Bes-
selschen Ungleichung die Gleichheit, wenn die ¢; eine ON-Basis von X sind

und J = I gilt. Bis hierher brauchten wir nur euklidische Vektorrdume.
Nun sei X wieder ein Hilbertraum.

Definition Ein Orthonormalsystem (¢;);e; von Vektoren in X heifit voll-
stindig oder eine Hilbertbasis, wenn fiir jedes f € X und jedes € > 0 eine
endliche Linearkombination ) ieg Viis J C I endlich, existiert, so dass

1f = cipill <e
jeJ

(Es spielt hier keine Rolle, ob man die optimalen Koeffizienten ¢; oder die ~;
nimmt. Gibt es nédmlich iiberhaupt eine solche gute Approximation, dann
erfiillt die optimale die Abschitzung aufgrund von Satz 10.8 erst recht.)

Es sei nun I abzdhlbar, 0.B.d.A. I = N.
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Satz 10.10 (Parsevalsche Vollstéindigkeitsrelation) Ein Orthonormal-
system (p;)ien ist vollstindig genau dann, wenn fir jedes f € X gilt:

o
1A= ¢
=0

(d.h. Gleichheit in der Besselschen Ungleichung).

Beweis. 7=": Ist (¢;) vollstindig, so kénnen wir zu € > 0 ein ng finden, so
dass fiir m > ng

m m
WP =D =1f =) cwill® <&
i=0 i=0
Daraus folgt > ¢ = || f||%
"<": Bssel Y.o0c? = ||f|[®. Zu jedem e > 0 ldsst sich also ein ng

finden, so dass fiir m > ng

m m
I =) aallP =IfIP =D ¢ <&
1=0 =0
O

Satz 10.11 Ist (¢;)ien ein vollstindiges Orthonormalsystem im Hilbertraum
X, so gilt fiir jedes f € X
oo
= Z Cipi
i=0

(Konvergenz im Sinne der Hilbertraumnorm,).

Beweis. Dies folgt aus dem Beweis des vorherigen Satzes. O

11 Fourierreihen

Wir betrachten nun Fourierreihen. Sie bilden eine der wichtigsten Anwen-
dungen der Theorie des Lebesgue-Integrals.

Wir betrachten das Intervall [—7, 7] C R. Nach §10 wissen wir, dass
L?([—m,n]) ein Hilbertraum ist, mit Skalarprodukt

(o) = [ s s

und Norm )

sl = ([ o)

FEin vollsténdiges Orthonormalsystem in diesem Raum bilden die trigono-
metrischen Funktionen.
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Satz 11.1 Die Funktionen

1 1 1
—sin(nz), —= cos(mx),

VoG NG

m,n € N\ {0}, bilden ein vollstindiges Orthonormalsystem in L*([—m,7]).

Beweis. Es gilt

" 1) 1 1 { sinnx }
) =1, [ = dr = 0,
/_7T <\/27r> _x V21 /7 | cosmx
also hat die Funktion \/% die Norm 1 und ist zu allen anderen orthogonal.
Fir m > 0 und n > 0 ist

1
COS ML - COSNT = o [cos(m + n)z + cos(m — n)x].
Also gilt

/ 1 0 fiir m # n,
—cosmz - —cosnrdr = ..
o Vs 1 fiir m =n.

Analog folgen die anderen Orthonormalititsrelationen. Man verwendet also
die Additionstheoreme und die Periodizitdt obiger Funktionen. Den Beweis
der Vollstandigkeit stellen wir noch aus. O

Die Fourierkoeffizienten einer Funktion f € L?([—n,7]) lauten:

_Wf( )\T sinnx dzx,

f( )—cosmxdw

Vi

\/% 7; f(x)dx.

Definition Die Fourierreihe zur Funktion f ist die Reihe

ap + Z (ay cos kx + by sin kx)

k=1
mit
1 s
ar = — f(:n)coska:d:n,
T
1
by = — f( ) sin kx dz,

ap = /f

Dies ist die ”Fourierreihe” aus Satz 10.11 in klassischer Schreibweise.



11 Fourierreihen 60

In welchem Sinne und gegen welche Funktion konvergiert die Fourierrei-
he?

Aus der allgemeinen Theorie wissen wir: In jedem Hilbertraum X kon-
vergiert die Reihe Y 72 ¢, wenn ¢; = (f, ;) ist und (p;) ein Orthonormal-
system ist. Vollstdndig braucht es nicht zu sein. Denn aus der Besselschen

Ungleichung
oo
> <|IfIP
i=0
folgt, dass
n 2 n
> av| =24
i=m i=m

beliebig klein gemacht werden kann, also die Partialsummen eine Cauchy-
folge bilden.

Bemerkung 11.1 Es gilt
o0
(f — Zcigpi,g0j> = 0 fiir jedes j,
=0

denn: Die Gleichnung stimmt fiir beliebige Partialsummen der Reihe und
fiir beliebiges festes a € X ist die Abbildung

lo: X — R
x +— (x,a)

stetig, wie aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt:
[z =y, a)] < |z —yll-a]].

Es ist ja a priori nicht klar, ob die Reihe )7 cip; gegen f konvergiert,
aber dass der Fehler auf allen ¢; senkrecht steht. Halten wir fest:

Bemerkung 11.2 Die Fourierreihe konvergiert in L?([—, 7]).

Wenn wir gezeigt haben, dass die trigonometrischen Funktionen vollstandig
sind, so folgt aus Satz 10.11:

Satz 11.2 Fiir jedes f € L?*([~m,7]) konvergiert die Fourierreihe gegen f
(im Sinne der L?-Norm).

Bemerkung 11.3 Man nennt die Konvergenz in der L?-Norm auch Kon-
vergenz im quadratischen Mittel, denn man misst ja die Abweichung von f,
von f durch

/ " fala) — F(o)|de.

Das ist eine Art Gaufische Fehlerquadratsumme.
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Jetzt kommen wir zum Beweis der Vollstdndigkeit. Wir betrachten
zunichst die Partialsummen der Fourierreihe:

n
S = ag+ Z (ay cos kx + by sin kx)

k=1
1 4 1 & ™
T f(t)dt + - ; » f(t)(cos kt cos kx + sin kt sin kx) dt
1 (7 1 (7 n
= o= | [fH)dt+ —/ f(®) ( cos k(z — t)) dt.
2 J_, - a

Zur Rechnungsvereinfachung schreiben wir sin und cos durch die komplexe
Exponentialfunktion:

e = cosx+isinz fir x € R,
@) = W fiir gy € R.
Dann ist 1
cosa =5 (ei ¢+ e*m) :

Setzt man oo = x — t, so gilt

- 1
Zcosk‘(:r—t) t3
k=1

<1 + 2icos k:a)

k=1
1 n . .
— 5 <1+Z <€zka+€zka>>
k=1
n
Z eika‘

k=—n

N —

Do | =

Man erhélt also als n-te Partialsumme

— i " - ik(z—t)
Sn = 5 ﬂf(t)(Z e dt.

k=—n

Man beachte, dass trotz der komplexen Exponentialfunktion der Integrand
reell ist.

Definition

1
Dn(.%') = %
k=—n

heifit Dirichlet-Kern (weil er als fester Bestandteil in dem obigen Integral
steht).
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Satz 11.3 Fiir jedes f € L*([—n, 7)) gilt: Die n-te Partialsumme der Fou-
rierreithe von f an der Stelle x ist gleich

" ) Dl — 1) dt.

—T

Beim Beweis haben wir beziiglich f nur die Existenz der Fourierkoeffizi-
enten, also die Integrierbarkeit von f benttigt. Daher

Bemerkung 11.4 Alle Fourierkoeffizienten sind definierbar fiir f € L!([—n, 7).
Man beachte, dass gilt:
L3([—m,]) € L} ([~ 7).

Die Inklusion folgt aus der Holderschen Ungleichung. Sie ist echt: fiir r > —1
gilt: |z|" € L', aber |z|7%/2 ¢ L2
Wir halten noch fest:

Satz 11.4 (Besselsche Ungleichung fiir die Fourierreihe) Fir f €
L%([—m, 7)) lautet die Besselsche Ungleichung:

> 1
20+ (af +0) < — [ f(a)da.
k=1 -m

Wir fiithren nun einen neuen Begriff ein.

Definition Eine Funktion f : R — R heifit periodisch (mit der Periode
27), wenn fiir x € R gilt: f(xz + 27) = f(z).

Bemerkung 11.5 Ein f € L'([—,7]) ldsst sich periodisch auf R fortset-
zen. Allerdings braucht die Fortsetzung nicht in L' zu liegen. Es gilt aber
fiir die periodisch fortgesetzte Funktion:

b
/ f(z) dx wohldefiniert fiir a,b € R,a < b.
Ist obendrein b — a = 27, so gilt
b ™ B
/ f(z)de = f(z)dx (Beweis: Ubung).
Definition Fiir f,g € L?([—,7]) heifit die Funktion
frglx)= [ f)g(x—t)dt

die Faltung von f und g. (z — ¢ braucht nicht im Intervall zu liegen, aber
dann fasse man g als die periodische Fortsetzung auf.)
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Warum existiert das Integral? Wegen f,g € L*([-n,7]) C LY([-~, 7))
ist (u,v) — f(u)-g(v) eine integrierbare Funktion auf R?. Also existiert das

Integral
/ F(w) - g(v) d(u,v).
[—m, ] % [—7,7]

Die Transformation ¢ = u, x — t = v, fithrt dieses Integral iiber in

/_ i _W F(t)g(@ — t)dadt.

Nach Fubini ist also f % g(z) fiir fast alle x wohldefiniert und f % g €
LY ([, 7).

Satz 11.5 Sind f,g € L*([~7,7]), so ist fxg=g* f.

Beweis.

™

frglx) = ft)g(z —t)dt

—T

= _/ : f(x —7)g(T)dr (Substitution 7 = x — t)
T+

T

= / g(T)f(x —7)dr (obige Bemerkung)

—T

= gx*f(z).

Satz 11.3 kann nun so formuliert werden:

Satz 11.6 Fliir jedes f € LY([—m,n]) gilt: Die n-te Partialsumme s, der
Fourierreihe von f wird gegeben durch

sp(x) = f* Dy(x), wobei Dy(x) = % Z etk

k=—n

Definition )
K, = E(Do—i——l—Dn_l)

heiflt der Fejer-Kern.

Diese Kerne lassen sich berechnen:

1 1— eiz(2n+1)

D,(z) = %e—macW (geom. Reihe)

1 ezf(n—‘r%) _ e—i:v(n-i—%)

2 ei% — e_i%
: 1
1 sin(n + 3)z

il —
27 sin 5
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Ko(z) = %me(x)

_ 1 -1 —ima et@m+1l)z _
2mn et —1
m=0
11 ey .
- (m+1)x —imx
. 2mmetm — 1 Z (e € )
m=0
2mn et — 1 et —1 e~ —1
1 1

Definition Eine Folge von Funktionen §,, € £!([—, 7]) heiBt Dirac-Folge,
wenn sie die folgenden Bedingungen erfiillt:

(61) Fir alle n ist 9, > 0.
(62) [7_on(t)dt = 1.

(63) Zu jedem & > 0 und jedem p > 0 gibt es ein N € N, so dass fiir alle
n>N

L, .
Su(t) dt+/ Sa(t)dt < e.
. i

Bemerkung 11.6 Eine Dirac-Folge stellt eine mathematische Version der
in der Physik oft benutzten Diracschen ,0-Funktion“ dar. (Dies ist keine
Funktion im eigentlichen Sinn, sondern nur eine Distribution.)

Satz 11.7 Die Folge (K,,) der Fejer-Kerne bildet eine Dirac-Folge.

Bewess.
(61) klar, da Quadrat einer reellen Funktion.
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u (62):

- m=0k=—m" "
u (03): Wegen der Symmetrie von K,, geniigt die Betrachtung von

m ™ 2
/Kn(t)dt:/ LSIHQ—(f)dt
P P 27mn sin ( )

2

Nun ist . ) .
K,(t)] < firt > p > 0.
[ (t)] = 27Tnsin2% — 2mn sinzg mwer=r
Daraus folgt fiir geniigend grofie n:
1 1 €

0< K, (t)dt < — < .
/ 7T27rnsn12§ 2

O

Betrachten wir nun das arithmetische Mittel der ersten n Partialsummen
der Fourierreihe von f:

on(z) = E(so(:z:) +s1(z)+ ...+ sp_1(x)).

Auch dies ist ein trigonometrisches Polynom, d.h. ein Polynom in sinx und
cosx bzw. eine Linearkombination des Orthonormalsystems, von dem wir
ausgegangen sind. Es gilt

= fx*x K.

Satz 11.8 (Approximation durch trigonometrische Polynome) Es sei
f i [=m, 7] — R eine stetige Funktion mit f(—n) = f(n). Dann gibt es zu
jedem € > 0 ein trigonometrisches Polynom h, fir das gilt:

IF&X : |f(z) —h(z)| <e.
xre|—m,m

Beweis. Betrachte o, = f * K,,. Es gilt:

oul() — f(z) = /ﬂ(f(w—t)—f(w))Kn(t)dt (nach (52))

/_:-~-+/_:-~-+/_pp(f($—t)—f(x))Kn(t)dt‘

Ist nun M eine Schranke fiir | f], so ist

oule) = f@] < a3 [ Koy [ 15— 0~ @) Eale) d

—p
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Es sei nun ¢ > 0 gegeben. Da f auf [—, 7] gleichmifig stetig ist, ist auch die
periodische Fortsetzung von f gleichméfig stetig. Deswegen gibt es p > 0,
so dass fiir jedes t mit [¢t| < p und jedes z gilt:

[f(z—t) = flo)] <e
Nach (03) konnen wir zu den so bestimmten € und p ein N finden, so dass

fiir n > N gilt:

—T

/_pKn(t) dt + /7r Ko(t)dt < e.

Daraus folgt
lon(x) — f(x)] < 2Me + €.

Wir haben also bewiesen: Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein trigonometrische
Polynom (nédmlich o), so dass

max |op(x) — f(x)| < const.e,
x€[—m,m]

wobei die Konstante nur von f abhéingt. O

Korollar 11.1 (Satz von Fejer) Die Folge (0,) konvergiert gleichmdjsig
gegen f.

Bemerkung 11.7 Ist max,¢c|_r A |f(z) — h(z)| <€, so ist

|| f — hll2 < V27e.

Also folgt aus der gleichméfligen Konvergenz auch die Konvergenz in der
L?-Norm.

Wir koénnen nun den Beweis von Satz 11.1 vervollstdndigen.

Beweis von Satz 11.1. Es ist noch zu zeigen: Zu jedem f € L?([—,x]) und
jedem € > 0 gibt es ein trigonometrisches Polynom h mit

If = hll2 <e.
Dies zeigen wir in drei Schritten: Wir zeigen:

(1) Zu jedem f € L?*([—m,n]) gibt es eine Treppenfunktion ¢ mit Triger
in [—m, 7] und ||f —t|]2 < §.

(2) Zu t gibt es eine stetige Funktion g mit ||t — g||2 < 5.

(3) Zu g gibt es ein trigonometrisches Polynom h mit ||g — hll2 < §.
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Die Aussage (3) folgt aus Satz 11.8 und der obigen Bemerkung.

Zu (2): Es geniigt, dies fiir ¢t = 17, I C [—m, 7] Intervall, zu zeigen, da
Treppenfunktionen endliche Linearkombinationen solcher Funktionen sind.
Ubung!

Zu (1): Wir nehmen zuerst an, dass f beschriankt ist, etwa |f| < M.
Da f messbar ist, gibt es eine Folge (s;) von Treppenfunktionen, die fast
tiberall gegen f konvergiert. Wir kénnen annehmen, dass jede Funktion sy
ebenfalls durch M beschrinkt ist. Insbesondere ist dann

(f — Sk)z < 4M?.

Nach dem Satz von Lebesgue ist dann

™

lim (f —sp)?dx =0,

k—oo J_ .

also auch
lim ||f — sk||l2 = 0.
k—oo

Ist nun f € L%([—m,7]) beliebig, so schneiden wir f ab:
fr := inf(k,sup(f, —k)) fir k € N.

Dann ist ((f — fx)?) eine monoton fallende Folge, die fast iiberall gegen 0
konvergiert. Alle Integrale sind > 0, also ldsst sich der Satz von Beppo Levi

anwenden: -

lim [ (f — fr)*dz =0.

k—oo J_o
Also gilt auch
lim |[f — fk|l2 = 0.
k—oo
O

Nach der allgemeinen Theorie aus §10 haben wir damit auch bewiesen.

Satz 11.9 (Parsevalsche Vollstindigkeitsrelation fiir Fourierreihe)
Fiir f € L*([—n, 7)) gilt

00 1 (7
2a3 + Z (ai +b}) = = () dz,
k=1 o

d.h. in Satz 11.4 gilt die Gleichheit.

Konvergiert nun eigentlich die Partialsummenfolge der Fourierreihe einer
Funktion f punktweise gegen f?7 Das ist eine i.A. komplizierte Frage.

Warnung Es gibt Beispiele stetiger Funktionen, deren Fourierreihen nicht
gegen die Funktion punktweise konvergieren.

Man beachte, dass der Satz von Fejer etwas iiber die arithmetischen
Mittel der Partialsummen aussagt.
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12 Differentialformen

Es sollen nun die Integralsétze behandelt werden, insbesondere der Satz
von Stokes. Der Satz von Stokes kann als ein hoherdimensionales Analogon
zum Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung betrachtet werden.
Die Schwierigkeit liegt in der Formulierung dieses Satzes. Die eleganteste
Formulierung ist mit Hilfe des Differentialformenkalkiils moglich. Dieser
Kalkiil soll nun eingefiihrt werden.

Wir betrachten den R™ mit den Koordinaten x = (z1,... ,z,), x; € R.
Es sei U C R™ offen. Weiter sei

C®(U) :={f:U — R] f beliebig oft differenzierbar}.
Wir betrachten nun Symbole
dri,dxs, ... dxy,,
mit denen wie folgt gerechnet werden darf
dx; Ndrj = —dzj Ndx; firi,5 =1,... ,n. (1)
Daraus folgt unmittelbar
dr; Ndx; =0 firi=1,... ,n.

Auf diese Weise gewinnen wir eine , Algebra“ iiber dem Ring C*°(U). Sie
entsteht aus C°°(U) durch ,,Adjunktion“ der Symbole dz; unter Verwendung
der Relationen (1). Dies soll nun prézisiert werden.

Wir betrachten zunéchst Ausdriicke der Form

ardxr1 + asdxs + ... + apdx,,

wobei a; € C*(U), also die Koeffizienten Funktionen sind. Wir betrach-
ten zwei solche Ausdriicke als gleich, wenn alle Koeffizientenfunktionen a;
iibereinstimmen. Einen solchen Ausdruck nennen wir eine Differentialform
vom Grad 1. Wir setzen

Q'(U) := {Differentialformen vom Grad 1}.

Funktionen betrachten wir als Differentialformen vom Grad 0, d.h. wir set-
zen

QUU) :== C>(U).

Nun konstruieren wir Q?(U). Dabei sollen Ausdriicke in den dx; vorkommen,
die homogen vom Grad 2 in den dz; sind:

w = E aijdxi VAN d(L‘j,
1<j
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a;j € C*(U), ist eine Differentialform vom Grad 2.
Q2(U) := {Differentialformen vom Grad 2}.

Man gibt sich also eine Differentialform zweiten Grades, indem man sich
die Koeffizientenfunktionen a;; gibt. Die dx; A dr; mit ¢ < j bilden also
eine Basis von Q2?(U), dem sogenannten ,freien von den dz; A dzj (i < j)
erzeugten C*°(U)-Modul“.

Fiir beliebige p > 1 nehmen wir als Basis von Q7 (u) die Menge der

<p> wMonome® dx;y Ndxiy A\ ... Ndzg, mit i3 <ip <...<ip.

(Als Basis von Q°(U) hat man die konstante Funktion 1. Basis von Q(U):
dxy, ..., dry. Also hat man auch in den Fillen p = 0,1 eine Basis von
QOP(U) der Méchtigkeit (Z))

Fir p > 1 sieht eine Differentialform vom Grad p, kurz eine p-Form,
dann wie folgt aus:

w= E ail...ipdxil ANdxi, N... A d.fCip.
11<...<ip

Fine solche p-Form gibt man sich wieder durch Angabe der Koeffizienten
a;,..i, € C*°(U). In der Sprache der linearen Algebra heifit das, dass QP(U)
der freie C°°(U)-Modul ist, der frei von den dz;; A...Adx;, mit iy < ... <1,
erzeugt wird.

Wie sieht nun eine n-Form aus? Offenbar so:

w=adxri Ndxo A ... Ndxy,

wobei a ein wohlbestimmtes Element von C*(U) ist.
Wir erkldren nun eine Multiplikation

QP(U) x QUU) — QPTIU)

Sind a € QP(U), 5 € QI(U), etwa

a = E ail_,ipdxil VAN dl’ip,
11<...<ip

8 = E ajlqudle /\.../\d$]’q,
J1<...<Jq

so ist ihr Produkt unter Beriicksichtigung der Rechenregeln (1) auf abso-
lut naheliegende Weise zu bilden. (Distributivgesetz und Assoziativgesetz
setzen wir stets voraus.) Also soll man « A § nur ausdistribuieren:

alfB= Zail...ipbjl...jqdmil ARERRA d$ip A dle ARERNA dajjll'
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Dabei erstreckt sich die Summe iiber allei; < ... <1ipund j; < ... < j,. Hat
man die dxp vermoge der Rechenregeln (1) in ihre gewohnliche Reihenfolge
gebracht und zusammengefasst, so hat dieses Produkt wieder die Form

alf= Z Ci1...ip+qd$i1 /\.../\d:L’Z'erq.

i1<...<7;p+q
Satz 12.1 Gegeben seien n 1-Formen:

a1 = andri+ ...+ aipndxy,

a, = andri+ ...+ appde,,.
Dann hat das Produkt dieser Formen die Gestalt
atANag A...Na, =adxy A ... N\dx,,
wobei a = det(a;;).

Beweis. Beim Ausdistribuieren erhilt man im Prinzip n” Terme, die mei-
stens verschwinden, ndmlich wenn in einem der Dachprodukte ein dx; dop-
pelt vorkommt. Es bleiben daher nur
arN\...Nay = Za1i1a2i2 o Oy Az AN dx
wobei zu summieren ist iiber alle Permutationen der Zahlen 1,... ,n, d.h.
ag Ao ANay = Z Alo(1) - - - ang(n)dxg(l) VANPAN deo(n)'
oES,

Hierbei ist S, die Gruppe der Permutationen von n Elementen. Die Symbole
dzgs(1) A ... A dzs(y) sind bis aufs Vorzeichen alle gleich. Bringt man sie in
die richtige Reihenfolge, so erhilt man gerade das Vorzeichen sign(co) (siehe
Lineare Algebra). Also ist

a1 ANy = < Z sign(o)ayg(1) - - - am,(n)> dri A ... ANdzxy,.
JES’n

Der Koeffizient in der Klammer ist aber bekanntlich gerade det(a;). O

Notation Wir werden im Folgenden die Décher A auch oft weglassen.

Wir betrachten nun den wichtigen Spezialfall R3, U sei also offen in R3.
Dann haben die Differentialformen folgende Gestalt:

QU): a,
Ql(U) : ardzy + asdxe + asdrs,
Q2(U) : bydradrs + bydrsdry + badzds,
Q3(U) :  bdzidrades,
QF(U) ={0} fiir k > 3.
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Die 1-Formen nennen die Physiker auch Vektorfelder, man wird sehen, dass
sie sich langs Wegen integrieren lassen. Man beachte, dass die Indizes der
2-Formen durch zyklische Vertauschung ineinander iibergehen. Im R3 ist
dies die iibliche Normalform.

Als interesssante Produkte erhélt man blofi: 1-Form A 1-Form und 1-
Form A 2-Form, sonst wird der Grad zu grof}. Betrachten wir zunéchst den
Fall 1-Form A 2-Form:

a = a1dry + axdrs + azdrs,
B = bidradrs + badrzdry + b3dzidra,
aANB = (a1bi + azbs + azbs)dxidxadrs
= [ Aa.

Das ist etwas iiberraschend, da die Kommutativitdt des Produktes nicht
verlangt ist, sogar i.A. nicht gegeben ist. Es gilt vielmehr

Satz 12.2 Es sei U C R" offen. Ist o € QP(U), € QU(U), so ist
aNf=(-DPEAa.
Beweis. Wegen der Distributivitit geniigt es, das fiir Monome
a=dzry N...Ndx;,, [B=dzr; N...Ndxj,
einzusehen. Um also aus
dxyy N ... Ndzg, Ndxj N... Ndxj,

das Monom
dl‘jl /\.../\dl‘jq/\dl‘il /\.../\dl‘ip

entstehen zu lassen, muss man erst dxr; mit den p Symbolen dx;, vertau-
schen (p Vorzeichenwechsel), dann dz;, (weitere p Vorzeichenwechsel), etc.
Das resultierende Vorzeichen ist also

(1) = (1.

Korollar 12.1 Ist p ungerade und o € QP(U), so ist
aNa=0.

Man vergleiche dies mit der Diskriminante: Vertauscht man in einem
Produkt von n 1-Formen aq A ... A a, zwei verschiedene «;, so erhilt man
ein Vorzeichen —1 (Beweis Ubung!). Dem entspricht in der Theorie der De-
terminanten, dass die Determinante bei Zeilen- und Spaltenvertauschungen
ihr Vorzeichen wechselt.
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Multiplizieren wir nun zwei 1-Formen o, 8 € QY(U), U C R3:

a = aydri + asdxs + azdzs
6 = bidxy + badxo + b3dxs
SaANfpf = (a2b3 - agbg)dwgdxg

+ (CL3b1 - a1b3>d.%'3d$1
+ (a1b2 — agbl)d.%'ldl'g.

Wegen (i’) = (g) = 3 kann man im R3 sowohl 1-Formen als auch 2-Formen

als Vektorfelder, nimlich als Abbildungen U — R3, auffassen. Das Produkt
zweier 1-Formen entspricht dem Kreuzprodukt:

al bl azbg — a3b2
a9 X bg = a3b1 — a1b3
as b3 arby — agby

Wir sehen also: Das Produkt einer 1-Form im R® mit einer 2-Form ent-
spricht dem euklidischen Skalarprodukt, das Produkt zweier 1-Formen dem
Kreuzprodukt. Wir erinnern daran, dass a@ X b derjenige Vektor ist, der
senkrecht auf @ und b steht, die Lange

Sall

@ x b = |a] - B] - sing
hat und durch die Rechtsschraubenregel bestimmt ist: Dreht man @ in I;, SO
gibt @ x b die Richtung an, in der sich eine Rechtsschraube bewegt. Insbe-
sondere entsprechen den Gleichungen
(@ % b,@) = (@xb,b) =0
die Gleichungen
(aANB)Na=(aANB)ANF=0.

Wir wollen nun Differentialformen differenzieren.
Sei dazu f € QO(U) = C=°(U), U c R™. (Erst jetzt wird es iiberhaupt
wichtig, dass die Koeffizienten der Differentialformen Funktionen sind.) Wir

setzen of of

df = —d oo ——dxy,.

f 0x1 SR Oxp, n
(Hier sieht man auch, warum es bequem ist, f € C°°(U) zu nehmen: die
partiellen Ableitungen sind wieder in C*°(U), sonst miisste man andauernd

iiberlegen, ob die entsprechende Ableitung iiberhaupt noch existiert.)

Bemerkung 12.1 Man kann ja auch die i-te Komponente von x € U C R"
als Funktion z; : U — R, x — z;, auffassen. Deren Ableitung dz; ist aber
gerade

dx; =0dxy + ...+ 0dx;—1 + 1ldz; + 0dziyq + ... + 0dx,.
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Also ist
dﬂ:‘i = dl’i.

Die beiden Symbole dx; in dieser Gleichung haben unterschiedliche Bedeu-
tungen und die Gleichung zeigt, dass beide Bedeutungen vertréglich sind.

Definition Fiir w € QP(U),

w = Z ail__,ipdmil VANPAN d:l,‘ip,

11<...<ip

ist die (dufere) Ableitung dw € QPT1(U) definiert durch

Z d(ailmip) AN dIil VANPIRAN dxip.

11<...<ip
Beispiel 12.1 Im R? gilt

d(aldacl + asdzo + a3d$3)
= dai; Ndx1 + das N\ dxo + dag N dxs

- (g—zd 1+ gz;d vy + g—dazg,) A dzy
+ (g—fjd 1+ gazd s + g—d%‘?)) A da:
+ (g—zjd o1+ g“?’d vy + %d:ﬂg) A das

- (gzz gzZ) dzadrs + (gzz ng> dsda
+ (g—ii — g_::;) dridxs.

Fasst man nun wieder 1-Formen und 2-Formen als Vektorfelder in U < R3
auf, so entsteht aus dem Vektorfeld @ := (a1, a2, ag) durch Differenzieren ein
neues Vektorfeld

rotg = (2% _ Doz Oa  Dag day  Oay
T E)xg a$37 8%3 8%1, (‘9951 6x2 ’

das Rotation von d genannt wird.

Bemerkung 12.2 Die Abbildung d : QP(U) — QPTH(U) ist R-linear (aber
nicht C*°(U)-linear!).

Satz 12.3 (Produktregel) Ist U C R", a € QP(U), B € QI(U), dann ist

dlaAp) = (da) NG+ (—=1)PandpS.
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Beweis. (a) Zunichst fiir p = ¢ = 0, also fiir Funktionen:
Zu zeigen: d(f ANg) =df Ng+ f ANdg. (Man beachte f Ag= f-g.)

d(f ng) = iaf‘gdl’i

0x;
i=1 v

_ N (1994 9N
- ZZ: <fal'z + g8$l> dl’z
_ (NOf ~dg
- (Z amz-dl’) i (Z m‘“”)
= df Ng+ f Adyg.

(b) Nun fiir beliebige p,q. Da d ein R-linearer Operator ist, geniigt es,
die Formel fiir den Fall zu beweisen, dass

a = adz;, ...dz;, und 8 = bdzj, ...dx;,.
Dann gilt
a A f = abdz;, ...dz;,dzj ...dz;,
also
dlanp) = (da-b+adb)dx;, ...dx;,dxj ...dzj,
dadx;, ...dx;,bdxj ...dz;,
+ (=1)Padx;, ... dz;,dbdxy, ... dx;,,

denn im ersten Fall vertauscht man eine 0-Form mit einer p-Form, im zweiten
Fall eine 1-Form mit einer p-Form. O

Satz 12.4 Fliir jedes p und jedes o € QP(U) ist
d(da) = 0.

Beweis. (a) Zunichst fiir p = 0, also fiir f € Q°(U).

_ ~of N\ _ N~ (2 .
ddf = d(t axidxz>—;d(axi>dxz

= znz Y a2f‘dxj dx;

— Jx;01;
=1 \j=1
0% f
= dx;dx;
8ﬂj‘i8xj :C] v
0? 0? 0% f
= ———dx;dx; ———dx;dx; dx;dx;
;69&0% FIE +;6m0xj I +;6xi8xj I

0% f 0% f
N Z (833283:] B 8%18.%]) dmde] =0

1<j
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(b) Nun fiir beliebiges p. Aufgrund der R-Linearitét von d geniigt es,
dda = 0 fiir ein Monom
a = adr;, ...dz;,

7Zu zeigen:

d(da) = d(dadz;, ...dz;,)
= dda Ndxy N...Ndx;, —da ANd(dzi, A ... A dxg,)
= 0,

wie iteriertes Anwenden der Produktregel ergibt. O

Definition Eine p-Form a heifit geschlossen, wenn da = 0. Eine p-Form «
heiit ezakt, wenn es ein 3 € QP~1(U) gibt, so dass d3 = a. (Die (p—1)-Form
3 ist also so etwas wie eine ,,Stammfunktion“.)

Korollar 12.2 Ist a exakt, so ist a geschlossen.
Beweis. a exakt = o =df = da = d(df) = 0. a

Bemerkung 12.3 Die Umkehrung gilt i.A. nicht! Beispiel: U = R?\ {0},

—y z
o= T_Hﬂdx—l— 7x2+y2dy

ist geschlossen, aber nicht exakt (Ubungsaufgabe).

Die Menge
ZP(U) ={a € QP(U) |da = 0},

also die Menge der geschlossenen p-Formen, ist ein Vektorraum iiber R.
Obendrein ist
ZP(U) = Kern (d : QP (U) — QPTL(U)),

wobeil mit Kern der Kern der linearen Abbildung gemeint ist. Die Menge

BP(U) = {aeQP(U)|38€ P Y (U) so dass d3 = a}
= Bild(d: Q*"YU) — QP(U))

ist auch ein R-Vektorraum. (Damit dies auch fiir p = 0 definiert ist, setzen
wir QP(U) =0 fiir p < 0.)

Die Abkiirzungen Z und B stammen aus der algebraischen Topologie.
Dort nennt man gewisse Objekte, die keinen Rand haben — do = 0 —, Zyklen
und gewisse andere, die selbst Rand sind — o = 97 —, eben Rénder (boun-
daries). Unsere ZP und BP haben etwas mit zu Zyklen und Réndern dualen
Objekten zu tun, mit Kozyklen und Koréndern.
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Die Vektorrdume, die wir eingefiihrt haben, sind i.A. unendlich dimen-
sionale Vektorraume. Aus Satz 12.4 folgt:

BY(U) C ZP(U).

Damit ist BP(U) ein Untervektorraum von ZP(U) und wir kénnen den Quo-
tientenvektorraum

HP(U;R) = 2°(U)/B*(U)

betrachten. Dieser Vektorraum heiflit die p-te Kohomologiegruppe von U
(mit Koeffizienten in R). Interessant ist dabei, dass selbst wenn ZP(U) und
BP(U) unendlich dimensionale Vektorrdume sind, der Vektorraum H?(U;R)
durchaus endlich dimensional sein kann. Offenbar ist HP(U;R) # 0 genau
dann, wenn es in U eine geschlossene, aber nicht exakte p-Form gibt.

Beispiel 12.2 (a) Es gilt
H°(U;R) = Z°(U)/{0} = {f € Q°(U) | df = 0}.

Nun gilt aber

df =0« alle 0
695,-

Es sei nun U wegzusammenhéngend, d.h. zu je zwei Punkten x,y € U gibt
es einen Weg, also eine C*°-Abbildung ~ : [0,1] — U, so dass v(0) =  und
(1) = y. Bssei f € Q°(U) mit df = 0. Dann ist f o~ lings allen Wegen
v in U konstant, denn es gilt (f o) = 0. Also ist f auf U konstant. Ist U
wegzusammenhéngend, so gilt also

verschwinden in U.

H°(U;R) = R.

(b) Nach der obigen Bemerkung gilt H'(R?\ {0};R) # 0. Tatsiichlich
kann man zeigen
H'(R*\ {0};R) @ R.

Soweit unser kurzer Ausflug in die algebraische Topologie.

Liften von Formen

Wir wollen nun Differentialformen auf verschiedenen Mengen miteinander
vergleichen und zwar im folgenden Sinne:
Gegeben seien offene Mengen U C R™ und V C R™ und eine C°-
differenzierbare Abbildung
h:U—V.

Hierzu wollen wir fiir jedes p > 0 eine lineare Abbildung

W QP(V) — QP(U)
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konstruieren, die mit dem A-Produkt und dem Differentialoperator d ver-
traglich ist. (Eigentlich miissten wir , wie auch bei d, an h* eine Index p
schrieben, da zu verschiedenen p verschiedene h* gehoren, aber wir wollen
die Notation nicht unnétig iiberfrachten.)

Beginnen wir also mit p = 0:

W QO(V) = CRO(V) — Q) = (U
a — h*(a)=aoh)

Da h* mit Produkten vertréglich sein soll, wollen wir nun erkléiren, was
h*(dyl)a t=1,... y 1
bedeuten soll.

Notation z = (z1,...,%,,) Punkte in U, y = (y1,... ,yn) Punkte in V,
hi,..., h, Komponentenfunktionen von h.

Wir setzen nun

. " Ohy
B (dy;) = Za -da;.
j=1

Betrachten wir einmal die Gleichung
S Ohi = Oy

J

= d.’Ej = dyi,
j=1 = (%sj

also h*(dy;) = dy;). Wie ist das zu verstehen? Links ist dy; die 1-Form,
rechts y; die i-te Koordinatenfunktion und dy; ihr Differential. Die Variable
y; ist dort also als Funktion aufzufassen. Nun die allgemeine Definition:

Definition Fiir eine p-Form

o = Z ai1...ipdyi1 . dyip S QP(V)

11<...<ip
setzen wir
W o) = Y Bai.s)h (dyi,) - B (dy,)
11<...<ip
= Y (.., 0h)dyi, ... dyi,,
11<...<ip

wobei nun die y; als Koordinatenfunktionen aufzufassen sind.

Satz 12.5 (i) h*(a A B) = h*a A R*S.
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(i) d(h*a) = h*(da).

Beweis. (i) ist klar nach Definition.
Zu (ii): Zunschst p =0, a = a € Q°(V):

d(h*a) = d(aoh) :Zaiaoh x)dz;

7j=1 =1
" da
_ h* el * ;
> ( 8%) I* (dyi)
i=1
= h (i:1 a—yzdyz> =h (da)

Allgemeiner Fall:

Z ail__ipdyil . dyip

11<...<ip
= h*(a)= Y (.., o h)h*(dy,) ... h*(dys,)
11<...<ip
= dhfa= Y d(ai..q,oh)dy, ...dy,
11<...<ip

Hierbei haben wir y;,,...y
det. Damit folgt:

i, als Funktionen aufgefasst und dd = 0 verwen-

> W (daiy.a,)h (dys) - B (dys,) = W (da).

11<...<ip

Beispiel 12.3 m = n, Liften einer n-Form adyj . .. dyy:

. "~ Ol " Oh,,
h*(adyy ...dy,) = aoh 8—1'jdxj Ao A o, - dx;

j=1 7j=1
= aohdeth'dz;...dx,

Integration von Formen

Definition Es sei V' C R” offen. Eine n-Form ady ... dy, heifit diber V
integrierbar, wenn a iiber V integrierbar ist, und das Integral von ady . .. dyy
iiber V ist dann definiert durch

/adyl...dyn ::/ ad(yi, ... ,dyn).
\%4 \%
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Auf der rechten Seite steht dabei das Lebesgue-Integral.

Bemerkung 12.4 Den Transformationssatz kann man damit so formulie-
ren: Es seien U,V C R"™ offene Teilmengen, h : U — V ein C'*°-Diffeomor-
phismus. Zusitzlich gelte deth’ > 0 (d.h. h ist ,orientierungserhaltend “).
Dann gilt: w € Q"(V) ist genau dann integrierbar, wenn h*w € Q"(U)
integrierbar ist. Im Falle der Integrierbarkeit ist

Es sollen nun allgemeiner p-Formen {iber p-dimensionalen Mengen inte-
griert werden.

Anschaulich wird man sicherlich das Bild h(U) einer offenen Menge U C
RP unter einer injektiven differenzierbaren Abbildung h : U — R" (n > p)
fiir eine p-dimensionale Menge im R™ halten. Wir nehmen also an: h(U) C
V C R™, V offen, w eine p-Form in V. Dann wollen wir definieren

sofern das zweite Integral existiert. Wir verwenden also die Transformati-
onsformel zur Definition.
Allgemeiner definieren wir:

Definition Eine p-dimensionale singulire Menge ist eine C'°°-Abbildung
h:U — R™ U C RP offen.

Warnung Die Abbildung A gibt die Parameterdarstellung der p-dimensio-
nalen singuléren ,Menge“ an, sie gehort mit dazu!

Beispiel 12.4 Die obere Hemisphire (hier ist & injektiv), aber auch Flichen
mit Selbstdurchdringungen oder sogar Punkte (A nicht injektiv).

Definition Ist h : U — R™ eine p-dimensionale singuldre Menge mit
h(U) C V C R™, V offen, w eine p-Form auf V und existiert [ h*w, so

setzen wir
/ w::/ h*w.
h(U) U

Warnung Diese Schreibweise ist gefihrlich! Sie suggeriert die falsche Vor-
stellung, dass man das Integral {iber die Bildmenge bildet. Wesentlicher Be-
standteil des Integrals |, () ¥ ist aber die Parameterdarstellung h : U — R™.
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Konkret bedeutet das: Bezeichnen wir mit (u,... ,u,) die Koordinaten
von U, so ldsst sich h*w schreiben als

flui, ... up)duy .. .du,

und fU h*w ist das Lebesgue-Integral von f iiber U, falls dieses existiert.
Ist nun A C U kompakt, so definieren wir

/ w::/h*w.
h(A) A

Wir zeigen nun, dass die so erklédrten Integrale nicht von der verwendeten
Parameterdarstellung i abhédngen. Dazu zunéchst:

Satz 12.6 (Funktorialitit des Liftens) Gegeben seien C*-Abbildungen g :
U—-V,h:V->W,UCR,V cCR” W CR"” offen. Dann gilt fir die
Abbildungen h* : QP(W) — QP(V), g* : QP(V) — QP(U):

g oh®=(hog)"
Beweis. (a) Fiir a € QY(W):
(hog)*a=aohog=(aoh)og=g*"(h*a).
(b) Fiir dz;: (Wir bezeichnen die Koordinaten von W mit (z1,...,2m).)
(hog)dz; = d((hog)z) =d(z o hog) = g"d(z; o h) = g"h*dz;.
Dabei haben wir Satz 12.5 angewandt. O

Satz 12.7 (Parameterwechsel) Es scien UU C RP offen und g : U —
U ein Parameterwechsel, d.h. eine bijektive, in beiden Richtungen C°°-
differenzierbare Abbildung. Auferdem wird vorausgesetzt:

det ¢’ (@) > 0 fiir alle u € U.

Dann gilt: h*w ist genau dann integrierbar, wenn (ho g)*w integrierbar ist,
und im Falle der Integrierbarkeit gilt:

/Uh*w:/ﬁ(hog)*w.

Beweis. Dies ist wieder der Transformationssatz! Nach Satz 12.6 gilt
(hog)'w=g"h*w.

Ist
hWw= f(ui,... up)du; ...dup,

so ist nach obigem Beispiel
g*h*w = fogdetg'(u)du ...du,

und die Behauptung folgt aus dem Transformationssatz. O
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13 Der Satz von Stokes

Wir beginnen jetzt mit der Diskussion des Satzes von Stokes.

Es sei U C RP offen, h : U — R™ eine p-dimensionale Menge, A C U
kompakt und ¢ = h(A). Der Rand von ¢ sei dc. Zum Beispiel sei ¢ ein
Rechteck mit Rand dc. Dann besagt der

/dw:/ w,
c dc

Satz von Stokes

wobei w eine (p — 1)-Form ist.
Man beachte

dime¢ = Graddw = p,
dimdec = Gradw=p-1,

oder: links wird eine p-Form iiber eine p-dimensionale Menge, rechts eine
(p—1)-Form iiber eine (p—1)-dimensionale Menge integriert. Die Zuordnung

(¢-Form a, g-dim. sing. Menge o) — / a=:{a,o)

ist ein Beispiel fiir eine ,,Paarung®. In dieser Notation lautet der Satz von
Stokes

(dw, c) = (w, dc),
und die Interpretation dieser Gleichung ist, dass die topologische Randbil-
dung Oc und die analytische Randbildung dw einander entsprechen.

Wir werden nun verschiedene Formen des Satzes von Stokes betrachten.
Zunichst wollen wir den Satz von Stokes fiir ein Rechteck im R2 beweisen.

Satz 13.1 (Satz von Stokes fiir Rechteck im R?) Es sei R = [ay,b1] x
[az, ba] ein Rechteck im R?, w eine 1-Form auf einer offenen Menge V C R?

mit R C V. Dann gilt
/ dw = / w.
R OR

Beweis. Wir parametrisieren den Rand von R durch

v it (tag),
Mot (byt),
g o+ t (ap + by —t,by),
Y t— (a1,a2 + by —t).

Weiter sei
w = f(l‘l,ZCQ)dZCl + g($1,l’2)d£€2.
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Dann gilt

b1
/ w = f(z1,a2) d$1+/ g(x1,az)dxs
OR

ai

ba b2
+/ f(b1,x2 dl’l / g bl,iL'Q)dZL'Q

az a2

al ai
—l—/ f(xl,bg d:Cl +/ g $1,b2)da:2

b

-

az
+/ fla1, z2) d:r:1+/ g(a1,z2)dxs

b2

ba
= / .%'1,&2 dacl +/ g(bl,xQ)de

a2z

b1 b2
f xl,bg d:IZl / g(al,xg)d:cg

al az

T / (9(b122) — g(ar, 22))des.

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

by ba af ba by ag
/8Rw = —/al (/@ 8x2(x1,x2)dx2) dm1+/a2 (/al 8—x1dx1) dxo

dg af ..
/R (8—m1 — 8—@) dzy1dxy (nach Fubini)

= /dw.
R

Wir wollen diesen Satz nun auf den Fall eines n-dimensionalen Quaders

Q = [al,bl] X [a2,b2] X ... X [an,bn]

im R” verallgemeinern.
Dazu bendtigen wir den Begriff der

O

Orientierung

Man sagt, eine Basis (e1,e2,... ,e,) eines n-dimensionalen Vektorraums X
definiert eine Orientierung von X. Dabei ist die Reihenfolge der Basisvekto-
ren entscheidend: Ein n-Tupel (eq,e9, ... ,e,) von Basisvektoren heifit auch
geordnete Basis von X.

Je zwei Basen definieren dieselbe Orientierung, wenn der zugehorige Ba-
siswechsel positive Determinante hat.
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Beispiel 13.1 Die geordneten Basen (e, ez) und (eg, e1) liefern verschiede-
ne Orientierungen des R?, denn der Basiswechsel

0 1
10
hat Determinante —1.

Genauer

Definition Es sei X ein n-dimensionaler Vektorraum. Zwei geordnete Ba-
sen heiflen dquivalent, wenn der Basiswechsel positive Determinante hat.
Dies ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller geordneten Basen des
Vektorraums X. Eine Orientierung von X ist eine Aquivalenzklasse von
geordneten Basen.

Jeder Vektorraum X von endlicher Dimension n hat also genau zwei
Orientierungen, da die Basiswechsel entweder positive oder negative Deter-
minante haben.

Die Standardorientierung des R™ ist diejenige, die durch die Standard-
basis

1 0
0 :
etr=1 . |,-,en=1] "
: 0
0 1

(in dieser Reihenfolge) gegeben wird.

Man kann auch von Orientierung von affinen Riumen, Quadern, usw.
sprechen. Eine Orientierung eines affinen Raumes ist eine Orientierung des
zugrundeliegenden Vektorraumes. Eine Orientierung eines k-dimensionalen
Quaders ) itm R", k < n, ist eine Orientierung des k-dimensionalen affinen
Raumes, in dem @ liegt.

Wie orientiert man nun den Rand des Quaders? Es sei

Q = [al,bl] X [ag,bg] X ... X [an,bn].
Der Rand von @) ist die Vereinigung der Randstiicke

QY = [a1,b1] x ... x {a;} X ... X [an,bn],
Q! [a1,b1] X ... x{b;i} X ... X [an, by].

Dies sind Teilmengen eines affinen Raums: Als Parameter nehmen wir
X1, L2,y y&iy. oo Ty, (Z; bedeutet: x; wird weggelassen.) Der zum affi-
nen Raum gehorige Vektorraum hat also die Basis

€1,€2,... ,€5,... ,€En.
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Nun soll eine Orientierung or in QY (Q}

;) so gewihlt werden, dass

(Richtung nach auflen, or)

mit der Standardorientierung des R" {ibereinstimmt.
Fiir das Randstiick QY heifit das das Folgende. Die Richtung nach auflen
wird durch den Vektor —e; gegeben. dann ist

(—ei, (—1)i(€1, €o2,... ,éi, . ,6n))

die Standardorientierung des R"™ (ein Faktor —1 vor einer Orientierung be-
deutet die entgegengesetzte Orientierung). Denn die Determinante des Ba-
siswechsels

(e1,...,en) — (—ej,e1,e2, ... ,€iy... €p)
ist gerade (—1) - (—1)"~1 = (=1)%
Wir erhalten als Ergebnis

g(Q?) = (_l)i(617627"' 7éi7"' 7€n)7
Q(Q?) = (—1)’_1(61,62,... €iyeen s Cp)

Unter dem orientierten Rand des Quaders @ verstehen wir die formale Li-
nearkombination

0Q => (=1)"(Q) — Q).
i=1

Eine solche formale Linearkombination nennt man auch eine Kette. Der
Koeffizient von Qf’ gibt jeweils an, ob Qf mit seiner Standardorientierung
oder der anderen zu versehen ist.

Das Integral iiber eine solche Kette definieren wir als

/8Qw:: g(_ly </9w_/%w)'

Damit kénnen wir nun formulieren:

Satz 13.2 (Satz von Stokes fiir Quader im R") FEs sei QQ ein Quader
in einer offenen Teilmenge V- C R™, w eine (n — 1)-Form in V. Dann gilt:

/dw:/ w.
Q aQ

Beweis. Wegen der Additivitdt des Integrals geniigt es, den Satz fiir ein
Monom zu beweisen. Es sei etwa

w:f(xl,...,:En)dxl/\.../\d/x\i/\.../\dznn.
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Nun miissen wir das Integral dieser (n—1)-Form {iber den orientierten Rand
von ) berechnen. Wenn j # ¢, dann gilt

/ w:O:/ w,
Q) Q5

J

da
[ —
? [al,bl]x...x[aj,bj]x...x[an,bn]
wobei hj @ (z1,...,25,... ,&n) — (21,...,0aj,... ,2,) und d(h;); = 0. Also
gilt

/w

aQ
o b bn —

= (-1 / / / flz1, ... a4, ... zp)dey .. dx; ... dxy,
al a; QAn
b b by -
—/ / / flze, ... biy. .. yop)dey .. day .. dy |

al a; Qn

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

b.
i O
flrr, oo by yxn) — f(o1, .00 a4, 2y) = 33]::

(1, .. ,xpn)dx;.
a;

Damit folgt

/ w=(-1)"1 of dzy...dx,.
0Q Q 9z

Auf der anderen Seite gilt

dwo = df NdziA...AdziA ... Adey,

—

"9
— Za—fd$]d$1dxzdxn
=1 9%

= —fdxid:cl...cfa?i...da:n

8$i
— (_1)“3—;@1 codxy,.
Daraus folgt die Behauptung. O

Insbesondere sieht man an dem Beweis, dass der Satz von Stokes eine
Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung
ist (und sich fir n = 1 auf diesen reduziert). Dieser ldsst sich auch so

schreiben: )
df = df = f(b) — =
/[(Lb} f /a f f( ) f(a) /a[a,b} f7
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wobei d[a,b] = b — a. Nullformen, also Funktionen, lassen sich ja nur iiber
0-dimensionale Mengen, also Punkte, integrieren. Integrieren heif3t hierbei,
an den betreffenden Punkten auswerten.

Wir wollen den Satz von Stokes nun auf ,,krummlinige“ Quader ausdeh-
nen. Dazu sei gegeben: Ein Quader @ in einer offenen Menge U C R™ und
eine C*°-differenzierbare Abbildung

h:U—V CR™,
wobei V' C R™ ebenfalls offen ist.
Definition Die Abbildung
hlg:@—=V

nennen wir einen n-dimensionalen singuliren Quaderim R™. (Dabei kommt
es wieder ganz entscheidend auf die Parametrisierung h an.)
Den orientierten Rand von h(Q) definieren wir durch

n

On(Q) = (—1)'[h(QY) — h(Q})],

i=1

wobei alle Mengen mit der von h induzierten Parameterdarstellung versehen
sind.
Es sei w eine (n — 1)-Form in V. Dann definieren wir wie oben

fen* L]
CCHNCH

und die Integrale auf der rechten Seite sind wie in §12 durch Zuriickholen
der Form w definiert.

n

/6h(Q)w = Z(—l)l

i=1

Dann gilt:

Satz 13.3 (Satz von Stokes fiir singulire Quader) EsseiV C R™ of-
fen und w eine (n —1)-Form in V. Es sei h: QQ — V ein n-dimensionaler
singuldrer Quader in V. Dann gilt

/ dw = / w.
Q) oh(Q)

Beweis. Hier zeigt sich nun der Vorteil des Differentialformenkalkiils. Ohne
ihn wére der Satz nur schwer zu beweisen. Mit Hilfe des Differentialformen-
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kalkiils und des Satzes von Stokes fiir Quader ist der Beweis ganz einfach:

/ dw = /h*dw (Definition)
h(Q) Q

— /dh*w (Satz 12.5(ii))
Q

= / h*w (Satz 13.2)
0Q

= / w  (Definition).
Q)

O

Der entscheidende Fortschritt besteht nun darin, dass es auf die Form
des singulédren Quaders gar nicht mehr ankommt. Fiir alle differenzierbaren
Bilder des Quaders (z.B. Kreis, Kugel) gilt der Satz ebenfalls. Lastig ist
nur, nach der passenden Parametrisierung zu suchen.

Die klassische Form des Satzes von Stokes

Wir wollen nun die klassische Form des Satzes von Stokes herleiten. Die
urspriingliche Form des Satzes von Stokes bezieht sich auf Flichen im R3
(n=2,m=3).

Es sei also V C R? offen und

w = a1dx1 + asdry + agdrs

eine 1-Form in V. Auflerdem sei ein singulires Rechteck F' mit Rand OF
gegeben.
Der Satz von Stokes besagt dann

/ w:/dw.
oF F

Die Randstiicke von OF parametrisieren wir durch Wege der Form
b (1 (t), w2(t), 23(t)) =: x(t).

Dann ist also

| e=%] :1[a1<x<t>>fc1<t> +aa(1))a(t) + ag(w(0) s (D),

wobei sich die Summe iiber die Randstiicke erstreckt und

dx;
Ei(t) = =), i=123,
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ist. Der Vektor

a1 (t)

a(t) = | 42(t)

i3(t)
ist ein Tangentialvektor des Randes F'. Stellt man sich — wie in der Physik
iiblich — unter dt einen ,infinitesimal“ (also ziemlich) kleinen Skalar vor, so
ist

ds = xdt

ein ganz kleiner Tangentialvektor. Man nennt ds das vektorielle Linienele-
ment. Stellt man sich unter der 1-Form w noch das Vektorfeld

ai
a—= a9

as

vor, so konnen wir die in der Physik iibliche Schreibweise identifizieren als

/ 6-d§’:/ w,
oF oF

wobei @ - ds das Skalarprodukt aus dem Vektorfeld @ und dem Tangential-
vektor ds bedeutet, also

, Tangentialkomponente von @ X Linienelement des Randes*“.

Wie bezeichnet man in der Physik nun [ dw? Nun

dw = <% — %> dxodrs

(91'2 61’3
8a1 6a3
+ (a—xg a—l'1> d$3dl‘1
8@2 8a1
+ <8_a:1 - 8_.752> da:ldxg,

die Koeffizienten dieser 2-Form sind gerade die Komponenten des Vektorfel-
des rot @ (siehe oben).
Es sei nun eine 2-Form

o = bidradrs + badrsdry + bydridzrs

gegeben, etwa a = dw. Dazu haben wir wieder das Vektorfeld
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Wir parametrisieren F' durch eine Abbildung
h: R — F

x1(u,v)
(u,v) +— xa(u,v)
x3(u,v)

/a:/h*a,
F R

Ozy  Ozo

Wa = [bl(h(u,v))' & o

Ou v

Nach Definition ist

%8&'

Foalteo)| 2
ou ov
9z, Oy

+b3(h(u,v))‘ g S H dudwv.
Ou v

Die Determinanten bilden aber gerade die Komponenten des Kreuzproduk-
tes der beiden Tangentialvektoren der Fliache

dzy Ozy

u N (v
gii ,  t2 aaivz )
ou ov

=
Il

welches senkrecht auf der Fliache steht. Unter du und dv stellt man sich in
der Physik wieder ganz kleine Skalare vor und man nennt

(£ x to)dudv =: dS

das wvektorielle Flichenelement. Anschaulich stellt man sich in der Physik
den Vektor dS als ein ganz kleines Stiick der Fliache vor, so klein, dass die
Flachenkriimmung ganz unerheblich ist.

Zusammenfassend kénnen wir also identifizieren

/rot&’~d§:/dw.
F F

Der Satz von Stokes in klassisch-physikalischer Schreibweise lautet also:

/ a*-dgz/rota’.dﬁ
oF a

Es muss aber betont werden, dass die Einfithrung des Skalarproduktes in die
beiden Integrale und damit die Einfiihrung der Metrik des R™ unsachgeméfl
ist, da wir in der Herleitung des Satzes von Stokes die Metrik des R™ nirgends
gebraucht haben.
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Der Gaufische Integralsatz

Aus dem Satz von Stokes fiir differenzierbare Bilder von 3-dimensionalen
Quadern im R3? erhilt man den klassischen GauBschen Integralsatz (n =
m=3).

Es sei U C R? offen und

w = a1dxodrs + asdxsdry + azdridrs

eine 2-Form in U. Auflerdem sei ein singuldrer Quader M mit Rand 0M
gegeben.

Es gilt

dw = %dazldxzdazg + %dazgdxgdxl + %dxgdxldxg
or 0z 0x3
8@1 8(12 8a3

= | =—+ —+ — | dridxaod

(83:1 + B + a3 2r1dT20T3

= divadV,

wobei div a die Divergenz
Oar , Oaz | Oag
81111 81‘2 8:63

des Vektorfeldes
aj
a= as
as
und

dV = dxl dedl‘g

das sogenannte Volumenelement bezeichnet.
Aus dem Satz von Stokes folgt damit in der oben eingefiihrten Schreib-
weise der

Satz 13.4 (Gauf3scher Integralsatz)

/divadvz/ a-dS
M OM

14 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Uns interessiert der Satz von Stokes nicht nur fiir ein — moglicherweise krum-
mes — Rechteck, sondern auch auf Kugeln und ihren Réndern oder dhnlichen
Objekten. Es sei

SQZ{x:(xl,xQ,xg) GRBIQU%—F:Ug—i—x%:l}
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die 2-Sphére. Dann ist S? = B3, wobei
B = {z = (21,22, 23) € R |2 + 23 + 23 < 1}

die abgeschlossene Vollkugel vom Radius 1 ist. Ist uns also eine 2-Form w
gegeben, die in einer Umgebung von B? definiert ist, so mochten wir gerne

die in der Gleichung
/ w= / dw
B3 B3

auftretenden Terme definieren und die behauptete Gleichung, den Satz von
Stokes fiir die Vollkugel B?, verstehen und beweisen.

Dieses Problem wollen wir gleich in einem allgemeinen Zusammenhang
betrachten. Die 2-Sphére ist ein typisches Beispiel fiir eine Mannigfaltigkeit.
Mit diesem Begriff wollen wir uns nun beschéftigen.

Definition Eine nicht leere Teilmenge M C R"™ heifit k-dimensionale (dif-
ferenzierbare) Mannigfaltigkeit im R™, k < n, wenn gilt: Zu jedem © € M
gibt es eine offene Umgebung U C R” von z und einen C*°-Diffeomorphismus
h : U — V auf eine offene Teilmenge V eines R™, deren Punkte mit
y = (y1,...,Yn) bezeichnet werden. Ferner sei h so beschaffen, dass

h(UNM) = {yeV|ypq1 =Yry2=-.. = yn =0}
= VN (R*x{0}).

(Hier ist mit 0 die 0 aus R"~* gemeint.)

Kurz gesagt: M sieht lokal in geeigneten Koordinaten wie eine offene
Teilmenge eines R* aus. Mannigfaltigkeiten im R™ werden auch Unterman-
nigfaltigkeiten des R™ genannt und sind Spezialfiille von abstrakten Man-
nigfaltigkeiten, die lokal ebenfalls wie offene Teilmengen eines R* aussehen,
aber nicht in einen R™ eingebettet sein miissen.

Beispiel 14.1 Die 2-Sphiire S? ist eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit im
R3: Es sei a = (a1,a2,a3) € S? mit az > 0, U eine Umgebung von a mit
Uc{zxeR3|z3>0}und h:U — V := h(U) die Abbildung
(w1, w9, x3) = (21, 79,1 — 2] — 23 — 23) =: (Y1, 2, 43)-
Nach dem lokalen Umkehrsatz ist diese Abbildung lokal ein C'*°-Diffeomorphismus
und
WU NM) C {y € R®|ys = 0}.

Andererseits ist U N M das Nullstellengebilde y; 1(0) der Funktion y3 =

2 _ 2 2
1 -2 — a5 — o3.

Dieses Beispiel wollen wir nun verallgemeinern.
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Satz 14.1 Es sei g : R® — R % eine C®-differenzierbare Abbildung mit
der Eigenschaft: Fiir alle p € R™, fiir die g(p) = 0 ist, habe ¢'(p) mazimalen
Rang, d.h. den Rang n — k.

Dann ist g71(0) eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung

vy = gi(z,...,zn)
Yn—k = Gn-k(®1,...,2Tp)
Yn—k+1 = Tp—k+1
Yn = Tn.

Diese Abbildung hat die Funktionalmatrix

991 991 g1 e, 991
orx OTp_ | OTp_k+1 O0xn
. 8977,7’6 8977,7}6 agnfk agnfk
<ayZ ) = 81’1 T 6xn,k 827,1,]64,1 T 8xn
Ox; 0 e 0 1 0
0 - 0 0 1

0O.B.d.A. sei die Determinante des oberen linken Késtchens von Null ver-
schieden (sonst @&ndern wir die Reihenfolge der g; und/oder der Koordina-
ten). Die Behauptung folgt dann aus dem lokalen Umkehrsatz. O

Wieder erhalten wir eine Mannigfaltigkeit durch Nullsetzen von n — k
Funktionen (bei S? waren es 3 — 2, die letzte, hier die ersten n — k).

Aufgabe 14.1 Was ist das Analogon in der linearen Algebra? Was passiert
also bei linearem g7

Eine weitere Verallgemeinerung:

Satz 14.2 FEs set M C R"™ und zu jedem p € M gebe es eine Umgebung U

von p und eine differenzierbare Abbildung g : U — R" ™, so dass M NU =

g~ 1(0) und so dass fiir alle x € M NU der Rang von ¢'(x) gleich n — k ist.
Dann ist M eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Beweis. Genau wie oben. O

Dieser Satz besagt also, dass man nur auf Umgebungen U von Punkten
Funktionen finden muss, deren Nullstellengebilde gerade M N U ist, um
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nachzuweisen, dass es sich bei M um eine Mannigfaltigkeit handelt, also nur
lokal.

Ein anderer Aspekt: Lokal wird die Mannigfaltigkeit durch Nullsetzen
von n — k Koordinaten beschrieben, die iibrigen £ Kordinaten sind also noch
frei. Dies liefert uns eine lokale Parameterdarstellung der Mannigfaltigkeit:
Setzt man

/(/}(y17"' 7yk) = h_l(y17"' 7yk707"' 70)7

so hat man auf M die Koordinaten

Tj = ¢](y1) 7yk)

und jeder Punkt x € M wird lokal durch die Koordinaten y; eindeutig
bestimmt.

Es sei nun M eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit im R", k < n. Wie
wir die Erdoberfliche durch Karten beschreiben kénnen, so kann man auch
M durch Karten beschreiben:

Definition Eine Teilmenge von M heifit offen in M, wenn sie der Durch-
schnitt von M mit einer offenen Teilmenge des R™ ist.

Man erinnere sich an die Definition der Mannigfaltigkeit: Dort bildet
h eine offene Teilmenge der Mannigfaltigkeit M auf eine offene Teilmenge
des gleichfalls k-dimensionalen R¥ ab. Das ist genau die zu betrachtende
Situation:

Definition Eine Karte von M ist eine offene Teilmenge U von M zu-
sammen mit einer Abbildung ¢ : U — V, wobei V eine offene Teilmenge
des R¥ ist, und es gelte: ¢ sei bijektiv, in beiden Richtungen stetig und
¢ 1V — U CR" sei C®-differenzierbar und (»~!)" habe in V Maximal-
rang, d.h. den Rang k.

Die Teilmenge U von M heifit auch Kartengebiet.

Nach Definition der Mannigfaltigkeit ldsst sich M ganz mit Karten iiber-
decken.

Definition Ein System von Karten {(U;, i, Vi)icr} (I irgendeine Index-
menge), fiir das
Uvi=m

icl
gilt, heifit Atlas von M.
Beispiel 14.2 Wir betrachten 5" := {z € R"*! |z} 4+ ...+ 22, = 1}. Die
Teilmengen
Up = S"\{N}, N=(0,...,0,1) (Nordpol)
Uy = S"\{S}, S=(0,...,0,—1) (Siidpol)
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sind offen in S™ (wieso?). Die Kartenabbildungen werden durch die stereo-
graphischen Projektionen gegeben (Skizze!).

Studieren wir jetzt die Situation, dass sich zwei Kartengebiete U;, Us
iiberlappen: Dann definiert @9 o <p1_1 eine bijektive Abbildung

w207 01 (U NUz) — @a(Uy N ).

Die zugehorige Umkehrabbildung ist ¢q o o5 ! Abbildungen dieses Typs
heilen Kartenwechsel.

Satz 14.3 Es sei (U, p,V) eine Karte von M und 2 = {(Ui, pi, Vi)icr} ein
Atlas von M. Dann sind alle Kartenwechsel von der Karte (U, p, V) zu den
Karten des Atlas A C°-differenzierbar.

1

Beweis. Es sei x € o(UNUj). Wir zeigen, dass ;o ¢~ in z differenzierbar

1st.
Dazu betrachte die Abbildung

h: o (UNU;) xRk — Rn
(u,v) — oy () +(0,0)

Da <pj_1 differenzierbar ist, ist auch h differenzierbar. Da (cpj_l)’ (pjop~t(z))
Maximalrang k hat, konnen wir nach eventueller Koordinatenvertauschung
annehmen, dass h/((¢;j o ¢~ 1(2),0)) Maximalrang n hat, also invertierbar
ist. Nach dem Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit ist A in einer Umgebung
von (¢; o ¢~ 1(z),0) ein Diffeomorphismus. Nun gilt

h((j 097 (2),0) = o' (2).

Daraus folgt, dass ¢, o o~ ! die ersten k¥ Komponentenfunktionen von h~! o
¢! sind. Daraus ergibt sich, dass ¢;j o ¢! in x differenzierbar ist. O

Beispiel 14.3 Der R™ selbst ist eine Mannigfaltigkeit: Sie hat die Dimen-
sion n und kann durch genau eine Karte beschrieben werden, z.B. die Iden-
titat. Aber auch z.B.

(x1,22) — (21,22 + € ") =2 (u1,u2)

ist eine Karte des R?, die offensichtlich nicht linear ist. Sie hat die Umkehr-
abbildung
(u1,ug) +— (ug,uz —e ).

Allgemeiner ist jeder C'°°-Diffeomorphismus des R™ auf sich eine Karte.

Nun wollen wir differenzierbare Abbildungen zwischen Mannigfaltigkei-
ten erkléren. Sie werden kartenweise definiert:
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Definition Es seien M und N Mannigfaltigkeiten der Dimension k bzw. (.
Fine Abbildung f : M — N heifit differenzierbar in x € M, wenn es Karten
(U,,V) von M um z und (U’,4,V’) von N um f(z) gibt, so dass die auf
einer Umgebung von ¢(x) erkliarte Abbildung

ofor Vv

in ¢(z) differenzierbar ist (im alten Sinne).
Eine Abbildung f : M — N heifit differenzierbar, wenn f an jeder Stelle
x € M differenzierbar ist.

Bemerkung 14.1 Man beachte, dass es auf die Wahl der Karten nicht
ankommt: Da alle Kartenwechsel differenzierbar sind, kénnen (U, ¢, V') und
(U',4, V") durch beliebige andere Karten ersetzt werden; haben zwei Karten
die verlangte Eigenschaft, so auch alle anderen Karten um = bzw. f(x).

Wir wollen nun den Tangentialraum an eine Mannigfaltigkeit erklaren.

Definition Es sei M C R" nicht leer. Ein Vektor v € R"™ heifit Tangen-
tialvektor an M im Punkt a € M, wenn es eine C*°-differenzierbare Kurve
a:(—ee) = M, e >0, gibt mit

a(0) = a und &(0) = v.

Die Gesamtheit aller Tangentialvektoren an M in a heifit der Tangenti-
alkegel von M in a. Er wird mit T, M bezeichnet. Falls T, M ein Vektorraum
ist, so nennt man T, M den Tangentialraum von M in a.

Satz 14.4 Ist M eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit im R™, so ist fiir
jeden Punkt a € M die Menge T, M ein k-dimensionaler Vektorraum.

Beweis. (a) Wir zeigen zunichst, dass fiir eine offene Teilmenge V C RF
und einen Punkt a € V gilt:

T,V = R".

Die Inklusion 7,V C RF ist klar. Zum Beweis der anderen Inklusion sei
v € RF. Dann ist v Tangentialvektor der Kurve

a: (—ee) — V
t — a+tv

an der Stelle t = 0.
(b) Der allgemeine Fall ergibt sich mit Hilfe einer Karte (U, ¢, V) von
M um a: Jeder Kurve av : (—¢,¢) — U wird durch ¢ eine Kurve a := poa:
(—e,e) — V zugeordnet. Fiir jede Kurve (§ : (—g,e) — V gilt 8 = « fiir
a=¢ top. Esgilt _
@(0) = (¢71)'(¢(a))a(0).
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Damit folgt aus (a)

T.M = T,U = (¢~ ") (¢(a))(R).

Beispiel 14.4 Wir bestimmen den Tangentialraum an die n-Sphére
S"={zx eR" |z +.. 422, =1}

in a € S™: Die n-Sphire ist die Nullstellenmenge von ¢ : R**! — R mit
g(z1,. . Tpy1) =23 +...+ 22, — 1 Fira: (—¢¢) - S"gilt goa =0,
also

(grad g(a),&(0)) = (2a,&(0)) = 0.

Damit gilt
T.S" = {v € R""! | {a,v) = 0}.

15 Integration auf Mannigfaltigkeiten

Wir wollen nun die Integration iiber Mannigfaltigkeiten definieren.

Zunéchst einige Bemerkungen iiber die Berechnung von Volumina und
Flacheninhalten. Wir betrachten den R™ mit dem Standardskalarprodukt
zweier Vektoren z,y € R”

n
(@,y) =Y _ iy
=1

Ist U offen in R™, so hatten wir erklirt:

v (U) = /U dz.

Fiir eine orthogonale Abbildung A : R® — R™ gilt det A = +1. Fiir solche
Abbildungen gilt
vn(A(U)) = vn(U),

da nach dem Transformationssatz

/ dy:/ | det Al dz.
A(U) U

Es seien aq,...,a, € R™. Diese Vektoren spannen ein Parallelotop im R"
auf, namlich

P = spat(aq,... ,ay) := {Z i@

=1

Og)\igl}.
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Nach §9 ist das Volumen von P gleich
vp(P) = |det(ay, ..., an)],

wobei (a1, ... ,a,) die n x n-Matrix mit den a; als Spaltenvektoren ist.
Mit Hilfe des Standardskalarprodukts im R™ kénnen wir das Volumen
von P auch folgendermafien ausdriicken. Es gilt

vn(P)? = det({ai, a;)),
denn die Matrix ({a;, a;)) aus den Skalarprodukten ist das Matrizenprodukt

((ai,aj)) = (al, e ,an)T(al, . ,an).

Die Determinante dieser Matrix nennt man auch Gramsche Determinante.
Auflerdem wissen wir, dass zwei Parallelotope, die durch eine orthogonale
Transformation auseinanderhervorgehen, dasselbe Volumen haben (§9).
Diese Bemerkungen kénnen wir nun verallgemeinern: Es sei X ein eukli-
discher Vektorraum der Dimension n. Nach Wahl einer Orthonormalbasis
in X lasst sich eine Isometrie, also ein Skalarprodukte respektierender li-
nearer Isomorphismus h : X — R einfach dadurch angeben, dass man die
gewihlte Orthonormalbasis auf die Standardbasis des R™ abbildet.

Definition Ist U C X eine offene oder abgeschlossene beschréinkte Menge,
so setzen wir

o(U) == v(h(U)).

Bemerkung 15.1 Das Volumen v(U) ist unabhingig von der gewéhlten
Isometrie h : X — R", denn ist h : X — R" ebenfalls eine Isometrie, so ist
h o h™! eine orthogonale Abbildung des R™.

Sind nun aq, ... ,a, € X Vektoren, so spannen diese wieder ein Paralle-
lotop P = spat(aq,... ,a,) auf und es gilt

vn(P)? = det({ai, a;)),

wobei ( , ) das Skalarprodukt in X ist. Das folgt aus unseren obigen Be-
merkungen.

Man beachte, dass die Volumina , koordinatenfrei“ oder ,invariant“ er-
kliart sind. Man braucht nur das Skalarprodukt, nicht eine spezielle ON-
Basis von X.

Wir wollen auf die Betrachtung von niederdimensionalen Teilmengen des
R™ hinaus. Zunéchst der lineare Fall:

Es sei Y C X ein k-dimensionaler Unterraum. Dann erbt Y das Skalar-
produkt von X und ist selbst ein euklidischer Vektorraum. Also ist auch in
Y ein Volumen erklért.
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Beispiel 15.1 Gegeben seien aq,... ,a;r € Y. Dann gilt
vi(spat(ay, ..., ax)) = [det((ai,aj>)]1/2.

(Man beachte, dass ((a;,a;)) eine k x k-Matrix ist und das Volumen in Y
zu verstehen ist!)

Warnung Man muss zwischen dem k-dimensionalen und dem n-dimensio-
nalen Volumen unterscheiden: im R? gilt beispielsweise

va(spat(eq, e2)) = 1 aber vz(spat(eq, ez)) = 0!

Es sei nun M eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit im R™. Wir wollen
nun das Integral {iber M erkldren. Dazu betrachten wir zunéchst einmal
eine Karte (U, p,V) von M um den Punkt a € M. Die Umkehrabbildung
¢ 1V — U ist dann eine C*-differenzierbare Abbildung und (¢ ')’ hat
in V Maximalrang. Bezeichnen wir mit w1, ... ,u; die Koordinaten von V,
so bilden die Vektoren

1 -1
% (@) e (pla)

eine Basis des Tangentialraums T, M von M in a.

Definition Wir definieren das k-dimensionale Volumen von U beziiglich
der Karte (U, ¢, V') durch:

L 8@71 89071
Uk(U) .—/V\/det << ou; , 8’LL]' >)du1...duk.

Ist nun f : M — R eine Funktion, so kénnen wir definieren: f heif3t diber
U integrierbar beziglich der Karte (U, ¢, V'), wenn die Funktion

(fo (p—l)\/det <<a(;01:’ a{;pu;l >>

tiber V integrierbar ist und dann heifle

ot o ({25 027
/Uf_/v(f © )\/det << du o >>du1...duk

das Integral von f iber U beziiglich der Karte (U,p, V).

Lemma 15.1 Es seien (U, ¢, V), (U, ¢, V) zwei Karten von M mit demsel-
ben Kartengebiet U. Dann gilt: Ist f beziiglich (U, @, V') dber U integrier-
bar, so auch beziiglich (U, ¢, 17), und die Integrale von f beziiglich der beiden
Karten sind gleich.
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Beweis. Nach Satz 14.3 ist der Kartenwechsel h := p o @~ ! ein Diffeomor-
phismus. Es gilt 3~ = ¢! o h. Wir bezeichnen die Koordinaten von V mit

(ui,...,ux). Wir erinnern an die Matrixidentitét

dp~toh Optoh\\ (0o toh T rop~loh
on, ' on, /)~ om oz, )

Nach der Kettenregel gilt

oder

Also folgt
dp~toh , _ r Op~toh , _
( du; (u)> ( Iu; (u)>

— W@ [(agu o) (% <h<a>>)] W .

Nach dem Transformationssatz erhalt man also

|1

- e )

- oo (i B

- [ \/dt(<8§’;<h<a>>,%@—1;<h< D)) ldet @l
-/ f(w‘l(u))\/det (%t Gt ) J

Dabei existiert das erste Integral genau dann, wenn das letzte Integral exi-
stiert. O

Aufgrund dieses Lemmas ist die folgende Definition sinnvoll:

Definition Eine Funktion f : M — R heifit integrierbar iber U, U Kar-
tengebiet, wenn sie beziiglich einer (und damit jeder) Karte (U, p, V') inte-
grierbar ist. Der von der Wahl der Karte unabhéngige Wert

L= f(so‘l(U))\/det (Tt Gt ) )
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heifit das Integral von f ber U. Ist die Funktion 1 iiber U integrierbar, so

heifit
690—1 Dot
0= [1=[ \/dt 8% (1), () ) )

das k-dimensionale Volumen (die Oberfliche) von U.

Fiir ,,ebene* Kartengebiete ist die Definition identisch mit der alten De-
finition: Ist ¢ : U — R* die Inklusionsabbildung, so gilt

(%) = 6w

\/det (<8§Uil (1)), 852; (U))>> — 1.

Fiir das folgende Beispiel ben6tigen wir einen Hilfssatz aus der linearen
Algebra.

also

Satz 15.1 Es sei k < n und es seien A, B zwei n X k-Matrizen. Fiir
1 <idp < ... < i < n bezeichne Ay, . 4, die Matriz, die aus den Zeilen
i1,...,1, der Matriz A besteht. Dann gilt

det ATB = Z det A“Zk det lezk

11 <...<tp

Bemerkung 15.2 Dies ist fiir kK = n der Determinantenmultiplikations-
satz.

Beweis von Satz 15.1. Man hilt A fest und verifiziert die folgenden Aussa-
gen:

(a) Die Formel gilt fiir B = (ej,,... ,€j,), wobei ey, ... ,e, die Standard-
basisvektoren des R" sind.

(b) Gilt die Formel fir B = (by,...,b;), so auch fir B =
(b1 oo Abiy .. bE).

(c) Gilt die Formel fir B = (b1,...,b,,...,by) und B”" =
(by,..., b ... bg), so auch fir B = (by,... b, +0b,... by).

A

(a) ist offensichtlich, (b) und (c) folgen aus den Linearitétseigenschaften
der Determinante. Aus (a)—(c) ergibt sich, dass die Formel fiir eine beliebige
Matrix B gilt. O

Korollar 15.1 Es sei A eine n x k-Matriz (k < mn). Dann gilt

det ATA= )" (detA; ;)%

11 <...<tp
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Korollar 15.2 Gegeben seien k Vektoren ay,... ,ar im R™. Dann ist

()
det({a;, a;)) = Y D7,

i=1

Dabei durchlduft D; die Determinanten aller k x k-Untermatrizen der Matrix
(a1,... ,a). (Davon gibt es gerade (}}).)

Beispiel 15.2 (k =2, n =3) Sind

€1 U1
a1 = X2 , a2 = Y2 s
€3 Y3
So ist
x T 2 x 2
det(<ai7 CL]>) e 1 yl 1 yl _|_ 2 y2
€2 Y2 T3 Y3 T3 Y3

2
- Y i (L)
= lax|* - flaz|[* ~ (a1, a2)”

= Ha1 X GQHQ.

Aus Korollar 15.2 folgt fiir die Gramsche Determinante

()
ap~ 9\ 1" 2
det = = D?
(G >
wobei D; die Determinanten der k& x k-Untermatrizen der Matrix

Op~! Op~!
Ouy =7 Oug

Beispiel 15.3 (Graph einer Funktion) Wir betrachten den Graphen ei-
ner differenzierbaren Funktion f : R” — R im R™*! (k=n, n—n+1)

1/2

sind.

Iy={(z,2) eR"xR=R"" |z = f(z)}.

Was ist seine Oberflache?
Als Karte (U, ¢, V) wihlen wir die Projektion

p: UcCcl'y — VCR?
(r,2) +— = ’
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Die Umkehrabbildung ist

90*1 Vv — U
(X1, yxpn) — (z1,... 2y, f(21,... ,2p))
Es gilt
1 0 0
ot ot 0 1 - 0
<5’; e g; >: : e (n+ 1 Zeilen).

! " 0 0 - 1
of of ... Of
ox1 Oxo Ozn

Aus Korollar 15.2 folgt
1/2

2 2
vn(U):/V 1+<88_a{;> ++<38—3i>] dxy ...dwy,.

Als Spezialfall erhélt man die aus Analysis IT bekannte Formel

/b V1+ fl(x)?dz

fiir die Bogenlénge eines Graphen einer Funktion f : [a,b] — R.

Beispiel 15.4 (Niveaufliche) Wir betrachten eine Niveaufléche einer dif-
ferenzierbaren Funktion g : U — R, U C R™

S={(z1,...,2n) €Ulg(z1,... ,zy) =c}.

Ist 9
Ti(x) £ 0 fiir alle z € U,

so lédsst sich nach dem Satz {iber implizite Funktionen — zumindest lokal
— eine Funktion f : V — R, V C R"! geeignet, finden, so dass fiir
(x1,...,2p—1) € V gilt

g1, ... yTpn1, f(T1,... ,Tn-1)) = cC.

Nun gilt

dg _0Og  0g Of _
a—xi(xla"' 733n—17f(x17-‘- ,ﬂfn_]_)) = axl +3—mn : 81’1 =0

firi=1,...,n—1. Also gilt

0
of :_ébi firi=1,...,n—1.

Tn



15 Integration auf Mannigfaltigkeiten 103

Auf S gilt lokal
Tn = f(x1,. . ,Tn-1),

d.h. S ist lokal der Graph der Funktion f. Nach Beispiel 15.3 gilt fiir die
Oberfléiche einer geeigneten Teilmenge U’ C S

1/2

U — 1 "/ dg 2 d d
’Un—l( )— V/a—g Z a.’L’Z L1 ...0Tp—-1.

Oryn, Li=1

Um Integrale von Funktionen iiber beliebige Mannigfaltigkeiten zu er-
kldren, braucht man Partitionen (=Zerlegungen) der Eins.
Betrachten wir zunéchst die Funktion

f: R — R
0 firt<o,
b f)= { et fiir t > 0.

Diese Funktion ist C'°°-differenzierbar.

Mit Hilfe dieser Funktion lassen sich neue Funktionen, die ebenfalls C'°°-
differenzierbar sind, konstruieren, die fiir unsere Zwecke besonders gute Ei-
genschaften haben ([a,b] C R):

@Z)[&b]i R — R
t — f(t—a)f(b—1t)"

Es gilt

¢[a,b] (t) > 0 fira<t<b,
Yiap)(t) = 0 auBerhalb des Intervalls [a, b].

Fiir eine Funktion g : R” — R definieren wir den Trdger von g als

Tr(g) = {z € R* | g(z) # 0}.

Dann gilt
Tr(¢[a,b]) = [aab]'
Dies verallgemeinern wir nun auf einen Quader
Q= [al,bﬂ X ... X [an,bn] Cc R™.

Wir setzen

Yty s tn) = Yoy by (t1) o+ Vyap ) (En)-

Fiir Punkte (¢1,... ,t,) im Innern des Quaders, also aus

[¢]

Q: (al,bl) X ... X (an,bn),
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ist ¥g(t1,... ,ty) > 0, ansonsten gilt ¥(t1,... ,t,) = 0. Das hat zur Folge:

Tr(vq) = Q.

Man beachte: Obwohl ¢g € C*°(R",R), ist @Z)él(O), also das AuBere des
offenen Quaders, mit Ecken versehen!
Nun brauchen wir einen kleinen Einschub iiber kompakte Ausschépfungen.

Satz 15.2 Jede Mannigfaltigkeit M im R™ besitzt eine kompakte Ausschop-
fung. Darunter versteht man eine Folge (K;);cn kompakter Teilmengen von
M mit den folgenden beiden Figenschaften:

(i) K; CIOQH (I%Hl ist das Innere von K11 in M ).

(i) Uy Ki = M.
Beweis. Betrachte die abzdhlbar vielen offenen Quader (; C R™ mit ra-
tionalen Eckpunkten und mit der Eigenschaft, dass @; N M kompakt ist.

Setze
Vii=Q;NM, i=0,1,....

Wir setzen dann

KO = V()
und bestimmen rekursiv eine Folge von Indizes 0 = ng < nq1 < ... derart,
dass jeweils
ng Ti+1
K, = U Vi C U Vi
k=0 k=0
gilt. Die Folge (K;) bildet dann eine kompakte Ausschopfung. O

Wir erinnern an die Heine-Borelsche Uberdeckungseigenschaft einer kom-
pakten Menge: K C R™ ist genau dann kompakt, wenn es zu jeder offenen
Uberdeckung von K eine endliche Teiliiberdeckung von K gibt.

Aus Satz 15.2 folgt nun, dass fiir Mannigfaltigkeiten im R™ eine abge-
schwiichte Uberdeckungseigenschaft gilt:

Korollar 15.3 Aus jeder offenen Uberdeckung einer Mannigfaltigkeit M im
R"™ kann man abzdihlbar viele Mengen auswdhlen, die ebenfalls M tiberdecken.
Insbesondere besitzt jede Mannigfaltigkeit einen abzdhlbaren Atlas.

Beweis. Jede Menge K, einer kompakten Ausschopfung von M wird nach
Heine-Borel bereits durch endlich viele Mengen der Uberdeckung iiberdeckt,
M also durch abzéhlbar viele. O

Definition Eine Partition der Eins auf einer Mannigfaltigkeit M ist eine
Familie (p;)ic; von C°°-differenzierbaren Funktionen p; : M — [0, 1] mit
folgenden Eigenschaften:
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(i) Die Familie (p;) ist lokal-endlich, d.h. zu jedem x € M gibt es eine
Umgebung U von z, auf der alle aufler endlich vielen der p; verschwin-
den.

(i) > pi(z) =1 fir alle z € M.

Ist U = (U;);es eine offene Uberdeckung von M, so heifit die Partition
der Eins (p;) dieser Uberdeckung untergeordnet, wenn zusétzlich gilt:

(iii) Fiir jedes i € I ist der Tréger Tr p; in einer der Mengen U; enthalten.

Satz 15.3 (Existenz einer Partition der Eins) Zu jeder offenen Uber-
deckung U = (Uj)jes einer Mannigfaltigkeit M C R™ gibt es eine dieser
Uberdeckung untergeordnete Partition der Eins.

Beweis. Es sei (K;) eine kompakte Ausschopfung von M. Wir konstruieren
dann zunéchst zu jedem i € N endlich viele C'°°-differenzierbare Funktionen
Yio,- .., Vir, - M — [0,00), so dass gilt:

(a) Der Triger jeder dieser Funktionen liegt in einem U; wund in [%,-H
\K;—2. (Dabei seien K_9 = K_1 :=1.)

[e]
(b) In jedem Punkt p € K;\ K;—1 hat wenigstens eine dieser Funktionen
einen positiven Wert.

Zur Konstruktion dieser Funktionen: O.B.d.A. sei i = (U;) eine Uber-
deckung durch Kartengebiete. (Sonst betrachte man eine Verfeinerung von
U.) Es sei {(Uj,¢;,V;)} der entsprechende Atlas.

Es sei p € K;\ [O(i,l, p € U;. Wihle einen offenen Quader @,C
V; mit ¢;(p) €Q,, so dass seine abgeschlossene Hiille @), := @, ganz in
©;j(U; N (Kit+1 \K;—2)) liegt. Die Urbilder w;l(Qp) der offenen Quader
iiberdecken die kompakte Menge K\ [O{ i—1 ganz, also gibt es nach Heine-
Borel endlich viele der cpj_l(Qp), etwa mit ij_l(Qm), m =0,...,r;, bezeich-
net, die ebenfalls K;\ I% i—1 ganz iiberdecken. Setze

Yim = VQ,, © Pj-

Die Funktionen v; ,,, m = 0,... ,r;, erfiillen (a) und (b).
Die Gesamtheit der Funktionen v; ,,, € N, m = 0,... ,r;, ist offensicht-
lich lokal-endlich. Somit konvergiert die Reihe

¢ = Z Zl:q/)i,m

=0 m=0
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und liefert eine C'*°-differenzierbare, iiberall positive Funktion auf M. Die
Funktionen

pi - wi,m
i,m Q,Z)
schliefflich bilden eine U untergeordnete Partition der Eins. O

Wir wollen nun Integrale iiber beliebige Mannigfaltigkeiten erkléren.
Zunichst eine Verallgemeinerung der Integration iiber ein Kartengebiet:

Definition Eine Funktion f : M — R, deren Tréger in einem Kartengebiet
U C M liegt, heif3t integrierbar iber M, wenn die Einschrinkung f {iber U
integrierbar ist, und dann setzen wir

b

Bemerkung 15.3 Diese Definition héngt nicht von der Wahl des Karten-
gebiets ab: Ist U’ ein weiteres Kartengebiet mit Tr(f) C U’ so gilt

33 it =

Lemma 15.2 (Partitionslemma) Fs sei f : M — R eine Funktion, deren
Triger in einem Kartengebiet enthalten ist. Ferner sei (p;)ien eine Partition
der Fins auf M, so dass gilt:

(i) Jede Funktion fp; ist integrierbar iber M.

(1) 2220 fas [flpi < oo

Dann ist [ tiber M integrierbar und es gilt

/Mfzi/pri-

Umgekehrt: Ist f diber M integrierbar, so erfillt f fir jede Partition der
Fins die Bedingungen (i) und (ii).

Beweis. (a) Wir betrachten zunédchst den Fall: M C R™ offen. Dann ist M
ein Kartengebiet.

Die Funktion f erfiille (i) und (ii). Dann konvergiert die Partialsummen-
folge der Reihe Y2 | f|pi punktweise und monoton wachsend gegen | f|. Die
zugehorige Integralfolge ist nach (ii) beschriankt. Nach dem Satz von Beppo
Levi ist also | f| integrierbar. Weiter gilt

k
pri

1=0

< |f] fiir alle k.
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Nach dem Satz von Lebesgue ist also f = > fp; integrierbar und es gilt

/Mfdaﬁzg/pridx.

Es sei umgekehrt f integrierbar und (p;) eine beliebige Partition der
Eins. Da p; beschréankt und messbar ist, ist nach Korollar 7.2 auch fp;
integrierbar. Also ist (i) erfiillt. Aus

izk;/M | flpi dx < /M | f| da:

> [ i < [ (11do <0,
i=0 /M M
also (ii).

(b) Allgemeiner Fall: O.E. sei ganz M ein Kartengebiet, ¢ : M — V C
R” eine Karte. Setze

_ _ dp~1 dp—1
i — P5 O 1, F = o ! det (< 5 >>
N := pi 0P (fogp )\/ 5 Oy

Dann ist (n;) eine Partition der Eins auf V' und es gilt

folgt

fpi integrierbar iber M < F'n; integrierbar iiber V,

/fpz /Fmdy, / /de

Damit kann man den Fall (b) auf den Fall (a) zuriickfithren. O

Definition Eine Funktion f : M — R auf einer Mannigfaltigkeit M im R™
heifit integrierbar iber M, wenn es eine einem Atlas von M untergeordnete
Partition der Eins (p;);en gibt, so dass gilt:

(i) Jede Funktion fp; ist integrierbar iiber M.
(ii) Z;‘io M |flpi < o0.

Das Integral von f dber M definieren wir durch

Satz 15.4 Sind die obigen Bedingungen (i) und (i) fir eine Partition (p;)
erfillt, so auch fiir jede andere, einem Atlas untergeordnete Partition der
Eins. Ebenso hingt das Integral von f nicht von der Wahl der Partition der
Eins ab.
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Beweis. Es sei (n;) eine weitere, einem Atlas untergeordnete Partition der
Eins. Dann ist zu zeigen:

(i) Jede Funktion fn; ist integrierbar.
(i) 22720 Joy [flmy < oo

(iii) Z;io fM Inj= Z?io fM fpi-

Zu (i"): Wende auf fn; das Partitionslemma mit (p;) an: Da fp; inte-
grierbar ist, folgt, dass auch fn;p; integrierbar ist. Aus (ii) folgt

> /M <3 /M Flos < .

Aus dem Partitionslemma folgt damit, dass f7; integrierbar ist und

/M fnj = g /M fnjpis

ebenso fiir | f| anstelle von f.
Zu (ii’): Wende nun auf fp; das Partitionslemma mit (n;) an: Es ergibt

sich -
Z/ fpij/ fois
i=0 /M M

ebenso fiir | f| anstelle von f. Aus (ii) folgt nun
ZZ/ | flpin; = Z/ |f1pi < oc.
i=0 j=0"M i=0 /M

Daraus ergibt sich
o0 o
S [ Asm=3 [ 1fles
j=0M i=0 VM

ebenso fiir f anstelle von |f|. Daraus folgt (ii’) und (iii). O

16 Der Satz von Stokes auf Mannigfaltigkeiten und
Anwendungen
Wir wollen nun den Satz von Stokes auf Mannigfaltigkeiten im R™ ver-

allgemeinern. Zunéchst miissen wir uns noch einmal mit Orientierungen
beschéftigen.
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Definition Es sei M eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit im R™. Eine
Orientierung von M ist dadurch gegeben, dass man fiir jeden Punkt p €
M eine Orientierung des Tangentialraums 7, M, also eine geordnete Basis,
angibt, so dass die folgende Vertréiglichkeitsbedingung erfiillt ist: Es gibt
einen Atlas von M, so dass mittels der Karten die Orientierungen der T}, M
einer fest gewihlten Orientierung des R¥ entsprechen.

Anders formuliert lautet die Vertriiglichkeitsbedingung: Fiir jede Karte
(U, 9, V) des Atlas gilt: Ist (eq,...,e) die fest gewéhlte Orientierung des
R*, so ist fiir jedes p € U

(™ (e@)er, - (071 (o(p))er)

die Orientierung von T, M.

FEinen solchen Atlas nennt man einen orientierten Atlas. Ein Atlas ist
genau dann orientiert, wenn sdmtliche Kartenwechsel orientierungserhaltend
sind, d.h. die Funktionaldeterminante positiv ist.

Eine Mannigfaltigkeit M heiflt orientierbar, wenn M einen orientierten
Atlas besitzt.

Eine Orientierung von M ist die Wahl einer Orientierung von R* und
eines orientierten Atlas von M. Eine orientierte Mannigfaltigkeit ist eine
Mannigfaltigkeit zusammen mit einer Orientierung von M.

Das klassische Beispiel einer nicht-orientierbaren Mannigfaltigkeit ist das
Mobiusband.

Wir wollen nun besondere kompakte Mengen in Mannigfaltigkeiten be-
trachten, ndmlich solche, die einen glatten Rand haben.

Definition Eine kompakte Mannigfaltigkeit B mit Rand in einer k-dimen-
sionalen Mannigfaltigkeit M im R" ist eine kompakte Teilmenge B in M
mit der Eigenschaft: Zu jedem p € B gibt es eine Karte (U, p,V) von M
mit p € U, so dass entweder

(a) UCB
oder

(b) o(UNB)={y € V]y <0} und ¢(p) hat als erste Koordinate 0.

Bemerkung 16.1 Es konnen nicht beide Moglichkeiten gleichzeitig eintre-
ten. (Warum?)

Definition Diejenigen Punkte von B, fiir die die Alternative (b) zutrifft,
heilen Randpunkte von B, alle anderen Punkte heiflen innere Punkte von
B. Der Rand 0B von B ist die Menge der Randpunkte von B.



16 Der Satz von Stokes auf Mannigfaltigkeiten und Anwendungen 110

Der Rand 0B von B ist wieder eine Mannigfaltigkeit im R™, ndmlich
eine (k — 1)-dimensionale: Aus jeder Karte (U, ¢, V) um einen Randpunkt
p € OB mit der Eigenschaft (b) lidsst sich leicht eine Karte des Randes 0B
um p gewinnen: U N OB ist offen in dB, und

Plurop :UNOB — {y € V]y =0} = VNRF!

ist eine Karte von 0B um p.

Alle Punkte von B — aufgefasst als Punkte von M — haben einen wohlde-
finierten Tangentialraum. Ein Randpunkt p € 0B hat als Punkt der (k—1)-
dimensionalen Mannigfaltigkeit 0B einen (k — 1)-dimensionalen Tangenti-
alraum 7),(0B), der ein Unterraum des k-dimensionalen Tangentialraums
Tp(M) ist.

Wenn M orientiert ist, ist es B auch. Ist M eine orientierbare Mannigfal-
tigkeit im R™, dann ist auch der Rand 0B orientierbar. Ist M orientiert, so
erhélt man eine kanonische Orientierung von dB mit Hilfe der Orientierung
von M wie folgt:

Es seip € 0B und (U, ¢, V) eine Karte um p mit Eigenschaft (b), die die
gegebene Orientierung von M bestimmt. Wir nehmen an, dass die Orientie-
rung von M und die Karte (U, ¢, V) so gewéhlt sind, dass V' die kanonische
Orientierung des R* hat. Dann betrachten wir die Einschrinkungsabbildung

(ZZQO’UQQB: UNndB — Rk1
x L (yQ)"' 7yk) )

Als Orientierung von 0B in p wihlen wir die hierdurch bestimmte Orientie-
rung, wobei die kanonische Orientierung des R*~1 genommen wird.
Diese Orientierung or des Randes 9B hat folgende Eigenschaft:

(Richtung nach auflen, or) = gegebene Orientierung von M in p.

Genauso hatten wir in §13 das Rechteck (bzw. den Quader) und seinen
Rand orientiert. Man muss nun noch kontrollieren, dass diese Definition
unabhéingig von der gewéhlten Karte ist und die Orientierungen in den
verschiedenen Randpunkten miteinander vertrdglich sind. Dies folgt dar-
aus, dass die Kartenwechsel orientierungserhaltende Diffeomorphismen sind
(Details als Ubung).

Wir wollen nun Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten erkléren. Es
sei M eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit im R™ mit einem Atlas A =

{Us, i, Vi)ier}-
Definition Eine p-Form auf M ist ein System {w® |i € T} mit

w e QP(V;)  fiir jedes i,
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das der folgenden Bedingung geniigt: Fiir jedes (i,7) € I x I und jeden
Kartenwechsel

piop; i pj(UiNT;) CVy — ¢i(UinUy) CV;

gilt
(i o o7 ) w =Wl

(wobei mit w® und w hier die Einschrinkungen von w® und w®) auf
0i(U; NUj) bzw. ¢;(U; NU;) gemeint sind).
Es sei
OP(M) := {p-Formen auf M}.

Notation Wir bezeichnen die p-Form w® im Folgenden auch mit (gp;l)*w.

Die Form dw € QP (M) ist definiert als das System der dw® € QP (V;).
Dies definiert eine (p + 1)-Form auf M, denn

(i 0 95 1) dw® = d(ipi 0 o5 ) = dwl).

Wir wollen nun Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten integrieren.

Es sei M eine orientierte k-dimensionale Mannigfaltigkeit im R", w €
QF(M). Es sei B eine kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand in M. Unser
Ziel ist es, [, w und [pw zu definieren.

Alle Karten, die wir betrachten, seien aus einem orientierten Atlas von
M, der die gegebene Orientierung liefert.

Angenommen, die Form w sei beziiglich einer Karte (U, p, V') gegeben
als

(e H'w =ady; ...dy.

Ist p € U, so sagen wir w = 0 m Punkt p, wenn a(p(p)) = 0 gilt. Man
beachte, dass diese Bedingung unabhéngig von der gewéhlten Karte ist.
(Warum?)

Der Trdger von w ist die Menge

Tr(w) :={p € M |w # 0 in p}.

Zunéchst setzen wir voraus, dass w einen kompakten Tréger hat, der
ganz in einem Kartengebiet U liegt.

Definition Ist (U, p, V) die genannte Karte, so setzen wir

/ W = / (gp_l)*w = / (go_l)*w = / adyy . .. dy.
M 14 o(Tr(w)) o(Tr(w))
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Dieses Integral existiert auf jeden Fall. Wir miissen zeigen, dass es un-

abhéngig von der Kartenwahl ist. Es sei dazu (U, $, V) eine weitere Karte,
fiir die Tr(w) C U ist. Zu zeigen ist also:

[ eye= [ @
(Tr(w)) (Tr(w))

Das ist aber gerade Satz 12.7 (Verhalten des Integrals unter Parameterwech-
sel), der dortige Parameterwechsel g ist gerade der Kartenwechsel. Da wir
vorausgesetzt haben, dass beide Karten aus einem orientierten Atlas stam-
men, ist der Kartenwechsel orientierungserhaltend, d.h. hat eine positive
Funktionaldeterminante. Dies wurde in Satz 12.7 vorausgesetzt.

Analog setzt man:
/ w = / (o™ )*w
B @(BNTr(w))

fiir eine Karte (U, ¢, V') wie oben.

Definition

Die Wohldefiniertheit ist wie oben einzusehen.

Im allgemeinen Fall benutzen wir nun zur Definition von | pw wie in §15
Partitionen der Eins.

Es sei A = {(U;, @i, Vi)icr} ein orientierter Atlas von M, der die gege-
bene Orientierung bestimmt. Es sei (p;);en eine der Uberdeckung {U;}ier
untergeordnete Partition der Eins, die nach Satz 15.3 existiert. Wir kénnen
zusétzlich annehmen, dass jedes p; einen kompakten Tréger hat.

Dann ist p;w eine wohldefinierte k-Form auf M mit kompaktem Tréger,
der ganz in einem Kartengebiet liegt, so dass der vorher behandelte Fall
zutrifft. Wir definieren also:

o0
w = pijw.
e

(Dabei ist die rechte Seite wie oben erklért.)

Definition

Wie in Satz 15.4 zeigt man, dass diese Definition unabhéngig von der
gewihlten, der Uberdeckung {U; };c; untergeordneten Partition der Eins ist.

Wir haben nun die notwendigen Begriffe bereitgestellt, um den Satz von
Stokes auf Mannigfaltigkeiten zu formulieren.

Satz 16.1 (Satz von Stokes auf Mannigfaltigkeiten) FEs sei M eine k-
dimensionale, orientierte Mannigfaltigkeit tm R™, B C M eine kompakte
Mannigfaltigkeit mit Rand OB. Schlieflich sei w € Q*~1(M) eine (k — 1)-
Form auf M.
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/ w:/dw.
oB B

Beweis. (a) Wir nehmen zunéchst an, dass der Triager Tr(w) von w ganz
im Kartengebiet U einer Karte (U, ¢, V) und obendrein im Bild unter ¢~!

Dann gilt:

eines offenen Quaders QC R” liegt.
Dann gilt

/ w=0 (daw=0aufdB).
0B

Auf der anderen Seite gilt
/dw = /(cp_l)*dw (nach Definition)
B v
= [ @y ) c Q)
Q
= /d(«p_l)*w (nach Definition)
Q

= / (¢ H*w  (Satz von Stokes fiir Quader, Satz 13.2)
oQ
=0 (da (o™ H*w = 0 auf Q).

(b) Nun nehmen wir an, dass der Triiger Tr(w) von w ganz im Kar-
tengebiet U einer Karte (U, ¢, V) liegt, das die folgende Eigenschaft hat:
o(UNB) ={y € V]y, <0} und BN Tr(w) liege im Bild unter ¢! des
Quaders

Q:{yeRk\al <y1 <0, a; <y; < b; sonst}.

Dann ist
/ dw = / (gp_l)*dw (Definition und Tr(w) N B C 4,0_1<Q))
B Q
= / d(¢™')*w (nach Definition)
Q

= / (¢ H*w  (Satz von Stokes fiir Quader, Satz 13.2)
o0Q

- [ w
0B

Der allgemeine Fall kann nun mit Hilfe einer Partition der Eins auf diese
beiden Fille zuriickgefithrt werden. Details zur Ubung. O

Wir wollen nun Anwendungen dieses Satzes betrachten.
Zunéchst definieren wir in Anlehnung an §15 eine Volumenform fiir eine
orientierte k-dimensionale Mannigfaltigkeit im R™.
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Es sei M eine orientierte k-dimensionale Mannigfaltigkeit im R™ mit
einem orientierten Atlas. Dann erkldren wir die Volumenform o kartenweise
wie folgt: Es sei (U, ¢, V) eine Karte aus dem gegebenen orientierten Atlas
und y1, ...,y die Koordinaten von V. Dann ist o die k-Form, die in der
Karte (U, p, V) die Gestalt

o -1 o -1 1/2
(T T )] e
? J

hat. Die Vertraglichkeitsbedingung folgt aus dem Beweis von Lemma 15.1.
Als Beispiel soll nun die Volumenform der S™~! berechnet werden. Es
gilt

n
Sl ={zxeR"| ) a7 =1} CR"
=1

Dies ist eine orientierbare Mannigfaltigkeit im R"™. Das folgt daraus, dass
§*~t =oB"

wobei B" = {z € R"| Y., 27 < 1} die n-dimensionale Einheitskugel ist.
Diese ist offenbar eine orientierbare kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand
im R”. Damit erhilt S®! eine wohldefinierte Orientierung als Rand von
B™.
Es sei
g(x1,. . xn) =i 4. 2E.

Dann ist
Sl = {2z e R" | g(x1,... ,2,) = 1}.

Die Volumenform o der S™~! ist demnach wohlerklirt und hat nach Bei-
spiel 15.4 (Volumen einer Niveaufliche) den Wert

1/2
i-1_1 —~ ( 9y ? i

oz; |j=1

1 —
— (—1)271—d$1 coodxg .. dxy,

€T

in der Karte mit x; # 0.
Die Volumenform o kann auch als Einschrankung (d.h. mit der Inklusion
zuriickgeholten Form) der auf der Menge

{zeR"|z; #0}
definierten Form

T -
(—1)271;d$1 oodxg .. dxy,
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verstanden werden.
AuBerdem ist o die Einschrankung der folgenden auf ganz R™ definierten

(n — 1)-Form:
n

o= Z(—l)iflxidazl e d/SU\Z . dxy,.
=1

Denn es gilt ja fiir x = (z1,... ,2,) € S"!

n
_ 2 —
algn-1 =) xi-0=o0.
i=1

(Man beachte aber, dass
n —_
o= Z(—l)%lxidajl ..o.dx; ... dzy,
i=1
keine kartenweise Darstellung von o ist, sondern nur eine laxe Schreibweise
fir o = agn-1.)
Nun konnen wir die Oberfliche der n-dimensionalen Kugel, also das
(n — 1)-dimensionale Volumen der S"~! berechnen.
Nach Stokes ist

vnl(S”_l):/ 0':/ a:/ do,
Sn—1 Sn—1 n

doa = ndzxy ...dz,,

aber

also gilt
Vn_1(S"Y) = n - v, (BY),
also z.B. ve(B?%) = 7, v1(S!) = 27.
Allgemeiner folgt mit unseren Rechnungen aus §9: Ist B'(0) die Kugel
um 0 vom Radius 7 und S?~! = dB?(0), so ist

0 n _ 0 n n
(@n(BIO)) = o ("un(B"))

= m“"_lvn(B”)
_ n—1 n—1
= "o, (S"T)

= v, (S,

Das bedeutet: Man erhélt die Oberfliche der Kugel aus dem Kugelvolumen
durch Differentiation nach r.
Die Darstellung der folgenden Anwendungen ist durch die Vorlesung

e Infinitesimalrechnung III. Eine Vorlesung aus dem Wintersemester
1979/80 an der Universitdt Bonn von F. Hirzebruch, Mitschrift von
A. Kiister.
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beeinflusst.
Wir betrachten die Abbildung

7: R* \ {0} — Sn!

x —_
||

Dies ist eine C"*°-Abbildung, die die vom Nullpunkt ausgehenden Strahlen
auf den Punkt der Sphére abbildet, in dem sie der Strahl durchstot.

Zieht man die Volumenform o auf S"~! mittels 7 nach R\ {0} zuriick,
so erhilt man (Rechnung als Ubung)

n

wi=7m0c = Z(—l)ifl%dml . cjx\, ...dz,.
=)

(Ist ¢ : S*~1 — R™ die Inklusion, so ist 7o+ = id also ist die Einschrinkung
von w auf S"~! wieder die Volumenform o.)

Satz 16.2 Auf S*! gilt dw = 0, d.h. w ist geschlossen. Aber w ist dort
nicht exakt.

Beweis. (a) Es gilt
dw = *do = 0,

da do eine n-Form auf der (n— 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit S"~1, also
0, ist.

(b) Angenommen, w wire exakt. Dann gibe es ein 3 € Q?2(S" 1) mit
df = w, und es wire

Vp_1(S"71) :/ w :/ 8 =0,
Snfl 8Sn71

da 05" ! = (). Widerspruch! O

Es sei nun wy die auf R™ \ {0} erkldrte (n — 1)-Form

1
wo = —Unfl(snfl)w.

Bemerkung 16.2 Fiir jedes r > 0 ist

/ le = 1.
Sr—

(Beweis als Ubung, Hinweis: Transformationssatz!)

Mit Hilfe dieser Differentialform lassen sich Umlaufszahlen definieren fiir
C*°-differenzierbare Bilder der Sphére. Die Umlaufszahl misst, wie oft sich
das Bild um den Nullpunkt windet.
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Definition Ist f:S" ! — R"\ {0} eine C*-Abbildung, so heif}t

Uml(f,0) := / frwo

Sn—1

die Umlaufszahl von f um 0.

Bemerkung 16.3 Man kann zeigen, dass die Umlaufszahl stets eine ganze
Zahl ist. Der Beweis ist allerdings ziemlich schwierig. Deswegen werden wir
diese Tatsache weder beweisen noch benutzen.

Beispiel 16.1 Wir betrachten den Fall n = 2. Dann ist

1 .%'1d$2 — .’L‘del

Wy =
2 x% + ;1:%

Das Volumenelement (Linienelement) der 1-Sphiire S! ist dy, wobei ¢ der
Winkel zur x1-Achse ist. Die Funktion

©(x1,x9) := arctan 2

Tl
ist auf der Teilmenge {z € R?|z; # 0} C R? wohlerklirt. Es gilt auf

{x € R? |21 # 0}:
dxo — z2d
dp = darctanE _ T1dT2 7 T2din a:; :1;; T w

1 T{ + x5
(Man beachte, dass dies nicht etwa bedeutet, dass w exakt ist im Wider-
spruch zu Satz 16.2. Denn die Funktion ¢ ist nicht auf ganz R? \ {0} defi-

niert.)
Es sei nun f : S* — R%\ {0} eine C*-Abbildung. Dann gilt

* . 1 * 1
Uni(r,0) = [ fron= [ godre= [ sdion.

Dies macht zumindest im Fall n = 2 plausibel, dass die Umlaufszahl eine
ganze Zahl ist: es werden hier Winkelelemente aufsummiert und anschlie-
Bend durch 27 geteilt.

In der Funktionentheorie werden wir C mit R? identifizieren. Man setzt
z = x1 + iz und betrachtet die folgende 1-Form in C \ {0}:

1 dz 1 dxi +idzs
omi omi xy + izo

1 (dxi +idxe)(xy — ix9)
omi () + i) (z1 — Qo)

1 x1dxg — xodxy 1 x1dx1 + zodzs
o 1‘% + :U% 2ri x% + ZL'% '
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Eine komplexe 1-Form kann man einfach als ein Paar reeller 1-Formen auf-
fassen: Real- und Imaginirteil der 1-Form. Mit r = (27 4 23)'/? haben
wir
1 dz 11
— = —~dInr?
ori Yoot

1
= wo+ —dlnr.
271

Offensichtlich ist der Imaginérteil exakt. Integrieren geschieht auch nach
Real- und Imaginérteil getrennt. Also gilt

1 d 1
— | == / Frwo + —,/ f*dlnr = Uml(f,0),
21 Jg1© 2 g1 21 Jq1
denn nach dem Satz von Stokes gilt
/ df*Inr = fflnr =0,
St oSt

da 9S' = 0.

Die Umlaufszahl spielt nun in dem folgenden Satz eine Rolle:

Satz 16.3 (Nullstellensatz) Es sei U eine offene Umgebung der Kugel
B" und g : U — R"™ eine C*°-Abbildung. Die Finschrinkung g|gn-1 habe kei-
ne Nullstelle. (Dann ist Uml(g|gn-1,0) wohldefiniert.) Ist Uml(g|gn-1,0) #
0, so hat g im Innern von B" eine Nullstelle.

Beweis. Angenommen, g hitte keine Nullstelle im Innern von B". Dann

hatten wir
/ (9lgn-1)*wo
Sn—l

= / dg*wo (Satz von Stokes)

= / g*dwo

=0 (da dwo = 0 nach Satz 16.2).

Uml(g|gn-1,0)

O

Es ist plausibel, dass sich die Umlaufszahl nicht &ndert, wenn man f ein
wenig abédndert. Sie dndert sich erst dann und dann gleich um eine ganze
Zahl, wenn man das Bild von f iiber den Nullpunkt schiebt. Das wollen wir
nun prazisieren.

Ist I das Intervall [0, 1], so ist S~ x I eine kompakte Mannigfaltigkeit
mit Rand in der etwas grofieren Mannigfaltigkeit S*~! x J € R™*!, wobei
J D [0,1] ein offenes Intervall ist, das [0, 1] enthélt. Deswegen ist die Diffe-
renzierbarkeit von Abbildungen auf S"~! x I wohlerklirt, nimlich mit Hilfe
von Karten der groferen Mannigfaltigkeit S™~1 x .J.
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Satz 16.4 Es sei F: S"71 x I — R"\ {0} eine C*°-differenzierbare Abbil-
dung mit F(x,0) = f(x), F(x,1) = g(z) fiir alle x € S"~'. (Die Abbildung
F heif$t dann auch C*°-Homotopie zwischen f und g.)

Dann ist Uml(f,0) = Uml(g,0).

Beweis. Es sei

w 2 STt STz (2,0),

o STl ST res (1),

Dann gilt

Uml(ga 0) - Uml(fa O) = / g*WO - / f*wo - / F*wo.
Sn—1 Sn—1 8(5"71 XI)

Nach dem Satz von Stokes gilt

/ F*w():/ dF*wO:/ F*dwO:O,
A(Sm—1xI) Sn=1xT Sn=1lxTI

da dwy = 0. O

Satz 16.5 (Satz von Poincaré-Bohl) Es seien f,g : S" ' — R\ {0}
C>®-differenzierbar. Liegt fiir jedes x € S ! der Punkt 0 nicht auf der
Verbindungsstrecke

{tf(z) + (1 =t)g(x) [t € I},
dann ist Uml(f,0) = Uml(g,0).

Beweis. Man setzt F(x,t) = (1 —t)f(x) +tg(x) € R™\ {0}. Dann folgt die
Behauptung aus Satz 16.4. O

Satz 16.6 (Satz von Rouché) Es seien f,g : S" ! — R"\ {0} C>-
differenzierbar. Auferdem sei fir x € S*1

[f (@) —g(z)| < |f(z) —0].
Dann ist Uml(f,0) = Uml(g,0).

Beweis. Wegen |f(z) — g(z)| < |f(z) — 0| fiir alle z € S"~! folgt, dass 0
nicht auf der Verbindungsstrecke von f(x) und g(x) liegt. Damit folgt die
Behauptung aus dem Satz von Poincaré-Bohl. O

Es ist offensichtlich, dass alle diese Sitze Analoga haben, wenn man S™ !
durch S"~! ersetzt. Zum Beispiel:
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Satz 16.7 (Nullstellensatz fiir beliebigen Radius) Es sei U eine offe-
ne Umgebung der Kugel B'(0) und f : U — R™ eine C*°-Abbildung. Die
Binschrinkung f|gn—1 habe keine Nullstelle. Ist Uml(f|gn-1,0) # 0, so hat
f im Innern von B]'(0) mindestens eine Nullstelle.

Satz 16.8 FEs sei f: C — C, z — 2". Dann gilt
Uml(fs:,0) = n.

Beweis. Es gilt nach obigem Beispiel

1 . [dz
Unl(flsy ) = 5 [ Al (F)
d

1 2"
) n
2mi Js1 2
n dz
= — — =n.
2mi Jo1 2

O

Wir beweisen jetzt den Fundamentalsatz der Algebra, zu dem C. F. Gauf3
7 Beweise geliefert hat.

Satz 16.9 (Fundamentalsatz der Algebra) Gegeben sei ein Polynom
g(z) = 2" +a12" 1 +... +a, vom Grad n > 0. Dann gibt es ein z € C mit

9(z) = 0.

Beweis. Der Beweis stiitzt sich auf den Satz von Rouché.
Wir setzen f(z) = 2". Dann gilt

1f(z) —g(2)| = \alz”_l + ...+ anl

Es sei nun r € R mit

n

r>1undr>2|ai].

i=1

Auf dem Kreis S! vom Radius 7 ist
1£(2) = g(2)| < 12" Hlaa] + ... + |an]) < |2 = [2"].
Nach dem Satz von Rouché ist also
Uml(g|3}70) = Uml(f|5'}70)

Nach Satz 16.8 gilt
Uml(f]g1,0) = n # 0.

Aus dem Nullstellensatz (Satz 16.7) folgt, dass es ein z € C mit |z| < r gibt,
so dass g(z) = 0. O



