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1 EINLEITUNG 2

1 Einleitung

Das Konzept der Primzahl war schon den Griechen der Antike bekannt. Fiir sie war
eine Primzahl eine natiirliche Zahl, die sich niemals ohne Rest teilen lasst, es sei
denn durch 1 oder sich selbst. Nach dieser Definition ist auch 1 eine Primzahl. Heu-
te zéhlen wir 1 nicht mehr zu den Primzahlen. Eine elegante Definition im neueren
Sinne ist:

Eine natiirliche Zahl heif3t Primzahl, wenn sie genau zwei natiirliche Tei-
ler besitzt.

Spétestens seit 325 v.Chr. war den Griechen auch bekannt

Satz 1.1 (Euklid)

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis:
p1 := 2 und ps := 3 sind Primzahlen. Falls nur die Primzahlen py, ps, ..., p, existie-
ren, so bilde das Produkt p; - ps - ... - p, — 1. Dieses besitzt einen Primfaktor, der

von pi,ps ..., pn verschieden ist. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Satz 1.2

Sind p; = 2, pp = 3, p3 = 5, ... die Primzahlen in aufsteigender Reihenfolge, so gilt
firn>3

D < 62",

Beweis:

fiir n = 3 gilt: p; = 5 < 62 = 6. Induktiv folgt nun:

Prst < D1-D2- - Py (siche Beweis Satz 1.1) < 2-3-62 .62 ... .62 " =62 "
O
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Fiir die Primzahlzahlfunktion

m(x) :221:221

p<x p<z
peEP

mit P = {p1, p2, p3, ...} ergibt sich

Korollar 1.1

Fiir x > 3 ist m(x) > log, log, .

Beweis:
Sei n derart gewéhlt, dass p, < x < p,r1 = n = 7(p,) = 7(x). Nach Satz 1.2 ist

2n72

Pyl < 6277 < 2% = 7(x) = n > log, logy pri1 > log, log, x.

Im Jahre 1737 lieferte Euler einen neuen Beweis fiir Satz 1.1, der weitaus tiefe-
re Einsichten in das Verhalten der Primzahlen ermoglichte. Euler verwendete die
Identitéat

(1.1) Z%:H(l—%>l :

neN pEeP

die sich zunéchst formal dadurch zeigen lésst, dass wir das Produkt auffassen als
Produkt von geometrischen Reihen, also

II(1 LY LA L
ps - s 453 3s 9s e

peP

Wegen der eindeutigen Primfaktorzerlegung jeder natiirlichen Zahl n wird auf der
rechten Seite jeder Bruch 1/n® genau einmal dargestellt. Unter zusétzlicher Bertick-

sichtigung der Konvergenz gilt (1.1) fiir alle s € R mit s > 1.
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Euler argumentierte nun folgendermafien: Gébe es nur endlich viele Primzahlen, so
existierte das Produkt in (1.1) auch fiir s = 1. Die Summe hingegen geht fiir s — 17
in die harmonische Reihe iiber, die bekanntlich divergiert. Also muss es unendlich

viele Primzahlen geben. Dies ldsst sich sogar quantitativ fassen.

Satz 1.3 (Euler)

1
Z — ~ loglogx.
p

p<z
Beweis:
Es gilt

| ]dt
g —~ | —=logx.
n t
1

n<zx

Die Potenzreihenentwicklung des Logarithmus liefert

1 =1 = 1
D D) D A D) D

p<z p<z m=1 m=1 p<ax
- —;;%W(;(lfup-l-%))
B _%sz_lﬂJrO(;p(pl—l))'

Dabei haben wir

1 1 1 1
2D S 2 w1 2 (n—1‘5)§1

p<x 2<n<zx

und erhalten mit (1.1)

Z% - - 10g(1—%)+0(1):—10g<

p<x p<zx

= log (H (1 — }9) _1> +O(1) ~ loglog .

11 (1 —%)) +0(1)

p<w
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Um 1800 vermuteten Gaufl und Legendre (unabhéngig voneinander):

T

m(x) (Legendre)

~ log x
Teilintegration bestétigt die Gleichwertigkeit der beiden Formeln. Diese Vermutung

ist naheliegend, da

T

i |
tlogt loglogz ~ Z - (nach Satz 1.3),

e p<z

d.h. das Integral von 1/t beziiglich des Mafles dt/logt ist asymptotisch gleich dem
Integral von 1/t beziiglich des diskreten Mafles mit Gewicht 1 bei Primzahlen und
Gewicht 0 sonst. Also ist die Dichtefunktion der Primzahlen ungefihr 1/logt.

Es dauerte weitere 50 Jahre, bis gegen 1850 erste wesentliche Ergebnisse in dieser

Richtung erzielt wurden.

Satz 1.4 (Tschebyscheff, 1852)

Fiir hinreichend grofle x gilt

T <n(r) <111 —

0,89 - .
log x

log x
Tschebyscheff bewies aulerdem, dass, falls

m(x)

z—oo x/ log = -

existiert, dann ¢ = 1 sein miisse.
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1859 veroffentlichte Riemann eine Arbeit mit dem Titel:
,Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen GroBe*.

Obwohl die Arbeit nur acht Seiten umfasste, enthielt sie ein komplettes Programm
zum Beweis der von GauB und Legendre vermuteten Asymptotik von m(z). Dies
fithrte zum Beweis des sogenannten , Primzahlsatzes”“ durch Hadamard und de la
Vallée Poussin (unabhéngig voneinander). Riemanns wesentliche Idee war, die Iden-

titdat (1.1) fiir komplexe s zu betrachten. Zu seinen Ehren wurde

o0

¢(s) = 1 (Re s > 1)
=

die ,,Riemannsche Zetafunktion“ genannt. Riemanns tiefe Einsicht in die Problema-
tik zeigt sich vielfach:

Er erkannte den Zusammenhang zwischen Primzahlsatz und der Verteilung der Null-
stellen der Zetafunktion im sogenannten kritischen Streifen (— Riemannsche Vermu-
tung), er gab eine Funktionalgleichung fiir ¢ an, weiterhin die sogenannte , explizite
Formel“ fiir den Zusammenhang zwischen Primzahlsatz und Nullstellenverteilung

von ¢ sowie eine asymptotische Formel fiir die vertikale Verteilung der Nullstellen

im kritischen Streifen - all dies auf acht Seiten und praktisch ohne Beweis.

Zum Abschluss dieser Einleitung sei noch erwihnt, dass 1948 Selberg der Beweis ei-
ner Formel gelang, aus der Erdos und Selberg einen ersten ,,elementaren* Beweis des
Primzahlsatzes herleiten konnten. Elementar bedeutet hier, dass keine komplexen
Integrale (vorzugsweise gar keine Integrale) auftreten. Dieser Beweis liefert jedoch
praktisch keine weiteren Einsichten iiber die Verteilung der Primzahlen. Wir werden

deshalb im folgenden dem Riemannschen Ansatz nachgehen.

Wir merken an, dass viele der nachstehenden Methoden und Ergebnisse durch Ver-
wendung von Charakteren auf Primzahlen in primen Restklassen verallgemeinert
werden konnen (insbesondere der Primzahlsatz von Dirichlet). Dies werden wir hier

jedoch nicht tun.
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2 Arithmetische Funktionen/Formale Dirichlet-Reihen

Eine arithmetische (oder zahlentheoretische) Funktion ist eine komplexwertige Zah-
lenfolge. Sei A die Menge aller arithmetischen Funktionen. Beispiele fiir Elemente

aus A sind:
T(n) =d(n) = Z 1
din

or(n) = de (00 =T1,01 =0)
dl

o(n) = Z 1 (Eulersche ¢ — Funktion)
1<a<n
(a,n)=1
<E> = Legendre — Symbol (p € P-y fest)
p

Diese zahlentheoretischen Funktionen sind alle multiplikativ, d.h. ¢(a - b) = p(a) -
©(b), sofern (a,b) = 1. Das Legendre-Symbol ist sogar streng multiplikativ, d.h.
(%b) - (;> . ) fiir alle a, b € N. Wir erkliren auf A die Addition wie iiblich, d.h.

(f+9)(n):= f(n)+ g(n); und eine Multiplikation wie folgt:

(fxg)(n):= Z fld)-g (g) (Faltung von f und g)

dn

Bemerkung:

Die Faltung multiplikativer Funktionen ist multiplikativ.

Satz 2.1

(A, +, *) ist ein kommutativer Ring mit Einselement

1 fiirn=1,
n(n) ==
0 sonst.

Ein f € A ist genau dann Einheit (d.h. invertierbar), wenn f(1) # 0.
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Beweis:

Wir beweisen nur die zweite Aussage.

="

f € A sei Einheit, d.h. es gibt ein g € A mit fxg=1n
— 1=n(1) = (f*g)(1)

= f(1)-g(1) = f(1) # 0.

="

Sei f(1) # 0. Das zu f inverse g wird induktiv konstruiert:

Wir setzen g(1) := 1/f(1). Sei g fiir alle 1 < m < n schon definiert. Dann setzen
wir g(n) geméf 0 =n(n) = (f xg)(n) = F(1) - g(n) + 2_ f(d) - 9(3)-

d#1

Satz 2.2

Sei f € A multiplikativ und nicht identisch 0. Dann ist f(1) = 1, und das Inverse g

von f existiert und ist auch multiplikativ.

Beweis:

f nicht identisch 0 = 3n € N mit f(n) # 0. Wegen f(n) = f(1-n) = f(1) - f(n)
folgt daher f(1) = 1. Nach Satz 2.1 existiert das Inverse g von f. Sei h € A erklért
durch

h(p - ps-..p) = [[o ).
=1

Offensichtlich ist A multiplikativ und h(p®) = g(p°) Vp € P, e € Ny. Also (f*h)(p®) =
(f*g)(p°) = n(p°). Da f und h multiplikativ sind, folgt f * h multiplikativ (siehe
Bemerkung oben).

— fxh=mnauf ganz N. Wegen h =nxh=(gx f)xh=gx*(f*xh) =gxn=g

ist also g auch multiplikativ.



2 ARITHMETISCHE FUNKTIONEN/FORMALE DIRICHLET-REIHEN 9

Beispiel:

Sei e(n) = 1 ¥n € N, d.h. € ist (streng) multiplikativ. Nach Satz 2.2 ist ¢ Einheit.
Das Inverse p von € heifit Mabiusfunktion (= p ist multiplikativ, aber nicht streng
multiplikativ). Esist u(1) = 1. Wir berechnen p auf den Primzahlpotenzen. Es muss
gelten: € x u = .

pp) +1=e(1) - plp) +ep) - p(1) = (e x p)(p) = 1(p) = 0= p(p) = -1

e(1) - p(p?) +&(p) - ulp) +£(?) - p(1) = (e % p)(p*) = n(p*) = 0 = p(p®) =0
Induktiv folgt: p(p™) =0 (r € Nog).

Also

1 fallsn =1,
p(n) = 0 falls n nicht quadratfrei,
(=1)" fallsn=p;-pa...- p; quadratirei.

Satz 2.3 (Mo6bius-Umkehrung)

Seien f,g € A. Dann gilt
exf=g=gxp=1r1,

d.h. g(n) = > f(d) <= f(n) = > pu(d) - g (n/d).

dln dln

Beweis:

Klar, z.B. ,=—*

grpu=(f*e)xpu=fx(Exp)=f*rn=f
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Korollar 2.1

SVIOR

dln
Beweis:
Es gilt p(p*) = p* — p~1, also (e x @)(p') = 1+ (0" —ph~1) = p". Dacx g
multiplikativ ist, folgt fir alle n € N, dass (¢ * ¢) (n)kz:l n =:id(n). Satz 2.3 liefert

p(n) = (u*id)(n Zu( )

din
O

Korollar 2.2
Mit e(a) := e*™* heifit

cq(h) = i e (M) Ramanujan-Summe

! a=1 q ]

(a,q)=1
Es gilt firg e Nund h € Z
q
ch) =Y n(2)-d

Beweis:

0 fiir g1 h.

e
q
0k ’ furq|h
et el — =
> () {
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Andererseits ist

1 a-h g a-h
Se(h) = XX (%)
o=l da ol

a=bd e b-h
P> (25) = St = (e @

b=1 d
(b,a/d)=1 la

q fiirq|h,
0 fiir g1 h.

= (exc(n)(q) =

Mit der Mobius-Umkehrung folgt

=S (1) = S u(2) o

d|
s l(ah)

Bemerkungen:

(i) Offenbar ist ¢,(h) stets reell.
(i) Bei festem h ist ¢,(h) multiplikativ beziiglich g.

(i) ¢q(h) = cq ((h,q))-

Lemma 2.1

Beweis:

Da ¢,(h) multiplikativ ist, gentigt es, die Identitét fiir Primzahlpotenzen zu zeigen
(also ¢ = pF).

Setze: p°||h (:<=> p® | h, p"T{h). Nach der Bemerkung zu Korollar 2.2 ist ¢, (h) =

Cpk (pb)'
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1. Fall: &k <b.
Dann ist (p*, p®) = p*. Mit Korollar 2.2 und Korollar 2.1 ergibt sich wegen
(p*, 1) =
cpe(h) = cpe(p’) = > 1 (%) -d = p(p*), wie behauptet.
d|p*

2.Fall: k=b+1.
Wegen Korollar 2.2 ist

e (h) = (") = e (0) = 3 1o ( b+1) = [ (%) " = u(p)p® = u(p)-go(p

dlp®
3.Fall: £ > b+ 1.
Analog zu Fall 2 folgt: c,x(h) = 0.

Wir ordnen jeder arithmetischen Funktion a € A durch Einfiihrung einer Unbe-

stimmten s die formale Dirichlet-Reihe

> o

n=1

zu. Formales multiplizieren zweier Dirichlet-Reihen gibt nach Umordnung

= a(n) = b(m) = a(n) - b(m)
() (5 - AR
n=1 = n=1 m=1

=1 E\ = (a*b)(k)

S FOWORICIES ot
k=1"" nlk k=1
d.h. der Multiplikation von Dirichlet-Reihen entspricht die Faltung der entsprechen-
den arithmetischen Funktionen. Damit bilden die formalen Dirichlet-Reihen einen
zu A isomorphen Ring.
Soweit ist nichts gewonnen. Setzen wir jedoch fiir s komplexe Zahlen ein derart, dass
die Reihen konvergieren, so lassen sich unter Umsténden Erkenntnisse iiber die Funk-
tionen a(n) gewinnen. Ein zweiter Vorteil besteht darin, dass bekannte Identititen
zwischen arithmetischen Funktionen als Identitdten von Dirichlet-Reihen geschrie-

ben werden koénnen. Differenzieren wir diese formal nach s, so ergeben sich neue
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Identitdten. Wir wollen als Beispiele die zu den bereits definierten arithmetischen

Funktionen gehorige Dirichlet-Reihen bestimmen.

0 i 777(;%) _,
(11) Z 6(2) —. C(S) ’ Z :U’(CL) _ L
= n = ((s)
) 2 ) s p)

) M e (@l =)

= o(n) (s~ 1)
M LT T

Beweis:

(i) klar.

(i) folgt aus € % pn = 7.

(iii) Sei Iy(n) := n*. Dann ist

DR PR )

n=1 n=1

Wegen o, = € * I}, folgt die Behauptung.
(iv) folgt aus (iii) wegen d(n) = o¢(n).
(v) Nach Korollar 2.1 gilt ¢ = p * I. Damit gilt auch (v).
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3 Konvergente Dirichlet-Reihen

Satz 3.1

Sei f € A multiplikativ und die zugehorige Dirichlet-Reihe Y f(n)/n® konvergiere
n=1

absolut fiir ein s € C. Dann gilt:

i f:: H Z ks (Euler — Produkt) .

n=1 pEP k=0

Ist f sogar streng multiplikativ, so gilt

00 -1

Zf(n) :H<1_f(p)) .

/rLS pS

n=1 peP
Beweis:
Sei e > 0. Wir setzen F(s) := Z f(n)/n®. Wéhle N so grof, dass Z |f(n)/n®| <
e.Sei P ={peP:p<n} C IP’ Wegen der eindeutigen Prlmfaktorzerlegung der
natiirlichen Zahlen und der Multiplikativitat von f folgt

[y y W

pEP k=0 neN

pln=peP
<|y I
I ks <
pEP k=0 n>N

Fiir N — oo folgt die erste Identitat. Ist f streng multiplikativ, so gilt

SR () -5

k=0

dariiber hinaus

(als geometrische Reihe).
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Satz 3.2

o0
Seia € Aund sei sy € C derart, dass >, a(n)/n* konvergiert. Dann ist die Dirichlet-
n=1

Reihe ) a(n)/n® fir jedes § > 0 gleichméBig konvergent auf
n=1
G5:{S€C:|arg(s—so)| Sg—é} :
Insbesondere ist F'(s) = > a(n)/n® in Re s > Re sy holomorph.

n=1

Gs

Beweis:
Wir benutzen partielle Summation in der Gestalt

S a(n)- gln) = ( 3 a<n>) ) — / ( 3 a<n>) g (t)dt

z<n<ly r<n<y = z<n<y

fiir eine stetig differenzierbare Funktion g : Rs; — C. Mit g(t) = t*~* erhalten

wir fir 1 < M < N

> A )

n
M<n<N M<n<N
(n) [ (n)
ain S0—s aln S0—5—
- (Z W)’ND +/<Z W)'(S—So)-to Ldt.
M<n<N M<n<t

M

Sei € > 0 beliebig. Wegen der Konvergenz der Reihe ) a(n)/n* existiert ein M (e)
derart, dass fiir alle t > M > M(¢e) gilt

y o
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Mit o := Re s und oq := Re sq folgt fiir M > M (e)

N
Z a(z@) < |Nw -5+/5- |s — so| - [t | dt
M<n<n " o

NU()—U _ MO'()—O'
= g-(NUO_U—I—|S—So|' )

gg — O

So— S
< e-(1+2. Iso — 5|
|00 — o
wegen oy < 0.
A

|
|
' s
! (o7
| >
L
| N
BN

o) _
I
loy

S0
: |00 — o]
|

Auflerdem haben wir offenbar sina = |09 — o/ |sg — s|. Nach Voraussetzung ist

d < «, also sind < sina, also |sg — s| /|09 — o] < 1/sind. Insgesamt gilt

> % <€~(1+$>

M<n<M
gleichméBig im Winkelfeld, womit der Satz bewiesen ist.

Bemerkung:

Wiéhrend Potenzreihen in Kreisscheiben und im Innern derselben absolut und gleich-
méaBig konvergieren, ist das Konvergenzgebiet einer Dirichlet-Reihe eine rechte Halb-
ebene Re s > a (a € RU{£oo} heifit Konvergenzabszisse). Hier folgt allerding
aus Konvergenz keine absolute Konvergenz; z.B. konvergiert il(—l)” /n® nach dem

Leibniz-Kriterium fiir reelle s > 0, nach Satz 3.2 also in Re s > 0. Absolute Kon-

vergenz liegt jedoch nur in Re s > 1 vor.



3 KONVERGENTE DIRICHLET-REIHEN 17

Satz 3.3 (Identitdtssatz fiir Dirichlet-Reihen)

Seien F(s) = > a(n)/n® und G(s) = Y b(n)/n® fur Re s > « konvergent. Weiter-
n=1 n=1
hin gelte F'(o) = G(o) fiir alle hinreichend groflen ¢ € R. Dann ist a(n) = b(n) fiir

allen e N .

Beweis:

Nach Satz 3.2 konvergieren F' und G auf [a + 1, 00) gleichméfBig.

= lim F(o) = ia(n)- (hm l/n") =a(l)

g —00 n:1 g—00
= lim G(0) = ib(n) : (1i_{ﬂ 1/n") = b(1),
n=1

also a(1) = b(1).
Wir setzen Fi(o) := 27 - (F(0) —a(1)) und Gy(o) := 27 - (G(o) —b(1)). Wegen
a(1) = b(1) folgt Fi(0) = G1(o) fiir hinreichend grofie o € R. Es ist

o0 9\ 7 o0 9\
Jim, Filo) = Jim, (;QW 16 ) =2 alm): (i (2) )=o)
Analog ergibt sich o-ll—{go G1(0) = b(2), also a(2) = b(2). Induktiv folgt die Behaup-
tung.

O

Unser Anliegen ist, aus den analytischen Eigenschaften einer Dirichlet-Reihe auf das

Verhalten der Koeffizientensumme zu schlieffen. Hier ein niitzliches Hilfsmittel.

Lemma 3.1 (Perron’sche Formel)

Seien ¢, y, T € R.q. Sei

0 fir O<y<l,
Oy) =4 L far y=1,
1 fir y>1
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c+iT
1 d
Ferner sei I(y,T) := Py / ys—s. Dann gilt
i) s
c—iT
y¢ - min(1, (T [logy|)™") fiir y # 1,

[(y, T) = d(y)| < )
c/T fir y = 1.

Beweis:
1. Fall: y = 1.
Wir setzen s = ¢ + it, also ds = idt. Es folgt

T T

1 dt 1 — it
I1(1,T) = _/ ‘ :_/idt
2t | c+it 2w | 2 ++¢2
~r 7
| r L
c 2z
7T/02+t2 7r/1—|—z2 (2 /)
0 0
B 1/ dz 1/ dz _1 1/ dz
or) 1422 7 1+22 2 o« 14 22
0 T/c T/c

wie behauptet.

2. Fall: 0 <y < 1.
ds

Da y°/s in Re s > 0 holomorph ist, gilt der Cauchy-Integralsatz / y'— =0.
s
\ W
c+T r+iT
c T
w
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Fiir Re s = r haben wir
_ vl
|s]

v v
S r

wegen
s| __ logy(Res+i-Ims)| __ , Res wp| _ , Res
[y°| = |elost =y e =y

und |s| > |Res|. Da y"/r fir r — oo gleichméBig gegen 0 strebt, erhalten wir

r—iT ; riT p riT ;
1 s 1 s 1 s
I T) — — s - s~ s
(v, 7) 2 ¥ + 27 / Y7 " omi / e
c—1iT r—iT c+iT

also mit r — oo

oco—iT d oo+ d 00 T o0 T
1 S 1 s 1 Yyt 1 Yyt
I(y,T)=— f— = f— = —dr — — —d
(v, 7) 271 / Y S 271 / 4 S 2 ) r—1T " 2t ) r 41T "
c—iT c+iT c c
Es folgt
L [y Yy
Iy, 7)) <2-— [ =dr < .
1y, Tl < 27T/T T_T|logy]

Statt iiber ein Rechteck kénnen wir auch iiber einen Kreisabschnitt integrieren.

A

c+iT

Nach dem Cauchy-Integralsatz gilt

1 ds
I(y,T) = — /ys?.
K
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C 1 yC
< —7mR- = <9f,
_27r7r R 4

wobei [(K') die Lange des Integrationsweges bezeichnet. Damit ist der Fall 0 < y < 1

— 11(y.T)| < 5 1K) -

vollstéandig erledigt.
3. Fall: y > 1.
Die Funktion y®/s ist in ganz C holomorph aufler einem einfachen Pol bei s = 0 mit

Residuum 1 (y*/s=1/s+co+c1s+--+).

—r —+T c+ 1T

—r 0 c "
W/

—r — T c— 1T

Nach dem Residuensatz folgt

1 sds 1
omi ) Vs T
W/
Also
—r+iT J 1 —r—iT J ] c—iT J
1 s S s
I(y,T) 1= — — 4 — —t o —
(v, ) 27Ti/ys+2m'/ys+2m'/ys
c+HiT —r+iT —r—iT
Fiir Re s = —r gilt
vl_ \|y || <% o (gleichméBig fiir r — 00),
S S r

d.h. das mittlere Integral verschwindet fiir » — oo. Die beiden &dufleren Integrale
werden wie im 2. Fall behandelt und liefern das Gewiinschte. Zusammen mit der
Integration iiber K’ erhalten wir auch in diesem Fall die behauptete Abschétzung.

O



3 KONVERGENTE DIRICHLET-REIHEN 21

Mit der Abkiirzung

c+iT

/ = lim /
T—o00

(c) c—iT

erhalten wir sofort

Korollar 3.1

Bei festem c gilt fiir y > 0

1 ds

Sy) = — [ 2,

(y) Qm./y ;
(c)

d(y) heit Dirichlets diskontinuierlicher Faktor.

Satz 3.4

Seien ¢ > 0 und a € A. Die Reihe > a(n)n~* konvergiere gleichméBig in Re s > c—¢

fiir ein € > 0. Dann gilt fiir « ¢ Z

1 “a(n)\ .ds
Za(n) = 2_m/ <ZF> Tt

n<x (© n=

Ist © € Z, so muss auf der linken Seite der Summand a(x) durch a(z)/2 ersetzt

werden.

Beweis:

Nach Definition von § ist

1 fir x<mn,
T
5(—) =9 1/2 fir =z=n,

0 fiir z>n.
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Ist zunéchst = ¢ Z, so folgt aus Korollar 3.1

wegen der gleichméfligen Konvergenz. Der Fall z € Z ergibt sich analog.

Mit Satz 3.4 kann also ) _ a(n) durch ein Integral {iber die Dirichlet-Reihe }  a(n)n=*
berechnet werden selbst dann, wenn diese bei s = 0 nicht konvergiert.

Viele Probleme der Zahlentheorie lassen sich als Berechnung einer geeigneten Koef-
fizientensumme auffassen. Wéhlen wir z.B. a(n) = r(n) als die Anzahl der Darstel-
lungen von n als Summe von zwei Quadraten, so folgt

Zr(n) :#{(u,v) € 7% u*+0° gx},

n<x
d.h. die Summe berechnet die Anzahl der Gitterpunkte im Kreis um 0 mit Radius
Vx. Die Bestimmung einer moglichst guten asymptotischen Formel dafiir ist das
sogenannte Kreisproblem. Mit a(n) = d(n) haben wir

Zd(n) =#{(u,v) eN* 1 uv < z}.

n<az
Diesmal zéhlen wir also Gitterpunkte des ersten Quadranten unterhalb einer Hy-
perbel. Das Finden einer guten asymptotischen Formel heif3t in diesem Fall Dirich-
letsches Teilerproblem. Es sei darauf hingewiesen, dass sich die Hauptterme der je-
weiligen asymptotischen Formeln mit elementaren Methoden bestimmen lassen. Uns
interessiert hier vor allem die Primzahlverteilung, insbesondere die Anzahlfunktion
7(x). Wihlen wir

1 fir nebP,

0 fir n¢P,

a(n) =
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so gilt natiirlich w(x) = > a(n). Leider ist a(n) nicht multiplikativ, und die zu-
n<x

gehorige Dirichlet-Reihe

oo

a(n)
DECED I
n=1 pEP

lasst sich nicht ohne weiteres durch die Zetafunktion ausdriicken. Es besteht trotz-

dem ein enger Zusammenhang zur Riemannschen Zetafunktion, denn:

log((s) = log][ (1 - —> B

peP
= Y —log (1 — —) 3 (3.1)
peP €P k=1
fiir Re s > 1. Fiir diese s gilt auflerdem
P si(1+—+ T )g L <2
o kphs = p2s s | p2s s < 1 1S> P2

Also gilt fiir Re s > 1

log ¢(s) = Z; +0(1).

peP

Leider hat ((s) fiir Re s < 1 Nullstellen, so dass log ((s) dort logarithmische Singu-

laritdten besitzt. Differenzieren wir aber (3.1) nach s, so erhélt man

HOEKS3) SR 3) 9i 4

peP k=1 peP k=1

Dies lasst sich als Dirichlet-Reihe schreiben:

wobei
logp , falls n=7p",

A(n) =
0 sonst
von Mangoldt-Funktion heif3it. Die entsprechende Koeffizientensumme

= ZA(n)

n<x



3 KONVERGENTE DIRICHLET-REIHEN 24

héngt iibrigens eng mit der T'schebyscheff-Funktion

I (z) = Z logp
p<w
zusammen. Es gilt

U(z) =9(z) + O(Vx).

Da wir - wie sich herausstellen wird - zum Beweis des Primzahlsatzes statt 7(z)
ebenso ¥(z) verwenden koénnen, ist der Zusammenhang zwischen Primzahlvertei-

lung und Riemannscher Zetafunktion hergestellt. Er driickt sich konkret aus in

Satz 3.5

Fiir x ¢ Z gilt

Beweis: Satz 3.4 .
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4 Exkurs: Die Gammafunktion

Fiir z € C, Re z > 0 setzen wir

oo

['(z) = /e‘“u21du :

0
Fiir Re z > 0 stellt das Integral eine holomorphe Funktion dar. Partielle Integration

ergibt

u
[(z)=e"—
() =t

¥ 1
+ /e_“u—dz =-T'(z+1).
0 z 2

Mit dieser Funktionalgleichung
2I'(z) =T(2+1)

lasst sich ' schrittweise in die ganze komplexe Ebene meromorph fortsetzen. Die so
entstehende Funktion heiit Gammafunktion.

Offenbar ist I'(1) = 1. Es folgt I'(n) = (n — 1)! fur alle n € N. Aulerdem zeigt
die Funktionalgleichung, dass I" bei —n, n € Ny, einen Pol erster Ordnung (mit
Residuum (—1)"n!) hat. Die Gammafunktion lésst sich auch direkt auf ganz C durch

das WeierstraB3-Produkt
z .
zH (1 + —,) e~
j=1 J
erkldren. Dieses konvergiert absolut und gleichmafBig auf jedem Kompaktum in C
(durch die sogenannten konvergenzerzeugenden Faktoren e~*/7) und stellt deshalb

eine ganze Funktion mit Nullstellen genau bei —n, n € Ny, dar. Dies ist im Wesent-

lichen T'(2)~!.

Satz 4.1

Fiir z € C gilt
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wobel
1
= lim — —logn
i (4o

die Eulersche Konstante bezeichnet. Insbesondere hat I'(z) keine Nullstellen.

Beweis:
Es geniigt, die Behauptung fiir reelle z = x > 0 zu zeigen, da sie dann fiir alle z

durch analytische Fortsetzung folgt. Fiir x > 0 und n € N liefert partielle Integration

1 1

xX 1 xr
/tx_l(l—t)”dt = t—(l—t)” +/t—n(1—t)n1dt
X 0 X
0 0

1
/tw (1—t)""dt.
0

813

Es folgt sukzessiv

1 1
1 1
/t“ 1-trdat = 2.0 /t””ldt
0 0

x x—|—1~ 'x—i-n—l

n!
z(x+1)--(x+n)

Wir substituieren t — ¢/n und erhalten

1
n | . n%
/tﬁ‘—l - L) @ = o :
n z(x+1)---(x+n)
0
Wir schreiben das Integral als

o0 t n
tH1—=) -IL,(t)dt,

/ ( n) (t)

0

wobei I,,(t) die Indikatorfunktion des Intervalls [0, n] bezeichne. Fiir n — oo kénnen

nach dem Lebesgueschen Konvergenzsatz Limes und Integral vertauscht werden.

Wegen lim (14 t/n)" = e’ folgt somit

x

r n!-n
[(z)= [ e "u" 'du = li

(z) /e o n1—>nolox(x+1)(m+n)

0
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Diese Darstellung der Gammafunktion geht auf Gaufl zuriick. Umordnen des Pro-

duktes ergibt

ze+1)---(x+n) _ m.nwﬁ(urf)
J

n!-n?® ,
7j=1
— . ®(H1/2+1/3++1/n—logn) H (1 + f) ce i
et J
j
Mit n — oo folgt das Gewdiinschte.
O
Satz 4.2
Es gilt
T
I a-z) = :
(2)( ?) sin 7z
Beweis:
Bekanntlich gilt
o0 2
sinmz = WZH (1 — 2_2) .
i=1 J
Mit der Funktionalgleichung und Satz 4.1 folgt
1 B 1
FI(1—2)  T(2)-2(=2)
: 1 ad .
= — (zew H (1 + f) e_z/j> <;(—z)e‘7z H (1 - f) ez/3>
i1 1 =1 J

s 22 sin 2
- I(-5) -7

=1

<
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Korollar 4.1

Beweis:

Nach Satz 4.1 ist I'(3) > 0. Mit Satz 4.2 haben wir

1\? T
r(z) =" _—nx
2 sin /2

Daraus folgt die Behauptung.

Fiir grofle |z| ist das asymptotische Verhalten von I'(z) gut bekannt.

Satz 4.3 (Stirlingsche Formel)

Sei § > 0. In |arg z| < 7 — ¢ gelten dann

Q) I%N@—GF%w%%w+l%%+OQ&

(id) %()1%z+o<H)

Beweis:
Zuerst leiten wir eine auch fiir sich interessante Integraldarstellung fiir IV/T" her.

Nach Satz 4.1 ist

—logI'(z) =10gz+7z+z (log (1—1—?) —5)

J=1

Logarithmisches Differenzieren liefert also

? i?(z+3 )'

Fiir Re w > 0 haben wir

[e.9]

1
— = /e_Wtdt.
w

0
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Damit erhalten wir fiir Re z > 0

[e.e] o)
n

v A |
F(Z> = = - /e_tzdt — 7111510102/ (6—(J+Z)t _ e—]t) dt
j=1

0 0
<i eIt — e t2 i ejt> dt
j=1 Jj=0

x —(n+1)t __ 1 —(n+1)t __ 1
= —v+ lim (6— -1- e_tze—> dt

n—00 et —1 et —1

= —v+ lim

00
0

T e—nt -1 (e—nt _ et) e—tz
= — li — dt
v [ (= - =)
i 1— 6(17z)t
= — —dt.
v / et —1

0
Die Vertauschung der Grenzprozesse ist durch gleichméflige und absolute Konver-
genz leicht zu rechtfertigen. Eine dhnliche Darstellung kann auch fiir v selbst aus

der Definition gewonnen werden. Fiir Re w > 0 haben wir

o0

w d 0o w bt
logw:/—z = //e_thzdt: /Ldt.
z t
1 0 1

0

Einsetzen in die Definition von « liefert nach d&hnlicher Rechnung wie eben

[/ 1 1
- -
7 /(et—l tet>
0
I’ 7 1 6(1_Z)t
0

Nach Ubergang z — z + 1 und Hinzufiigen gewisser Terme erhalten wir
Fl % 1 6ftz
0

1 1 1 1 et —et?
_ -tz [ = _ — dt /_ _tzdt /—dt
/ ‘ (t 2 el 1) e AT /

0 0 0

Zusammen folgt nun
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Es sind alle Integrale konvergent, und wir kennen die beiden letzten:

1 1 -t _ ==zt
/ —e At = — / % dt=log
2 2z t

0 0

Wir differenzieren die Funktionalgleichung I'(z + 1) = 2I'(z) logarithmisch und er-
halten

/

Ff(z +1) = (logT'(z + 1)) = (log z + log I'(2)) = % N

I
F(Z) )

also insgesamt

o0

I 1 (1 11

0

Ist |arg z| < § — 4, so folgt
2] <

fiir z = o 4 1y.

AuBlerdem ist

11 1 2—-t)(e'—1)—2t _(2/31—1/20) ¢+ (2/4—1/3) " +---

t 2 e—1  2t(et—1) 2 (t+ 221 + 13 /31 4 - --)

= O(t)

fiir t — 07, also insbesondere beschriankt auf (0, 00). Es folgt

> 11 1 T 1 1
e (2L dt <</ < = €
l/e (t 2 et—l) ¢ T ||
o 0
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Damit haben wir die Formel (ii) fiir |arg z| < 7/2 — § gezeigt. Alternativ diirfen wir

im Integral unserer Formel (4.1) fiir Re z > § > 0 partiell integrieren. Es folgt dann

/ (1 1 L\ e (1 1 IR N / e (1 N ¢! gt
e _— = — = —_ _— = — _—— _—

t 2 et—-1 z \t 2 e—-1)/| z 2 (et —1)°
0 0

1 et 1
= - 0()+-[e"” —— | dt
Es ist
et 1 2t — (=1 2+t 4 = (221320 )
(et —1)% & 2(et—17% 22 +2-13/21+ )
C-tt+... C+--.
th4 ... 1+--- ()

auf 0 <y < oo. Also

T 1 1 1 1 1 T 1
-tz | = _ — _ . 1 — . —tx = — ] .
/e (t 5 et—l)dt . O( )+z O /e dt O(M)
0

Somit gilt (ii) auch fiir Re z > ¢ > 0. Um nun Formel (i) zu zeigen, integrieren wir

(4.1) tiber [1, z]. Fir Re z > 0 erhalten wir

N

1

: A 1 1 1
— (1ogg——>dg+ —dc <———— — )dt
1/ 0/1/ t 2 e 1
1 T 1
B (z_ﬁ)logz_z+c /e <____6t—1)dt’
0

wobei die Konstante spiter noch explizit bestimmt wird. Das letzte Integral er-

weist sich auf dhnlichem Wege wie das in (4.1) als O (1/|z|). Damit gilt (i) in
largz| < m/2 — § und in Re z > ¢, allerdings ist C' noch zu berechnen. Nach

der soeben gezeigten Formel haben wir fiir y > 0

o (1 () (1- (3
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1 1 1
=1y (log (§+2y> — log (ﬁ—zy)) —1+QC’+O(§)

1 1
:—2y-arg(§+iy> —1—1—26’—1—0(;),

wegen
Re z Imz
cosarg z = W , sinarg z = W,
also
: R Im 2\ ° 2
2i arg z = log €87 = log <$) = log Z—_ = log z — logZ.
z 2z

Es ist tanarg (1/2 + iy) = 2y, also nach der Potenzreihenentwicklung von arctan

14_' _E_i+0 i
arg s TW) =35 % )
. . 1
log(F(—+zy)F(1— (——Hy))) :—7Ty—|—20—|—0(—).
2 2 Y

Andererseits ist die linke Seite nach Satz 4.2 gleich

Es folgt

s | 2m
0 = lo
gsinﬂ(1/2+iy) ge”y(l — e~2my)
= log2m — 7y — log (1 — 6_2”9) :

Mit y — oo folgt C' = %log 21 wie behauptet.

Es bleibt noch, den Giiltigkeitsbereich der Stirling-Formeln auf |arg z| < 7 — § aus-
zudehnen. Hierzu kénnen wir nochmals Satz 4.2 und die Formel in |arg z| < 7/2—¢
bzw. Re z > 0 verwenden. Der Bereich |argz| > m — 0 bleibt ausgespart, weil an

den Stellen —n, n € N; sin mn verschwindet. Damit ist Satz 4.3 bewiesen.
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Satz 4.4 (Legendresche Verdoppelungsformel)

I'(z)-T (z + %) =272 . T(22).

Beweis:

Wir setzen

Pl = 4T (24 3 ) T2

und miissen zeigen: F(z) = 2y/7 fiir alle z. Wir verwenden die im Beweis zu Satz
4.1 hergeleitete Gauflsche Darstellung der Gammafunktion

nl-n®

P) = lim e )

fir reelle > 0. Mit der Abkiirzung (x), := z(x + 1)--- (z + n) erhalten wir fiir
x>0
| . I. z+1/2 9
F(:v):4x1imn oo : (22)2n :
n—oo (z), (x+1/2), (2n!)(2n)*

wobei wir in der Darstellung fiir I'(22) noch n durch 2n ersetzt haben. Es folgt

- _ (n!)? _ (2z)(2x +1)--- (2 + 2n)
Fe) = Jm Ve o s 12+ et )+ n s 12
. (n!)? 2n+1 1
=Y T e

Insbesondere existiert der Grenzwert fiir jedes x > 0. Also

) = Fla) = Flen) (1= ) = e (1= i 20 )

Damit ist F'(z) konstant fiir x > 0. Mittels analytischer Fortsetzung ergibt sich dies
fiir ganz C. Wegen

F G) =2.-T (%) T(1)-T() ' =2v7

nach Korollar 4.1 folgt die Behauptung.
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Korollar 4.2

[(z/2) .. TZ
NCE —F((l - z)/2) =2"7-T(z) - cos 5

Beweis:

Nach Satz 4.4 und Satz 4.2 ist

\/;.F(Z/2) _ 7T.21Z'F(Z;1)—1

['(z)
z+ 1) Csin (w(2 +1)/2)
2

1—
= 2.7 “) eos 22
2 2

= 7.21Z.p(1_

7
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5 Die Funktionalgleichung der Zetafunktion

Wir folgen dem Beweis von Riemann. Als Hilfsmittel sind notig die Integraldarstel-
lung der Gammafunktion und deren einfachste analytische Eigenschaften sowie eine

sogenannte Thetafunktion

O(z) = Z e~ ™T

nez

Diese Reihe konvergiert offenbar absolut und gleichméflig in x > ¢ > 0. Auch fiir ©
existiert eine Funktionalgleichung, zu deren Herleitung wir die Poissonsche Summen-
formel verwenden werden. Sie ist ein niitzliches Werkzeug fiir vielerlei Anwendungen

in Analysis und Zahlentheorie. Dazu erkldren wir fiir eine integrierbare Funktion

f:R— Cmit f(z) =0 (1/ |a:|2) die Fourier-Transformierte
fo) = [ t@e-ays

mit der {iblichen Abkiirzung e(a) := €™ fiir « € R. Wir zeigen an dieser Stelle

eine relativ schwache Version in der Form von

Satz 5.1 (Poissonsche Summenformel)

Sei f : R — R zweimal stetig differenzierbar. Aufierdem gelte f(z) = O (1/ \x|2),

und / |f"(z)| dz existiere. Dann gilt fiir alle « € R

> flatn) =) flk)e(ka) .

nez keZ

Beweis:
Es geniigt, den Satz fiir a = 0 zu beweisen. Setzten wir ndmlich fiir ein festes « € R

die Funktion g durch g(z) = f(x + «) fest, so gilt
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i) = / g(y)e(—ay)dy = / f(y + a)e(—zy)dy
- / F(y + a)e(—a(y + a))e(oz)dy
— e(ox) / F()e(—ay)dy = e(az) f (2),

woraus folgt

Y flatn)=) gn) =) ak)e0) =) f(ke(ak).

nez nezZ kezZ kez

Die fiir 0 < r < 1 absolut konvergente Reihe

e}

P(t,r)= Y rMe(kt)

k=—o00

lasst sich durch zwei geometrische Reihen (fur & > 0 bzw. k < 0) berechnen. Man

erhalt

P(t,r) = 1+ irke(kt) + irke(—kt)

re(t) re(—t)
1—re(t) 1—re(—t)
(I —re(t)) (1 —re(—t)) +re(t) (1 —re(—t)) +re(—t) (1 — re(t))
(1 —re(t)) (1 —re(—t))

= 1+

1—1r2

1 — 2rcos (2mt) + 12’

Es lassen sich nun mehrere Eigenschaften von P(¢,7) ablesen, wobei wir noch die

/ 1 fir k=0,
/e(kt)dt =
0 fir ke 2\ {0}

Formel

verwenden.
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GeméB Definition hat P(t,r) offensichtlich die Periode 1 in t. Gliedweise Integration
liefert weiterhin fiir 0 <r <1

1 1
)

P(t,r)dt = rlf [ e(kt)dt = 1.
[ penn= 3 f

0 k=—00 0

Beachten wir noch
1 — 2rcos (2mt) + 12 = (r — cos 2mt)* + (sin 27t)* > 0,

so folgt aus obiger Identitét fiir P(t,r) sofort P(¢t,r) > 0 fir alle 0 < r < 1 und

t € R sowie
2

1—r
(sin 276)
fir 0 <r <1und 0< 6 <|t| <1/2, da hier |sin27t| > |sin 270|.

Wir bezeichnen mit I, das Intervall [k — 1/2, k + 1/2]. Wegen f(z) = O (1/2?) folgt

P(t,r) <

firo<r<1
k:i iRy = k:i rli 7 F(y)e(—ky)dy
= 7P(yﬂ“)f(y)dy
- i | Py

Wir wollen nun zeigen, dass die linke Seite der Gleichung gegen Y f(k) und die
rechte Seite gegen > f(k) konvergiert fir » — 1, r < 1, womit die Poissonsche
Summenformel bewiesen wére.

Behauptung 1:

im > [ Py = Y 1)

k=—o00 I k=—00

Zunéchst gilt wegen P(y,r) > 0 und P(y,r) 1-periodisch
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/ Ply. ) f(y)dy| < / Py, 7)|f(y)ldy

Iy, Iy,

IA

yEly

Sei nun € > 0. Dann existiert ein K = K(¢) derart, dass
E:‘/P@WM@Wy<6
|k|>K I

und

Dokl <e.

|k|>K

ma | (y) / Py =0(5) -

Es bleiben die Terme mit |k| < K zu untersuchen. Hierfiir wihlen wir ein 6 = §(¢) >

0 so, dass fir alle |k] < K und alle z mit |z — k| < ¢ gilt

F(k) = fl@)| < 5 -

Wegen /P(t,r)dt = 1 haben wir

0

SO Py — fR) = S / Ply,r)(f(y) — F(k))dy

|k|<K k|<K |},

< Y [ Pwnle) - swldy

<K 7,

= Z (J1(k) + J2(K)) ,

|k|[<K
wobei
k+6
LK) = / Ply. 7)) — F(R)|dy,
k-6

L(k) = / Ply. 7)) — F(E)|dy.

[k—1/2,k+1/2]\
[k—8,k+3]
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Nach Konstruktion gilt fiir alle |k| < K

€
< = - =
Ni(k) < g7 | Ply,r)dy = o
Iy,

und wegen f(y) = O (1/y?)

1—T 1— 7’2
< — — -
oK) < 81n27r5 /‘f k)ldy = 05( k2 ) OE(
Es folgt

Z Jl 2K+ 1) 3_K <€

k|<K

und fiir alle r > ry mit einem o = r9(e) < 1

ZJQ 1—T)Z%<€.

k|<K k|<K

Damit ist Behauptung 1 gezeigt.
Behauptung 2:

iy 3 P70 = 3 fo

k=—00 k=—o00

Zweimalige partielle Integration gibt wegen f(x) = O (1/2?) , / |f"| existiert,

o0

f(k) = /f($)e(—k;x)dx: _f@)e(=kz) )

1 !
- 2 (f (z)e(—

F0) < 55 | i re / (@)l

1

T

also

Mit

Tr—00

lim f'(x /f" Ydt + f'(a) = Cy + f'(a

o)

p [ r@e-
+ 7 F'(2)e(—ka)dz

|

)=C

folgt f(k) = O (1/k?). Also diirfen in der behaupteten Identitit lim und 3 ver-

tauscht werden. Daraus folgt die Behauptung.
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Als Korollar erhalten wir

Lemma 5.1

Fir z > 0 und a € R gilt

. _ 2 2 :
(1) Ze 2 (nta)® _ \/EZG ran?+2mwina ’

nez nez

(11) Z(n -+ a)e_%(”"'a)Q — —i$3/2 Z ne—wxn2+2m‘na )

nezZ neZ

Beweis:
Bei festem = > 0 sei f(a) := ¢™/*. Wir erhalten mit Substitution o = ¢ und

quadratischer Ergdnzung

o0 o0

= / e*ﬂxt2—27ria:tydt _ Ie_ﬂ—ny / @mp(t+iy)2dt.
Das Integral

ist bei festem A\ > 0 unabéngig von € C. Dies folgt aus dem Cauchy-Integralsatz,
da die Funktion e=**" eine ganze (d.h. in ganz C holomorphe) Funktion ist. Wir

integrieren iiber das nebenstehende Rechteck und zeigen damit H(5) = H(0).

—r41-Imp r4+v-Impg
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Also folgt mit Substitution u = /xt

[e.e]

f(y) — pe Y’ / e~ dp — \/Ee_my2 K

— 00

K= /e””Qdu.

Nach der Poissonschen Summenformel folgt

_T 2 _ 2 :
E e = (n+a) :ZZ(V&EE e ﬂan+%nna.

nez nez

wobei

Fiir « = 0, = 1 sind beide Summen identisch und sicherlich ungleich Null. Also
ist K = 1. Damit ist (i) bewiesen. Differenzieren wir (i) gliedweise nach «, so sind

die entstehenden Reihen gleichméBig konvergent. Deshalb ist auch (ii) gezeigt.

Korollar 5.1 (Funktionalgleichung der ©-Funktion)

Fiir x > 0 gilt

o @) — V7 6(x)

Satz 5.2 (Funktionalgleichung der (-Funktion)

Die Riemannsche (-Funktion

((s) = % (seC, Res>1)
n=1

148t sich nach ganz C meromorph fortsetzen. Es gilt

73T (S) ) = n B0 (%(1 - 3)> C(1—s).
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In C\ {1} ist ¢ holomorph, bei s = 1 hat ( einen Pol erster Ordnung mit Residuum
1. In Re s < 0 verschwindet ( genau an den Stellen —2, —4, —6, . . .; diese Nullstellen
sind sdmtlich erster Ordnung. Fiir reelle s € [0, 1) gilt ((s) < 0; speziell ((0) = —1/2.

Beweis:

Wir substituieren u = mn?y in

und erhalten fiir Re s > 0

[e.9]

s_
/e ”"yﬂny Y2 tanidy .
0

Wir multiplizieren mit n~® und summieren iiber n. Dann kommt fiir Re s > 1

wobei

n=1

Offenbar ist ©(z) = 2w(z) + 1. Daher gibt die Funktionalgleichung fiir ©

T 2 T

w<1) :16(1)—%:%\/5'@(1')—%:—%+%\/5+\/5~w(3:).

Also mit Substitution y = 1/x



5 DIE FUNKTIONALGLEICHUNG DER ZETAFUNKTION 43

Wir haben fiir Re s > 1

/y_;_ldy = —y;E - 2
1 2 §
und
% _£+l
_s_1 Yy 2'2 2
y 2 Zdy - — s 1 = —
1/ —2tah s—1
Zusammen kommt
s 1 1 e . .
() =y el (5 i
1
Es gilt
u)(x) — e T, Z e—w(nQ_l)x < e~ Ze—wnx _ O(eiﬁx) ‘
n=1 n=0

Also konvergiert das auftretende Integral fiir alle komplexen s, und zwar glechméfig
auf jeder kompakten Teilmenge von C. Deshalb stellt es eine ganze Funktion dar.

Offensichtlich dandert sich die Formel fiir
i (5) )

nicht beim Ubergang s — 1 — s, womit die Funktionalgleichung bewiesen ist. Obige
Integralformel zeigt auch die einfachen Pole von ¢ bei s = 1 bzw. von I' bei s = 0.
Bekanntlich besitzt I' (s/2) aber weitere Pole bei s = —2, —4, —6, ... . Da die rechte
Seite der Integralformel dort holomorph ist, mufl ¢ bei —2, —4, —6,... Nullstellen
haben. Andere Nullstellen kann ((s) in Re s < 0 nicht haben, da die Funktionalglei-
chung sonst Nullstellen von ¢ oder I' in Re s > 1 liefern wiirde, was nicht der Fall ist.
Die Funktionalgleichung zeigt dariiber hinaus, dass die Nullstellen bei —2n, n € N,
von erster Ordnung sind, denn die Pole von I' (s/2) sind von erster Ordnung und

¢(1 + 2n) wie auch I'(1 + 2n) sind ungleich 0.



5 DIE FUNKTIONALGLEICHUNG DER ZETAFUNKTION 44

Es bleibt noch zu untersuchen ((s) fir s € [0,1). Fiir Re s > 1 gilt

() = Y- =3 LS

n=1 n=1 n=1
> n > n > 1 1
- Zn——Z (n+1)° :Z”(n B <n+1>s>

Da 0 < {z} < 1, konvergiert das rechte Integral sogar fiir Re s > 0 und stellt dort
eine holomorphe Funktion dar. Fiir s € (0,1) liefert diese Darstellung von ¢ sofort

((s) < 0. Losen wir die Funktionalgleichung nach ((s) auf, so kommt

1 1 . C(1—y9)
=—TI(=) lim>2—=.
() v <2> <20 T (s/2)
Da die Residuen von ¢ bei s = 1 und von I' bei s = 0 beide 1 sind, ist

1 1

()= =g T()= 4o,
also
1 S 2
1—g)= —= +... r(2)=24+...
y s) s+ ’ (2) s+
und somit
limg(l_s):im——l/SjL”‘:—l.
s—0 T'(s/2) s=0  2/s4 .- 2

Also mit Korollar 4.1

Die Funktionalgleichung und auch andere Betrachtungen nehmen eine einfachere

Form an, wenn wir anstelle von ((s) die nach Satz 5.2 ganze Funktion

§(s) = s(s = x5 1 (5) (o)



5 DIE FUNKTIONALGLEICHUNG DER ZETAFUNKTION 45

betrachten. Die Funktionalgleichung lautet dann

§(s) =&l —s).

¢ hat hochstens in 0 < Re s < 1 Nullstellen, die mit den Nullstellen von ¢ in diesem

Bereich {ibereinstimmen und von derselben Ordnung sind.

Riemann hat in seiner berithmten Arbeit von 1859, die schon in der Einleitung

genannt wurde, einige bemerkenswerte Vermutungen iiber ¢ bzw. ¢ formuliert:

1. ¢(s) hat unendlich viele Nullstellen im kritischen Streifen 0 < Re s < 1. Be-
zeichnen wir diese Nullstellen mit p und ihre (zweiseitig unendliche) Folge mit
N (Anordnung z.B. nach wachsendem Imaginérteil; die p konnen sich wegen
der Holomorphie von ¢ (aufler bei 1) nirgends hidufen), wobei jede Nullstelle
so oft vorkomme, wie ihre Vielfachheit angibt, so behauptete Riemann fiir die

Anzahlfunktion dieser p
N(T)=8{peN: 0<Imp<T}

die asymptotische Formel

T T T
N(T)=—log— — — +O(logT) .
2m 2r 27

Riemanns Beweisskizze vervollstéandigte erst von Mangoldt zu einem Beweis.

2. Ist die Formel fiir N(7T') richtig, so konvergiert
H <1 — f) es/P
pEN P
in ganz C und stimmt nach dem Weierstra3-Produktsatz mit £(s) bis auf einen
ganzen, nullstellenfreien Faktor iiberein. Riemann gab
s
=TT (1 2)
peEN P
mit einer Konstanten B ohne Begriindung an. Es sei erwadhnt, dass zu Rie-

manns Zeit noch kein Produktsatz a la Weierstrafl zur Verfiigung stand. Diese
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Entwicklung der Funktionentheorie erfolgte erst gegen Ende des 19. Jahrhun-

derts, wodurch auch der Beweis des Primzahlsatzes gelang.

3. Riemannn erkannte den Zusammmenhang zwischen Primzahlverteilung und

Lage der Nullstellen der ¢-Funktion. Er gibt ohne Beweis die explizite Formel

m(x)=1i x — Z (li(z?) + li(z" 7)) + / (772# —log2

gy —1)logn
Im p>0
an, wobei
l—¢ T
. . dt dt
li x := lim —+ [ —
e—0 logt logt
0 1+e

Auch dies bewies spéter von Mangoldt.

4. Riemann arbeitete in seiner Originalarbeit mit der Funktion £(1/2 + is), d.h.
die kritische Gerade Re s = 1/2 liegt bei ihm auf der reellen Achse. Er schreibt:
,, ... s ist sehr wahrscheinlich, dass alle Wurzeln reell sind. Hiervon wére aller-
dings ein strenger Beweis zu wiinschen; ich habe indes die Aufsuchung dessel-
ben nach einigen fliichtigen vergeblichen Versuchen vorlaufig bei Seite gelassen,

da er fiir den néchsten Zweck meiner Untersuchung entbehrlich schien.“

In unserer Terminologie heifit das, dass alle Nullstellen von & auf der Geraden Re
s = 1/2 liegen sollten. Diese Riemannsche Vermutung ist bis heute offen.
Die anderen Behauptungen und den Primzahlsatz werden wir in den néchsten Pa-

ragraphen beweisen. Fiir spéitere Anwendungen noch folgendes

Lemma 5.2

Fiir ¢ € R ist £(1/2 +it) € R.
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Beweis:

Aus der Integralformel fiir 772 - T’ <§> ((s) ergibt sich

s s—1

£(s) = s(s—1) —1—1— ! —l—/w(:c) <x%71+x7%*%> dx

= 1+s(s—1) /w(m) (mg_l + x_g_%> dx .

1

Mit s = 1/2 + it ist

1 1 1
s(s—1)= (§+z't) (—54—2'75) :—Z—tQGR.

Da w(x) € R fiir x € R und

Im <$%71 + ;1;7%7%) = ];7% . Im (3;%7% + ;1;7(571 >

: t t
= r1. (sin (5 logx) + sin (—§logx)> =0,

ist das Lemma bewiesen.
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6 Der Produktsatz von Hadamard

Wir wollen die schon erwidhnte Produktdarstellung der £-Funktion herleiten. Hada-
mard stellte fest, dass sich alle ganzen Funktionen, die mit |z| — oo nicht zu stark

wachsen, in ein Produkt iiber die Nullstellen entwickeln lassen.

Lemma 6.1

Seien C' > 0 und A > 0 reelle Konstanten. Sei f eine ganze komplexe Funktion mit
Re f(z) <C-|z]* (2€Q).

Dann ist f ein Polynom vom Grade [)].

Beweis:
Fiir k,n € N gelten bekanntlich die Orthogonalitéatsrelationen

2

/coskasinna da =10,

0

2 2

/cos kacosna da = /sin kasinna doa =

0 0

m fir k=n,
0 fir k+#n.
Wir machen zunéchst die Annahme f(0) = 0. Dann hat f eine in ganz C konvergente

Potenzreihendarstellung

f(z) = Z(an + ib,)2"

n=1
mit a,,b, € R. Schreiben wir z = r - €/, so folgt

Re f(z) = Z r"(a, cosnd — by, sinnd) .

n=1
Da die Potenzreihe gleichméfig konvergiert, ergibt sich aus den Orthogonalitétsre-

lationen nach Vertauschung von Summe und Integral fiir k£ > 1
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2 21
)

2m
/cos kY- Re f(z) dd = Zr" an/cos kv cosnv dv — bn/cos kv sin nv dv
0 n=1 0 0

= aqrf-7T.

Mit ag = 0 gilt diese Formel auch fiir £ = 0. Wegen

2 21 21
/Re f(z) dv = Z an/cosmﬁ/l dﬁ—bn/sinnﬂ dd | =0
0 0 0

erhalten wir aus Re f(2) < Clz|* =C - r?

1 ﬂ'
wl < / Re f(2)] db
0
27

— L [URe f()] + Re f(2)) v

7rr’“

= er/maxRef 0) dv

S—kQﬂ'CT_407’
T

Fiir £ > X folgt ax = 0 mit r = |2| — oo. Ein entsprechendes Argument mit sin
statt cos ergibt analog b, = 0 fiir £ > A, womit die Behauptung fiir f(0) = 0 gezeigt
ist.

Ist f(0) # 0, so wenden wir das Bewiesene auf die Funktion f(z) — f(0) an.

Bemerkung:

Der Beweis zeigt, dass die Behauptung bereits gilt, falls Re f(z) < c- |z|* auf einer
Folge von Kreislinien |z| = R, mit R, — oo bekannt ist.

Wir betrachten nun Funktionen, die schneller wachsen als Polynome. Eine ganze

Funktion f(z), die der Abschéitzung

f(z) = O(exp(|2[")) (2€C)
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fiir ein festes o > 0 geniigt, heifit von endlicher Ordnung. Die reelle Zahl
ord f:=1inf{a: |f(2)] <exp(|z|?) fir z € C}

heifit Ordnung von f.

Es gibt Funktionen endlicher Ordnung ohne Nullstellen, z.B. e*, 622,USW. (dies sind

in gewissem Sinne bereits die allgemeinsten Beispiele).

Lemma 6.2

Ist f eine ganze Funktion endlicher Ordnung ohne Nullstellen, dann gilt f = exp(g)
mit einem Polynom ¢g. Auflerdem ist ord f = degg.

Beweis:

Wegen f(z) # 0 fir z € C ist log f ganz. Es ist
Re log f(z) < C-|2]",

also folgt mit Lemma 6.1 die Behauptung.

Auch iiber Funktionen endlicher Ordnung mit Nullstellen kénnen wir eine Ubersicht
gewinnen. Zunéchst wollen wir mit der Jensenschen Formel zeigen, dass die Null-

stellen nicht zu dicht beieinander liegen kénnen.

Satz 6.1 (Jensensche Formel)

Sei f in einer Umgebung von |z| < R holomorph, es seien f(0) # 0 und f(z) # 0

auf |z| = R. Seien zy,..., z, die Nullstellen von f in |z| < R, wobei jede Nullstelle
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ihrer Vielfachheit entsprechend oft aufgelistet ist. Dann gilt

%/logv(R e")dy = log|f(0)] +log

= log|f(0)

(Dies bedeutet, dass das Verhalten von f auf dem Krelsrand |z| = R ausschliellich

bestimmt wird von f(0) sowie den Nullstellen von f im Inneren des Kreises.)

Beweis:

Wir untersuchen zunéchst zwei Spezialfille.

1. Fall: f(z) # 0 fur alle |z] < R.

Wir kénnen einen Zweig des Logarithmus so wéhlen, dass log f(z) in einer Umgebung

von |z| < R wohldefiniert und holomorph ist. Nach dem Residuensatz gilt

log f(z) 1 log f(2)
. i f —, &
|z|=R

log f(0) = Res,—

21
1 .
- 1 (1%
o [ o (R s
0

nach Substitution z = R ¢”’. Wegen
Re logz = Re logre”™ = Re (logr + i)
= logr = log|z|

folgt die gewiinschte Formel durch Betrachtung der Realteile der hergeleiteten Glei-

chung.
2.Fall: Sei f(z) = z — ( fir || < R.
Wir benutzen die Hilfsfunktion

flz) _ z2—¢
Q<2)7R2—227R2—zz'
Fiir |z| = R ist
B R e — ¢ 1 R e —( 1
|Q(Z)| = 'RQ—Z'REM —R'R—Zem |6—i19|

1 |Re"—¢ 1
R |Re? (| R
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Also gilt

2
1 : 1 1
§/10g|Q(R e dv = 5 2mlog = —logR.
0

Wegen [¢| < R hat (R? — 2(¢) im Kreis |z| < R keine Nullstellen. Aus Fall 1 folgt
2w
1 —
o /log|R2 — 2(|dY =log R? = 2log R .
7r
0

Also kommt

2

27 27
1 4 1 , 1 _
- 1 i - 1 i o 1 2
5 [loglQ eiar = - [toglr(r elao - 5 [ og R - <Clao
0 0 0

2T
1 )
= —/log|f(R e™)|d9 — 2log R .
2m
0

Zusammen haben wir — wie behauptet —

2
1 , R
%/log|f(R 6“9)|d19:10gR:log|f(0)|+logm :
0

Der allgemeine Fall ergibt sich aus den beiden Spezialfillen, indem wir

f(z)=(z—21)...(2 —2zn) - F(2)

mit nullstellenfreiem F'(z) schreiben:

n 2 2

2
1 4 1 : 1 ,
o /108; [f(Re”)|dy = Z ot /log IR e — z|dd + o /log |F(R €")|dv

n

R
= Z <log| — 2 +logm) + log | F/(0)]
i=1 v
- R
i=1 i=1 v

& R
= log[f(0)] + E 10gm-
i=1 ’

n

= log
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Satz 6.2

Sei f eine ganze Funktion endlicher Ordnung «. Die Nullstellen von f seien (ent-

sprechend Vielfachheit) z1, 2o, ..., wobei |z;| < |z;41] fir alle 4.

(i) Fiir jedes € > 0 gilt

21— O(R %)

|zi|<R
(ii) Ist 8 > «, so konvergiert die Reihe

Y olal

2; 70

Beweis:
Sei v > 3 so gewahlt, dass f auf |z| = - R keine Nullstelle besitzt. Wegen log~y > 1
folgt aus der Jensenschen Formel (0.B.d.A. f(0) # 0)

Zl < Zlog

|zi|<R |zi|<R

7,
\ i|<YR

2

— —log (O] + 5 [ gl s R ¢)jds

0

< —log[f(O)] + 5 - 2m(yR)*™ = O(R ") .

Dies beweist (i).

Zum Beweis von (ii) sei fiir den Augenblick

= > 1.

‘Zi|<R

Sei aw < p < . Nach (i) ist
N(R)<C,-R".

Speziell fiir R = |z,| folgt

n < N(|z,]) < Cplzn|”
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also

|zn]_’6 < Cpﬂ/p .n Bl

Es folgt

Z|ZZ| ’6<<Z P < o0 .

0
s 20

Satz 6.3 (Hadamard)

Sei f eine ganze Funktion endlicher Ordnung «. Sei k die Ordnung der Nullstelle
von f bei 0. Seien z; die Nullstellen von f in z # 0 entsprechend ihrer Vielfachheit
aufgelistet. Dann gilt
) =2 eI H(l——) J/z)
=1 Zi

wobei

ist und ¢ ein Polynom vom Grad hochstens [a] bezeichnet.

Beweis:
Wir fithren den Beweis nur fiir @ = 1, weil wir den Satz nur in diesem Fall anwenden
werden. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen k£ = 0, d.h. f(0) # 0. Nach Satz 6.2 ist
>~ |zi| 7 konvergent. Damit ist das Produkt
P(z) = i (1 = 3) e/
i=1 &

auf jeder kompakten Teilmenge von C absolut und gleichméfig konvergent, denn

logP(z):gOog (1—2) +ZE) :g_ (% (5)2+%<§)3+>

Also ist f(z)/P(z) eine ganze, nullstellenfreie Funktion.
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Behauptung: ord f/P <1 (auf |z| = R = R, — o0).

Wir benétigen eine untere Abschitzung fiir P(z). Sei e > 0 beliebig. Sei auerdem R
stets so gewdihlt, dass |R — |z]|| > |z] 2 fiir alle i. Dies ist sogar fiir gewisse beliebig
grofle R moglich, denn:

Nach Satz 6.2(1) ist Y. 1 < R'™. Also ist oft ‘|zl| —|zia]| = R7M fiir R/2 < |z] <

|z:i|<R

2] + |zi-1]

R. Fir R := folgt

1 1

ol o 2 a7

Wir schétzen nun P(z) auf |z| = R ab und betrachten 3 Félle.
LFall: |z < R/2;
-

(1)
Zi

Unter Anwendung von Satz 6.2 folgt damit fiir hinreichend groflie R

H (1—i>ez/zi > exp | —R Z ]zl\

Zi
|zi|<R/2

z

Zi

_ 1) elte(z/z) > 1. ol2/7] — o R/|zl

2.Fall: |z] > 2R ;

es gilt fur [¢| < 1/2 mit einem geeigneten ¢

K1+c+£3+§4~~)—(C+@+~—+——+~>‘
20 3! 20 3!

1 1 1
:ZP—@(“GO—@(§‘§>“”
1
L

(1= ¢)e]

- , (1 1 1 1
S U R T R
1 1 1
> 1—|<|2(§+ +§+---)21—|§|2

> e*C|C|2 )
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Damit folgt fiir hinreichend grofies R

I (-3)e) = o 2 ()

Z,
|2zi|>2R |z:|>2R ¢

= 1
> exXp <—C R 1+e E H—l'i‘é‘) > eXp(—R 1+2€> .
Zq
i=1

3.Fall: R/2 < |z| <2R;

wegen |R — |z|[> |z] % ist

1— 2 ) et
Zi
Nach Satz 6.2(i) gibt es hochstens O(R ™€) viele Nullstellen z; im obigen Bereich,

5 1 R1+e
1— =) e/ > :
I, 0-2) = ()

R/2<|2|<2R

S e ? 1 - 1
~ 2R (2R)? " 60R3

also

Zusammen kommt

R 1+e
|P(z)| > ( 601]%3) cexp (—2R"*) > exp (—R'¥)

fiir hinreichend groBe R. Da f von Ordnung 1 ist, folgt fiir 2| = R

f2) e (R

Rl+4€
P(2) exp (—R'*3¢) < exp ( ) ’

und dies auf einer Folge R = R, — o0o. Nach Lemma 6.2 (zusammen mit der Be-
merkung zu Lemma 6.1) ist daher log(f/P) ein lineares Polynom, womit der Satz

fiir &« = 1 bewiesen ist.

Fiir Funktionen der Ordnung 1 kann die Reihe Y |2;|~! sowohl konvergieren als auch
divergieren. Im Falle der Konvergenz ergibt sich eine Wachstumsschranke fiir f, die

schirfer ist als die Ordnung angibt.



Satz 6.4

Die Funktion £(s) hat unendlich viele Nullstellen p in 0 < Re p < 1. Dabei gilt

(i) &(s) =€ I1 (1—s/p)e’;

PEN

(i) > |p|~t ist divergent ;
p

(iii) > |p|7'7 ist konvergent fiir jedes € > 0 .
p
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Lemma 6.3
Sei f eine ganze Funktion von Ordnung 1. Sei auflerdem die Reihe
> lal™
flz:)=0
konvergent. Dann gilt | f(z)| < e“ fiir ein C' > 0.
Beweis:
Fiir ¢ € C gilt
1=l <1+[¢f <

und

eS| = efe ¢ < el
also

(1= Q)et < el
Mit ¢ = z/z; folgt aus Satz 6.3

NOIENEE | Ea
i=1
_ |Z’k601|z\ cexp | 2 Z ‘|Z“ < Ol
f(z)=0 s
fiir ein geeignetes C.
O
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Beweis:
Wir zeigen zunéchst, dass
§(s) = ss = )n T () <(9)
von Ordnung 1 ist. Wegen der Funktionalgleichung &(s) = (1 — s) reicht es, £(s) in
Re s > 1/2 abzuschétzen. Hier liefert die Stirlingsche Formel (Satz 4.3)

r (%) —0 (e \slogs\) .

Fir ¢ verwenden wir die im Beweis zu Satz 5.2 hergeleitete Integralformel und

erhalten .
(5= D6(s) = Is = s = s [} el = O (1sF).

Die Abschéatzung
|S7T—s/2‘ < 60\8\

fithrt insgesamt zu

‘s|1+5

[E(s)] << elrossl sl < e

Uns ist bereits bekannt, dass £(s) aulerhalb 0 < Re s < 1 keine Nullstellen besitzt.
Auflerdem ist ¢ ganz und von Ordnung 1. Wegen ((s) — 1 fiir s — oo, s € R,

bekommen wir aus der Stirlingschen Formel
—s/2 S Lslogs
E(s) > -F<§>>e4 S

Damit folgt aus Lemma 6.3, dass >_ |p| ™! divergiert. Also ist (ii) gezeigt, und es gibt
unendlich viele p € N. Nach Satz 6.2(ii) gilt auch (iii). Der Produktsatz 6.3 liefert
wegen £(0) # 0 die Behauptung (i), allerdings zunichst nur mit dem Faktor e4*+5s

anstelle von e?*. Dann gilt aber unter Verwendung der Funktionalgleichung

e = £(0) = €(1) = (tim(s — 1)¢(s)) -7 V2 T (%) 1,

s—1

also A = 0. Dies vervollstindigt den Beweis des Satzes.



7 NULLSTELLEN VON ¢ UND LOGARITHMISCHE ABLEITUNG 59

7 Nullstellen von ( und logarithmische Ableitung

Wir hatten schon frither gesehen, dass ¢’/ fir die Primzahlverteilung eine wichtige
Funktion ist. Wir werden nun ¢’/ mit den Nullstellen von ¢ in Beziehung setzen.

Wir verwenden im Folgenden die Abkiirzung
S im Y
p Ipl<z

wobei p € N wieder die Nullstellen von ¢ bezeichne.

Lemma 7.1

Fiir die Konstante B aus Satz 6.4 gilt

Beweis:

Aus Satz 6.4 folgt sofort

%(3)=(10g5(8))’ _ <B3+§/(log(1—§)+2)>,
(7.1) = B*%(s%pﬂ_l?) '

Dies ist eine Partialbruchzerlegung von £’/€. Andererseits impliziert die Funktional-

gleichung fiir ¢, dass

%<s> — (log £(s))’ <

I
—~
—
Q
09
Iy
—~
—
|
»
~
~—
I
|
—~
[u—
|
»
~—

Also gilt auch
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Behauptung: pe N = pe N.

Wir verwenden die Darstellung

0o
S
C(s) = T s/{a:}s_s_ldm (Re s >0) .
S —
1
Wegen
{L‘E _ e(Re z—i Im z)logz _ GRe zlogw | m

= e(Reztilmz)logz — pz

folgt aus p € N

oo oo

((p) = _%1 —-p / {z}r=rldr = % —p / {z}a—r1dx

1

Damit haben wir

lp|<z

1 1
Z;:§
1
2

<

1
Nach Satz 6.4(iii) ist also Z — (in dieser Anordnung) konvergent, nach Satz 6.4(ii)
p

aber nicht absolut konvergent.

Subtrahieren wir die beiden Formeln fiir £/, so erhalten wir

1 1 1
2B = -2 —— N
) Ty

denn nach Funktionalgleichung ist mit p auch 1 — p eine Nullstelle.
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Bemerkung:
Wir weisen nochmal darauf hin, dass Lemma 7.1 nur fiir die eingangs definierte
»symmetrische® Summation gilt, wihrend die Summation ,,p € N in (7.1) beliebig

1st.

Wir wollen ¢’/¢ im kritischen Streifen durch einen Abschnitt seiner Partialbruch-

zerlegung (7.1) approximieren. Dazu die folgenden Hilfssétze.

Lemma 7.2

Es gibt eine Konstante k > 0 derart, dass in Re s > —5, [Im s| > 1 gilt
1C(s)| < [Im s|* .

Beweis:

In Re s > 2 1ist |((s)] < ((2) = O(1). Fiir Re s > 1/2 hatten wir im Beweis zu Satz

6.4 mit der Integraldarstellung von ( gezeigt
(s = 1)¢(s)] = O(|s) -
Wegen [Im s| > 1ist |s — 1| > 1. Fiir 1/2 < Re s < 2 folgt damit
C(s)| = O(lTm s]?) .

Aus der Funktionalgleichung fiir ¢ (Satz 5.2) und der Legendre-Verdopplungsformel
(Korollar 4.2) ergibt sich

C(]_ — s) — 71'_% W%(lfs)i .

= gta (7‘('_% 217¢ T'(s) - cos %) ¢(s)
= 27 Scos? ['(s)C(s)

Wir wollen darin die rechte Seite abschédtzen. Wegen

e =cosz+isinz , e * =cosz—1isinz
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folgt fiir z € C

1 . )
cos z = 5(6“ +e ),

also

s _msi jutis s
e |+ e % | <« el = e3lm sl

WS‘ <
COS —
9 | =

Zur Abschitzung von I'(s) verwenden wir natiirlich die Stirling-Formel (in abge-

schwichter Form)
1
logT'(s) = <5 — 5) logs —s+0O(1) .
Wir setzen s = ¢ + it. Dann gilt fiir |o] <5
. o . o
logs = logit <1 + _t> = log(+i) + log |t| + log (1 + _t>
i i
T 1
= +—+loglt|+0 | — ) .
> ot +0 )

Also ist

Re log T(s) — Re ((zw (a—%)) (:l:%i+log]t\+0 (,%))) —o+0(1)

T 1
= —= —— |1 1) .
1+ (7= 5 ) gl +001)

Das liefert
|F(8)‘ _ pRe log T(s) < e 5t . |t|a—% '

Wegen |2'7%| = 277 und |77%| = 777 erhalten wir fiir |o| = |Re s| <5
_1
[C(L = 8)| < [Im 5772 |((s)] -

Da wir die Behauptung fiir Re s > % bereits bewiesen haben, folgt sie damit auch

fiir =5 < Re s < 1.
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Lemma 7.3

Fir N(T)=#{peN: 0<Imp<T} gilt
i) NT+1)=NT-1)<logT ;
(i) N(T) < TlogT .

Beweis:

Wir wihlen einen Radius r, 3 < r < 4 derart, dass
C24iT+re(®)#0 (JeR),

d.h. auf dem Kreis um 2 + i7" mit Radius r liegt keine Nullstelle von (. Das ist

moglich, da die Nullstellen von ¢ nirgends dicht liegen.

A

\/E
T 24T

Fiir jedes p € N sei p/ := p — 2 — i¢T. Nach der Jensenschen Formel Satz 6.1 gilt

1

21
/log\C(2+iT—|—re(19))\d19 _ 2i/1ogy<(2+iT+rein)\dn
T
0 0
= log|C(2+iT)| + Z logL

/| ’
 lp
lo|<r

Das Integral wie auch log |((2+:T")| lassen sich mit Lemma 7.2 zu O(log T') abschétzen.
Andererseits hat jedes p € N mit |[Im p—T| < 1 von 2+iT hochstens den Abstand

V5.
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Also wegen r > 3

NT+1)-NT-1) = > 1< > 1= ) 1

p p PEN
[Im p=TI<1  [p—(2+iT)|<VE  |p/|<VE

r r

pEN pEN
1o 1<V5 o/ | <r
< logT .

Damit ist (i) bewiesen. Aussage (ii) folgt sofort wegen

Bemerkung:

7]
N(T) < S(N(t+1) - N(t)
t=0
7]
< Zlogt L TlogT .
t=0

Teil (ii) ist eine sehr schwache Version des noch vor uns liegenden Satzes von v.

Mangoldt.

Satz 7.1

Es gilt

Beweis:

Wir hatten in Paragraph 3 gezeigt Z
n=1

2.

pPEN
[Im (s—p)|<1

%p+0(1+10g|3|) fir —1<Res<2,|[Ims|>1,

S

O(1) fir Res>2,
O(log|s|) fir Res<—1,|s+2m|>1/4 (méeN).

A = —g(s). Daraus folgt fiir Re s > 2
nS

¢

C/
25(5)

= logn
ol
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In Re s < —1 verwenden wir erneut die schon im Beweis zu Lemma 7.2 benutzte

Form der Funktionalgleichung fiir ¢

s

C(1—s)=2"*%1"%cos 5 [(s)¢(s) -

Logarithmisches Differenzieren liefert

C/

—E(l—s) = (log((1 —s))
s T’ !
= —log2—log7r—iz;%3% f(S)JF%(S)
— togzr— T 4 D+ S

2 "2 TV

Aus e = cosz +isinz, e * = cosz — isinz folgt fiir z € C

1 . . 1 .
cosz=—(e"+e*) , sinz=—(e"—e ),
5 ) 22( )
also
sinz 1 e —e#
tan z = =
CcOS 2 1 et e #
Klar ist [e*| = [e==|~L. Ist also etwa | | > 1, so gilt
s 1 — e ™ 2
tan —| = -| < — |
2 1 + e—msi |1 + 6—7rsz|

Der Nenner wird O fiir s = 1+ 2k, k € Z, d.h. fir 1 —s = 2m, m € Z. Aber

nach Voraussetzung ist |s — (—2m)| > 1/4. Somit ist
s
‘tan 7’ <1.

(Die Bedingung |s+2m| = |s—(—2m)| > 1/4 (m € N) besagt, dass s die Nullstellen
—2m, m € N, von ( vermeidet.) Mit der Stirling-Formel fiir I"/T" folgt

ST

< log|s| ,
¢

also

<)

!
c < log|l —s| < log|s]| .
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Es bleibt der Fall -1 < Re s <2, [Im s| > 1. O.B.d.A. sei s = o + it mit t > 1.

Nach Definition von ¢ ist mit der Stirling-Formel
S = (loge(s)) = (o5 (sts — 1730 () <))

§
1 1 1 I /s
= —+ ——log7r+—<—>~
s
¢

/

N —
|
—~
V2]
N—

Mit (7.1) folgt
C/() Z( ! +1>+O(lgt)
=(s) = — 4 - ogt) .
¢ N \S—p P

Speziell fiir s = 2 + it haben wir mit p/ := 2+ it — p

C—/(2+z’t) =y (1, + %) + O(log ) .

q AP

o0

%(2+it)‘ <38 o)

n2

n=1

erhalten wir nach Subtraktion der beiden Formeln

%(s) — Z (L — l) + O(logt) .

e \s—p p
Wir schétzen nun in dieser Identitét alle Terme ab, die in der zu beweisenden Formel
nicht vorkommen.
Sei zunédchst [Im(s—p)| = [Im p—t| > 1. Esgilt wegen —1 <0 <2, 0< Rep<1

s = pl <[t —=Im p| <|[s—p|.

Also ist

o1 2—0 _O( 1 )
s—p 0 (s=p@+it—p) T~ \({t—-Imp?)
Wir erhalten mit Lemma 7.3(i) firn € Z, n#0, n# —1

S (Gl X

p p
t+n<Im p<t+n+1 t+n<Im p<t+n+1
1

log [t + n|
n? '

IN

<
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Summation {iber n gibt

1 1 =1 +1 =1 = logt
Y (Hra) s I L

[Im p—t[>1

< logt .

Nun bleibt der Beitrag 1/p/ mit |[Im p—t| < 1. Klar ist |1/p/| < 1, und nach Lemma
7.3(i) ist dann
1
> o < N(t+1)— N(t) < logt .

P
[Im p—t|<1

Also ergibt sich zusammen

¢ 1

=(s) = —— 4+ O(logt) ,

c0)= 3 =, Oos
[Im(s—p)|<1

womit die erste Formel und damit alle drei Formeln von Satz 7.1 gezeigt sind.

Bemerkungen:

(i) Die benutzte Methode liefert auch eine verwandte Abschétzung, die wir im-

plizit mitbewiesen haben, ndmlich

1
Zl—i—(t—[mp)

PEN

- < logt .

(ii) Auf die Voraussetzung |Im s| > 1 kann wegen des Pols von ((s) bei s = 1
nicht verzichtet werden. Wird eine fiir alle ¢ giiltige Abschéatzung benétigt, so
ist die Polstelle entsprechend zu beriicksichtigen. Die obige Methode liefert
dann

¢’ 1

Z(s>:1—s

+ Y o+ Ollos2+ 1)

[Im(p—s)|<1
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8 Die explizite Formel

Die schon erwéhnte explizite Formel zeigt klar den unmittelbaren Zusammenhang
zwischen Primzahlen und Nullstellen der Zetafunktion. Fiir uns ist sie auflerdem die
Grundlage zum Beweis des Primzahlsatzes. Wir werden die explizite Formel nicht

fir 7(x) direkt, sondern fiir die schon genannte Funktion

W)= Aln)

n<x

herleiten, was zu einer etwas iibersichtlicheren Darstellung fithrt. Wir definieren noch

¥(x) fir x¢7Z,

Yolw) = ]
U(z) — sA(z) fir z€Z

Auflerdem setzen wir

(z) ;== min{|z —p*|: pe P, k €N, p* # z}.

Satz 8.1 (Approximative explizite Formel)

Firxz >2und T > 1 gilt

—~ pr ¢ 2
[Im p|<T
wobel
R(x,T) < =(logzT)* + log - min (1, T?x})
Beweis:

Wir verwenden die Perronsche Formel und den Residuensatz. Nach Satz 3.5 gilt fiir
x &7
1 ¢, .ds

omi | CT
(2)

P(r) =
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Hier soll die Integrationsgerade (2) nach links verschoben werden. Die dabei zu
beriicksichtigenden Residuen ergeben gerade die rechte Seite unserer Formel. Wir
werden diese einfache Beweisidee im Folgenden prézisieren. Wir setzen ¢ = 1 +
(logz)™1, also gilt x¢ = ex. Mit y = x/n folgt aus der Perronschen Formel (Lemma

3.1)

+iT +iT
1 ¢ at 1 ZAn)\ 2°
¢o($)+2—m. / Z(S)?ds = 1/J0(93)+2—m/ (—; e )';ds
s x > 1 s T\ S ds
= [Sams(7)-Lam5 [ ('S
= S AW - 16.T)
< D Am(y) = 1y, 7))
> A 1
< ; <A(n) <ﬁ> - min <17W)> + A([z]) -

wobei der letzte Term nur fiir x € N auftritt. Wir schiatzen die Summe iiber n ab,
indem wir sie in drei Teile zerlegen. Zunéchst untersuchen wir den Beitrag der Terme

mit n & [%x, 21']. Dann ist |10g %‘ > 1, und der Gesamtbeitrag ist damit

denn
¢
Z(S) S s—1

Als néchstes betrachten wir diejenigen n mit n € (%x, 295). Wir setzen

+ceot+e(s—1)+---.

ry = max{p": p~ <z}

Ist 7, < %x, so ist A(n) = 0 fir alle n € (%x, 2$), und der Gesamtbeitrag zur

fraglichen Summe ist 0. Also nehmen wir an x; > %x Wir untersuchen den Term

c
T

)
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n = x7 allein. Es gilt

log£=—10g<1—$_xl) >Ton @)
T X

¢ 1
A(zy) (%) - min (1, Tlogi> < log x - min (1, %@) :

Fiir dien € (%x,xl) setzen wir n =27 —v. Dannist 1 <v < %x Ferner gilt

also

logE zlogﬂ:—log (1—1) > 1,
n n

I T
und daher
T\C¢ . 1 I
A (2) i (1L Ao — )L
5 (@) () € T aen
sr<n<zy n ugéx

< %(logx)?

Fiir die n € (x,2z) kommt auf analogem Wege dieselbe Abschétzung heraus. Wir

erhalten zusammen
1 c+ﬂ’/
x® T . T
Yo(z) = ~5— %(3)?&94—0 (T(logx)Qleoga:-mm (LW)) :

c—iT
Dieser erste Schritt des Beweises lieferte also eine approximative Version von Satz
3.5. Wir werden nun mit Hilfe des Residuensatzes das Integral behandeln.
Ist w eine Nullstelle von ((s), d.h. w € Noder w = —2m fiir ein m € N, so besitzt

¢ (s) bei w einen einfachen Pol mit Residuum 1. Also gilt

¢
Ressw%(s) . %S = Z—w
AuBerdem ist klar
Resszo%,(s)%s _ %(0),
Resszlé(s)g = —x

(wegen ((s) = -2 +co+c(s—1)+---).
Wir wihlen im Folgenden T stets so, dafl T' # Imp fiir alle p € N. Sei aulerdem



8 DIE EXPLIZITE FORMEL 71

U e N, 2¢1U. Wir werden den Residuensatz auf den Rand des Rechtecks mit den
Ecken —U £ ¢T" und c £ T an. Wir setzen

1 C/ LUS
I = — [ 2(s)—ds.
T omi C<S> S °
Hj
|
|
—U+iT Ho | c+iT
|
|
Hs :
|
U 1l |c g
|
|
|
|
|
_y—r | e—iT
|
Dann folgt
1 C—HTC/ P <l 2 3
z?® T x— "
— > (8)—ds = — — +=>(0 I
27ri/(<8)ss T+ Z p+C()+Zl—2m+Z]
c—iT \Im/;\<T m<5;U i=1
Zu Is:
Mit Satz 7.1 folgt sofort
T C/ U U
€T xr
I g/ =(s)| - —dt <L loglU - — - T
mi< [ [E6)] - -

fiir U — oo bei festem T.

Zu Iy, Iy:

Die Abschétzung dieser Integrale ist schwieriger, da H; bzw. Hs dicht an den Polen
erster Ordnung bei s = p € N vorbeilaufen kénnen. Diese Situation soll méglichst
vermieden werden. Dazu verwenden wir Lemma 7.3. Danach gibt es zu n € N
hochstens O(logn) Nullstellen p € N mit n < Im p < n + 1. Also existiert ein
T, € (n,n+ 1] derart, daB |[Im p—T,| > (logT,)~" fiir alle p € N'. Wir bezeichnen
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die Menge aller dieser T,, mit 7. Fiir s = o 4+¢T mit T'€ 7 und —1 < o < 2 folgt
dann nach Satz 7.1 und nochmals Lemma 7.3

¢
¢

(s)

1
logT log T)?
< > 5 T OllosT) < (logT)

pEN
[Im p—T|<1

Wir verwenden dies in —1 < ¢ < 2 und Satz 7.1 in ¢ < —1. Dann kommt fiir

U— o0
¢ -1
(L] + b < /(108;T)2 % d0+/log|8" % do
- “u
c -1
log T')? log T
< (O%F) /l’”da—i— O? /m“da
log T)? [
< (O%F) /m"da
_ (logT)? ecls® (logT)?
N T log x T logx

Dies gilt gleichméfig in U und fiir alle T' € 7. Wegen I3 — 0 fiir U — oo erhalten

wir insgesamt fir T'€ T

= o T S0 T o mert e (175

P P
[Imp|<T
P / 1
— o X LS Jostt— )+ AT,
P
[Im p|<T

Ist nun 7' > 1 beliebig, so existiert nach Konstruktion ein 7,, € 7 mit [T —T,,| < 1.
Der Ubergang von T zu T, hat auf R(z, T') keinen nennenswerten Einflu, wohl aber

auf die Summe > 2”/p. Nach Lemma 7.3(i) gilt allerdings
p

xRe p

P o o
Iy s | T N 2o

p p p
|[Im p|<T [Im p|<Tn | Im p—T|<1 |[Im p—T|<1

< %IOgT
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Dieser Beitrag 148t sich in R(z,T) unterbringen. Damit ist der Satz vollstéindig

bewiesen.

Korollar 8.1 (Explizite Formel)

Fiir x > 2 gilt

Beweis:

Bei festem z gilt R(z,T) — 0 fir T — oo.
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9 Der Primzahlsatz

Der Primzahlsatz in der Form
b(x) ~x
(was zu m(x) ~ x/logz Aquivalent ist) folgte sofort aus der expliziten Formel, falls

wenigstens

Z? = o(x)

p
gezeigt werden konnte. Hatten wir Re p < 1 — 9§ fiir ein festes 6 > 0 und alle

p € N, so liefe sich leicht ein strengeres Resultat ableiten. Die Riemannsche Ver-
mutung, d.h. 6 = 1/2, wire die Grenze und lieferte den bestmoglichen Fehlerterm
zum Primzahlsatz (denn wie wir wissen hat ¢ unendlich viele Nullstellen im kri-
tischen Streifen, und diese liegen wegen der Funktionalgleichung , mindestens“ bei
Re s =1/2). Leider hingt bei allen bekannten Ergebnissen iiber nullstellenfreie Be-
reiche von ( im kritischen Streifen ¢ immer von I'm p ab, und zwar in der Form

0 — 0 mit Im p — oc.

Lemma 9.1

Es gibt eine positive Konstante C derart, da8 fiir alle p € N gilt

1
R 1—-C -min(1,——— ).
cpsimc mm(’log(fmp))

Beweis:

Es gilt fiir alle ¥ € R wegen cos 26 = 2cos? 6§ — 1
0 < 2(14 cost)? =3+ 4cost + cos 2.
Mit 9 := tlogn folgt fiir o > 1

A
0 < g <—n)(3+4cos(tlogn) + cos(2tlogn))
nU
n=1

(9.1)

= Re (—3%(0) - 4%(0 +it) — %/(a + 22'15)) :
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cos(tlogn).

= A(n it log n = A(n
= YA g e -3 )

Wir setzen nun voraus, dafl 1 < Re s < 2 und I'm s > 1. Dann liefert Satz 7.1

) == 3 o+ Ollog )

< pPEN
[Im(s—p)|<1

Wegen Re s > 1 ist Re(s — p) > 0, also auch Re(s — p)~' > 0. Durch Weglassen

negativer Summanden gilt demnach fiir jedes p; € N mit [Im(s — p1)| < 1 und

¢ B 1
Re <—<(s)> < —Re (8—p1) + clog |s|.

Ist ¢ hinreichend grof§ gewihlt, so gilt fiir 1 < o < 2 wegen des einfachen Pols von

geeignetes ¢ > 0

% bei s = 1 mit Residuum 1

¢
¢

Sei nun p € N beliebig. Wir setzen I'm p =t = I'm s und nehmen wegen der Sym-

(0) < +c.

oc—1

metrie der Nullstellen p € N 0.B.d.A. t > 0 an.

1.Fall: ¢t > 1.

Wegen o > 1 ergeben die obigen Uberlegungen fiir ein geeignetes C' > 0

= 5

0< 31—4-Re< )+Clog(t+2),

s—p
wobei Im(s — p) = 0. Fiir ein z € C mit Re z > 0 gilt

1 z 1
Re—:Rei:Rezz R
2 212 [=? (Imz)
Re z + ——
Rez
Wegen I'm(s — p) = 0 folgt mit z =s—p
4 3
< + C'log(t + 2).

oc—Rep~ o—-1
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Mit der Wahl 0 =1 + m, 0 > 0, kommt

J

_ > 4.
o Rep 2 e ot 1 2)

also

Rep<1+ i - 10
P log(t+2)  (3+0C)log(t+2)

Setzen wir noch ¢ := 1/3C, so haben wir

1

1 =
Re p <1 = s etoat + 2)

womit das Lemma in diesem Fall bewiesen ist.

2.Fall: 0<t<1.
Tatséchlich tritt dieser Fall gar nicht auf, was sich auch aus fritheren Ergebnissen,
namlich der Kenntnis von B in §7 herleiten liee. Wir gehen anders vor. Wir zeigen

zunéchst,daf
C(1+1dt) #0

fir alle 0 < t < 1. Angenommen ¢, € (0, 1] sei maximal mit ((1 + ity) = 0. Dann
ist (1 + 2itg) # 0, denn 2t5 > 1 (da sonst ¢y nicht minimal wére), aber dort hat ¢

keine Nullstelle nach dem 1.Fall. Wir haben also fiir 0 — 17

!/

Reg(a + itg) ~

¢ o—1
hingegen fiir o — 17
!
Aus dem 1.Fall wissen wir aulerdem
¢’ 1
C(0) <——7 7 C.
Damit liefert (9.1)
! ! !
¢ ¢ ¢
3 4
< — 1) = — 1
- o-—1 0—1+O() 0—1+O()’
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d.h. einen Widerspruch fiir o — 1. Also gilt ((1+it) # 0 fur alle ¢ € (0,1]. Da ((s)
in 0 < Res<1 0<Ims <1nurendlich viele Nullstellen p haben kann, gibt
es somit ein ¢ > 0 derart, dal Re p < 1 — ¢. Damit ist das Lemma auch im 2.Fall

gezeigt.

Wir sind nun in der Lage, eine erste Version des Primzahlsatzes zu beweisen.

Satz 9.1
Es gibt eine Konstante ¢ > 0 mit

Y(z)=2+0 <x~e’cm> :

Beweis:
Aus Lemma 7.3(i) erhalten wir

[T]+1 [T]+1

> ﬁ < Y Y i<<2%(N(t)—N(t—1))

t=1 t—1<Im p<t o]

AR logt
— log T)2.
< Z ; < (logT')

t=1

Mit Lemma 9.1 folgt

p Re p
> ols X
[Im p|<T P [Im p|<T ’p’
< glTwer Z i<<901_&(10gT)2.
[Im p|<T |p|

Wir setzen dies in die approximative explizite Formel (Satz 8.1) ein und erhalten

fir x € N wegen (x) > 1 und ¢y(z) = ¢¥(z) + O(log z)

Y(z) =240 <1 + ol 4 %(longf) :
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Balancieren der beiden letzten Summanden legt die Wahl log x = (log T')? nahe, also

setzen wir T' = eV'°8% woraus die Behauptung folgt.

In der klassischen Form lautet die Aussage von Satz 9.1:

Satz 9.2 (Primzahlsatz)

Es gibt eine Konstante ¢ > 0 mit

/— +O —CV@> .
logt

Beweis:

Wir haben einerseits

ZA(H) _ logp Z 1
logn log p* k

pk<z pk<z

SieY Y

<z log =
p= pgﬁ kS@

= 7w(x)+ 0O Z log x

p<\x
— 7(2) +Oflog - 7(v/z)

= m(z) +O(Vx)

IN

nach dem Satz von Tschebyscheff. Andererseits kommt mit partieller Summation

und Satz 9.1
1 IV
St - (540) [ (540) ()
b) [ o)
logx!ﬁ(logt)2

T

x
t dt
= T + / + O (xe_c\/@—l— /e_c‘/@dt\

2/ - . 1\

1 - .
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Partielle Integration liefert

xT

/ tdt (1
t(logt)?2 logt
2

x dt
= — —+0(1
log x logt +0()
2
Fiir das Integral im Restterm gilt
x 1’1/4 x
/e_c*/@dt = / e—evViostgy 4 / ecviogt gy
2 2 z1/4

< gt 4 eiVier g

< gx-e 3Viesz

Zusammen erhalten wir

"@) = Yo+ 0Wa)
n<x
[dt .
— il —5Vlogz
/ log i +0 (xe )

Bemerkung:
Die scharfste Form des Restgliedes beim Primzahlsatz ist vom Typ
0, (et

mit beliebigem ¢ > 0. Dies geht zuriick auf das ,,grofite” nullstellenfreie Gebiet, das

bislang bekannt ist: Fiir die p € N gilt bei hinreichend grofiem I'm p

fiir beliebiges ¢ > 2/3 (Korobov und Vinogradov unabhéngig voneinander, 1958).
Den engen Zusammenhang zwischen nullstellenfreiem Gebiet der Zetafunktion im

kritischen Streifen und Restglied beim Primzahlsatz zeigt
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Satz 9.3

Sei 0 < ¢ < 1.
(i) Re p <4 fiir alle p € N = ¢(z) =z + O(2?(log z)?) ;
(ii) ¥(x) =2+ O(z”) = Re p < 0 fiir alle p € N
Beweis:

(i) Re p <49 impliziert |2°| < 2¥. Wie im Beweis zu Satz 9.1 erhalten wir daraus

mit der expliziten Formel
U(z) — 2 < 2¥(log T)* + %(log eT)? +1.

Mit T = z'~? folgt die Behauptung.
(i) Wir schreiben A(n) = 1(n) —1(n — 1) und erhalten mit partieller Summation

! = A(n = (n . (n—1
RIS LR SETCE g

Mit dem Ansatz ¢(x) = x + R(x) kommt

o0

—g(s) = s- d—x+8-/R(m)dx

xs xs—&—l
1 1

+s-/R<x>d:r
1

$s+1

331_5

'1—3

= S

1
o)

s R(x)

1

fiir Re s > 1. Wegen R(x) < ¥ nach Voraussetzung konvergiert das Integral so-

gar fiir Re s > o und stellt dort eine holomorphe Funktion dar. Damit hat ('/¢
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in Re s > 9 nur bei s = 1 eine Singularitdt und ist sonst holomorph. Also muf

Re p < 9 fiir alle p € N gelten.

Wir wissen, dafl |NV| = oo ist. Wegen der Funktionalgleichung fiir ¢ ist mit p € N
auch 1 —p € N. Also gibt es unendlich viele p € N mit Re p > 1/2. Aus Satz 9.3(ii)
folgt, daf

$(@) =2+ 0(")

nur fiir J > 1/2 moglich ist, d.h. da der Fehler \/z im Primzahlsatz nicht wesentlich
unterschritten werden kann. Die Riemannsche Vermutung ist nun dquivalent dazu,

dafl die Primzahlen so gleichméfiig wie moglich verteilt sind. Es gilt ndmlich

Korollar 9.1

Die Riemannsche Vermutung Re p = 1/2 fiir alle p € N ist genau dann richtig,

wenn fir alle e > 0

Y(x)=z+0 (:E%J“E) :

Beweis:

3 14
2

Rep<s = (@) =x2+0 (at(loga)?) =+ 0 (23")

N | —

fiir jedes € > 0 nach Satz 9.3(i).
Y(x) = x+ 0 (:U%JFE) fiir jedes € > 0 impliziert Re p < 1/2 + ¢ fiir alle ¢, also
Re p <1/2,d.h. Re p=1/2 nach Satz 9.3(ii) und Vorbemerkung.
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10 Die vertikale Verteilung der Nullstellen von (

In den vorangegangenen Paragraphen haben wir gesehen, dafi die horizontale Ver-
teilung der Nullstellen der Zetafunktion (im kritischen Streifen) die Regularitét
der Primzahlverteilung bestimmt (und umgekehrt). Fiir die vertikale Verteilung der

p € N geniigte uns die Abschitzung
N({T+1)+ N(T) < logT
aus Lemma 7.3, woraus sich sofort
N(T) < TlogT

ergab. Totzdem ist eine mdoglichst genaue Kenntnis der vertikalen Verteilung der

p € N auch fiir deren horizontale Verteilung niitzlich.

Satz 10.1
Fir T & {Imp: pe N} gilt

N(T):Zlogz_z‘i‘z_’_S(T)‘i‘O(l) :

27 2r 27 8 T
wobei
1 ¢ . . )
S(T) :=— Imz(s)ds, L:=102,2+iT|U[24T,1/2+4T] .
T
L
Beweis:

Die &-Funktion ist ganz mit genau den Nullstellen p € N. Ist etwa

also
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so folgt

£ v
E(s)_s_p_i_ ,

d.h. Resp%(s) ist die Vielfachheit der Nullstelle p. Somit hat £’ /¢ genau die einfachen

Pole p € N, wobei das Residuum jeweils die zugehorige Vielfachheit angibt. Ist nun
T & {Imp: pe N} und bezeichnet R den Rand des Rechtecks mit den Ecken
—1, 2, 2+4T, —1 44T (positiv orientiert), so folgt nach dem Residuensatz

N@%:%a/%@M&

(Dieses Integral liefert bekanntlich im Allgemeinen die Nullstellenanzahl vermindert

um die Polstellenanzahl innerhalb R, mit Vielfachheiten.)

—1++iT 2+4+4T

Da N(T) reell ist, muf} gelten

Nm:iML/%MS:i/MQM&

27
R

Es ist £(s) € R fiir s € R, also gilt dies auch fiir £'/£. Daher ist

2

/}m%@ms:o.

21
Wegen der Funktionalgleichung £(s) = £(1 — s) haben wir £'(s) = —&'(1 — s), also

)= —$(1-9)
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Damit bekommen wir nach Substitution s — 1 — s

1+/:“ %(S)ds = 2+Z/2T %(s) (—=ds) = — Z/T%'(S)ds

2+iT€/
= = [ S,

also

und analog

—1+4iT %—HT
¢ ¢
Im —(s)ds) =1Im > (s)ds

Zusammen haben wir

Nach Definition von ¢ und wegen I" (% + 1) =3I (%) gilt
&) = s(s =D (5) )
— 2(s— 1) 30 <§ + 1) ¢(s)
Einsetzen gibt
N(T) = %/Im ((log(s - 1)+ (logw_%)/ + <10gF (g + 1>>/ + (logC(s))’) ds
L

Wir werten die vier entstehenden Integrale getrennt aus. Fiir ein z € C gilt einerseits

5 = |Z’ X eiargz

und andererseits

» = elogz — 6Relogz—&-zlmlogz — eRelogz X ezlmlogz

Y

also

Imlogz = argz , Relogz=log|z| .
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(Es sei angemerkt, daf§ arg z nur bis auf Vielfache von 27 festliegt, d.h. vom Zweig

des Logarithmus abhéngt.) Damit ergibt sich

1, .
2 +ZT

/Im(log(s —1))ds = Imlog(s — 1)

2

T 1 ™ 1
— i)l =240(=
, —u(prr)=3+o(z)

1, -
5+

=arg(s —1)

und
s 1
/Im (logwfﬁ)/ds:fm (—glogﬂ) :—§T10g7r :

L

2

Fiir die Gammafunktion verwenden wir die Stirling-Formel und erhalten

/Im(logF(g—i—l)),ds = 1 (logT (2 +1))

L

1, .
3 +ZT

2

5 1
= Imlogl' | — + =T
m log (4+22>

3 1. 5 1. 1 1

Wir haben
3 1. 5 1
Im<(1+§zT>log(Z+§zT))
3 5 1 1 5
=—-Iml -+ —iT =T - Rel -+ =T
1 mog(4+22)+2 Reog<4+2z>
Es ist
1 5 1
Imlog (——I—EzT) = arg <Z+§ZT) = g +0 (T)
und
5 1 5 25 17
1 -+ =T | = log|-+ =iT| =1 — + —
Reog(4—|—2z) og4+22‘ og 16+4
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Damit kommt

S ! 3 1 T 1 1
/Im(logF<§+1>> ds—§7r+§Tlog§+O(T> —§T_
L

Einsetzen dieser Gleichung gibt unter Beriicksichtigung der Definition von S(T") die

Behauptung.

Satz 10.2

Es gilt
S(T)=0(logT) .

Beweis:

Fir t € R gilt

] > 1 s
IC(2+it)— 1| = ;n%it S;EZE—l <1.
Also ist Re(¢(2+it)) > 0, woraus folgt

2T 24T

/ Im%(s)ds = / Im(log((s))'ds

2 2
24T 24T

= [Imlog((s) = |arg ((s)

2 2

= Jarg((2+:T)| <

A

Auf dem anderen Teil des Integrationsweges L haben wir nach Satz 7.1

$HiT LT
!
d
/ Img(s)ds = Z Im L O(logT) .
. C EN . s—P
2+1T |I7n p7T|<1 2+’LT
Es gilt

Ly

2T ds iyir iyir

Im / = |Imlog(s — p) = |arg(s — p) <.
S—=p 2+iT 2+iT
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Also erhalten wir mit Lemma 7.3(3i)

A
/
/ Img(s)ds < 7 Z 14+ O(logT)
o i C pEN
+iT [Im p—T|<1
< logT .

Insgesamt folgt die Behauptung.

Korollar 10.1 (Riemann - von Mangoldt)

Es gilt

T T T
N(T)=—log —— — logT') .
(T) 2m Og27r 27T—|—O(og )

Bemerkung

Die Ergebnisse dieses Paragraphen lassen sich zusammen mit fritheren Resultaten
verwenden, um die Riemannsche Vermutung rechnerisch zu testen. Nach Lemma 5.2
ist

r .
13 §+Zt eR fir teR.

Mit Hilfe des Zwischenwertsatzes lassen sich demnach die Nullstellen von & (% + it),
d.h. die Nullstellen von ¢ auf der kritischen Geraden, durch Untersuchung von Vor-

zeichenwechseln finden. Dabei werden fiir ¢ asymptotische Entwicklungen, z.B. In-

tegraldarstellungen wie wir sie schon friither hatten, benutzt.

Auf der anderen Seite berechnen wir N(7') gemaf Satz 10.1. Lafit sich S(7T'), etwa
durch numerische Integration, mit einer Genauigkeit < 3 bestimmen, so ist N (T

exakt bekannt, da N(T') € Z.

Haben wir nun in 0 < I'm p < T genau N(T') Nullstellen gefunden mit Re p = %,
so ist die Richtigkeit der Riemannschen Vermutung in diesem Bereich bzw. fiir die

ersten N(7') Nullstellen von ¢ nachgewiesen.
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Bereits Riemann selbst berechnete auf diese Weise die ersten drei Nullstellen von (

im kritischen Streifen:

o o~ 14,13
py A~ 21,02,
p3 ~ 2501.

Unter starkem Einsatz von Computern konnten te Riele, van de Lune und Winter vor
einigen Jahren zeigen, dass die ersten 1.500.000.001 Nullstellen von ¢ im kritischen

Streifen auf der kritischen Geraden liegen und alle einfach sind.

Satz 10.3 (Littlewood)
Es gilt

S\(T) = / S(t)dt = O(log T) .

Beweis:
Sei K der in der Skizze beschriebene Weg, wobei der Pol von ( bei s > 1 sowie die
Nullstellen von ¢ sdmtlich vermieden werden. Damit ist log ((s) auf K holomorph

und in Innern von K meromorph.
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Nach dem Residuensatz gilt also

2L7rz' log((s) ds = ZRes(log ¢(s)) -

Insbesondere haben wir

Re log((s)ds | =0.
/

Betrachten wir nun etwa 5

[ toscts) ds.

1/2

wobei der Strich die Umgebung des Poles bei s = 1 andeutet. Es ist

B B

/1og§(s) ds = /log 11 ds + O(1)
S_

+e

1 1+4¢

B-1
= — / logv dv + O(1) = —(vlogv — )|~ + O(1)

)

= eloge+0O(1),

also existiert 5
/ log ((s) ds .
1

1
Das gleiche gilt fiir / log ((s) ds sowie die Integrale

1/2

1/2+iy

/ log ((s) ds

fiir die Nullstellen p € NV.
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Also konnen wir die Kurve K gliatten und erhalten

BT 1/2+iT 1/2

o n((J T T T e

1/2 B+iT  1/2+4iT
g T
= Re /logé(o) d0+i/
1/2 0
T
0/

log (B +iT) dt +

B
— /10g§(0+iT) do —i [ log((1/2 4+ it) dt).
/2

1

Wegen

iarg z log =z 6Re log z+iIm log z

|z| - e =z=ce

ist Re logz = log |z| und I'm log z = arg z, also Re (ilog z) = — arg z. Daher kommt

1

5 T
0= /élog]((o)\ do—o/argg“(ﬁ—i-it) dt

B T
—/log\g“(a—i—iT)] da—i—/arg((l/Z—i—it) dt .
1/2 0

Fir o > 1 ist

. 1 1
llog ((o +it)| = |log (1—1— St —i—)‘ <5

Die obigen Uberlegungen ergaben

2

B B8
Jregic@l o = [rogic(o) do+ [ 10g(¢(o)] do
/2 2

1 1/2

B
< 1+2_B<<1'

AuBlerdem folgt

T

T
/argg(ﬁv%t) dt| = Im/logg(ﬁv%t) dt <<2£B'
0

0
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SchlieBllich ist auch 5

B
: do
/log|a—|—zT)| d0<</2—0 < 1.
2 2
Mit B — oo erhalten wir damit insgesamt

T 2
/argC(l/Q—i—it) dt = /10g|§(0—|—iT)| do+0(1) .
0 1/2

Nach Definition war

S@) = % / Im%(s) ds:% / (log C(s)) ds
L

1/2-+4it J2+it

= Cmload(s)], = Samed(s)]

= %arg((1/2+it) :

Also ergibt sich

2

T
S,(T) = %/arg((l/Q—l—z‘t) it = %/log|§(a+iT)| ds+0(1) .
0

1/2

Seis=c+itmit —1 <o <2undt ¢ {Imp: pe N} Nach Satz 7.1 gilt

| [ ¢
log ((s) —logC(2+it) = >(2) dz
1

S

= / > L+0(1ogt) dz

Z —
2+t ump,ij\t/|<1 P
= Z (log(s — p) —log(2 + it — p)) + O(logt) .
|1 p€N| 1
mp—t|<

Da log ¢(2 + it) und log(2 + it — p) beschrankt sind in ¢, folgt mit Lemma 7.3(i)

log((s) = Z log(s —p) + O Z 1|+ O(logt)

pEN pEN

[Im p—t|<1 [Im p—t|<1
= Z log(s — p) + O(logt) ,
N

P
[Im p—t|<1
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zunéichst allerdings nur fiir t € {Imp : p € N}. Durch Stetigkeitsiiberlegungen
folgt dies dann fiir alle ¢. Daraus ergibt sich

log [((s)] = Re (log((s)) = 3 logls — p| + Oflog?) .

pEN
[Im p—t|<1

Unsere Formel fiir S (7") liefert damit

1
Si(T) = - E log o + T — p| do + O(logT) .
PEN
[Im p—t|<1

Nun ist
log |0 + 4T — p| = log((c — Re p)* + (T — Im p)?) < log(2* + 1) = log5 .
Nach unten haben wir die Abschéitzung

log |0 + 4T — p| > log(c — Rep)* =2 -log|o — Rep| .

Also gilt
2 2
3/2logh > /log|a+iT—p| d022/10g|a—Re,0| do |
1/2 1/2

und wie weiter oben gezeigt ist auch das letzte Integral beschrankt. Also gibt die

erneute Verwendung von Lemma 7.3(i)

Si(T) < logT .

Bemerkung:

Wiirde S(7') nicht oszillieren, so erwarteten wir nach Satz 10.2 nur die Abschétzung
T
S1(T) < /logt dt < TlogT .
0

Numerische Berechnungen zeigen, dass fir 7 < 500.000.000 stets |S(T")| < 2,32. An

einer Nullstelle p € N springt S(T') um die Vielfachheit von p, d.h. jeweils um 1,
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da im angegebenen Bereich bekanntlich alle Nullstellen einfach sind. Das bedeutet,
dass S(T') nicht genauer als bis auf einen Fehler 1 abgeschétzt werden kann.
Davenport bemerkte einmal, dass S(7') < logT in etwa die einzige mathematische

Abschétzung sein diirfte, die in diesem Jahrhundert nicht verbessert wurde.

Korollar 10.2
S(T') wechselt unendlich oft das Vorzeichen.

Beweis:
Wir betrachten das Intervall [, ¥,41) mit v, := Im p, und p, # p,+1 aufeinander
folgende p € N, d.h. fiir t € [yn,Ynt1) ist N(¢) = n. Wir definieren die lineare
Funktion L(t) auf [y, Ynt1] durch die beiden Werte
L(’Yn) = S(’Yn) und L(7n+1) = hI{l S(t) :
= Ynt1

(lim existiert, da S(t) stetig aufler bei t = I'm p nach Satz 10.1).

Tn t Tn+1

Also haben wir fiir v, <t < Yp11

(t - ’Yn)

Tn+1 — Vn
= S(3)+ ( lim S(t) — S()) - ——"— .
=Y 41 Tn+1 — Tn

Da N(t) = n auf (7, Yn+1), kommt dort mit Satz 10.1 und der Abkiirzung

tl t t+7
O —
27 or 2w 8
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also S(t) = N(t) — H(t) + O(1/t) =n — H(t) + O(1/t),
_ B B B t = 1
L0 = S(0) = H()~ Hu) = (Howw) = Hou) 22 +0 (7)

= H'(m)(t =) — H'(m)(t = ) + O <%>
1

= H'"(n3)(m —m)(t =)+ O (7) .
Dabei wurde der Mittelwertsatz fiir v, < n1 < t, v, < 12 < Ypo1 und 13 zwischen 7,

und 7, verwendet.

Wir haben

1 t t 2r 1 1\’
T T

Setzen wir fiir den Augenblick I' := (v,41)/(27) , v = (7.)/(27), so gilt nach
Korollar 10.1 fiir v,41 > v,

1 = N(yat1) = N(yw) =TlogI' = T' = (ylogy — 7) + O(logT')

I'—~v)logl'+~y(ogl' —logy) — (I' =) = C - logT’

Y

(
(I'=7)(logI’ = 1) = C'log T’
(Fj — C> logI"

v

v

2

1
= -7+ —=,
logI"

also Y41 — v = O(1).
Wir erhalten also fiir ¢ € (7V,,, Vni1)

1
L(t) - S(t) <« o
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Damit folgt
Int1 Tn+1
/ S(t) dt = / L(t) dt + O (W)
Tn Yn n
1 1 TYn+1
= L3t — Int1 — Tn
;L5 0 < -
’Yn
— 9 H‘ —L(Yn+41) — L('YN)(Lz(’}/n_H) — LQ(%)) +0 (%
1 ' L=
= 50 = )( lim S(t) +5(y)) + O <M)
t—>'yn+1 Y

Wir nehmen nun an S(t) > 0 fiir alle ¢ > ¢,.

Wegen N(v,) > lim N(t) + 1 ist also fiir v, > to

t—Yn
S(yn) > lim S(t)+1>1.
t—vn
Es ergibt sich
Yn+1 1
S(t) dt Zé@mrﬂw+0<h%_ﬁ)

1
> = _
= 4 (7n+1 ’Yn)

fiir hinreichend grofles n > ng. Das liefert fiir alle N > ng

TN

/S(t) dt >

Tno

(’YN - Vno) )

o |

also fiir hinreichend grofies T

‘Mﬂ:/ﬂﬂﬁ<T

im Widerspruch zu Satz 10.3. Also muf} S(¢) < 0 fiir beliebig grofe t gezeigt ist. Das

beweist das Korollar.

)



