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Analytische Zahlentheorie
1. Ubungsblatt

Abgabe: vor der niichsten Ubungsstunde

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Sei k € N. Beweisen Sie, dass f : N — C mit f(n) := n* streng multiplikativ ist. Sei
7 die Funktion, die der natiirlichen Zahl n die Anzahl der Teiler von n zuordnet und
o mit o(n) ==Y djn @ die Teilersummenfunktion. Zeigen Sie, dass 7 und ¢ nicht streng
multiplikativ sind.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Beweisen Sie: Zwei streng multiplikative Funktionen f, g : N — C mit f(1) = g(1) =1
sind genau dann gleich, wenn fiir alle Primzahlen p gilt f(p) = g(p).

Aufgabe 3 (6 Punkte)

Schliefen Sie aus Aufgabe 4 der Stundeniibung, dass die summatorische Funktion ., f(d)
einer multiplikativen Funktion f multiplikativ ist. Beweisen Sie damit, dass 7 und fiir
beliebiges k € N o mit oy(n) :=>_,, d* multiplikativ sind.

Aufgabe 4 (8 Punkte)

Berechnen Sie explizit fiir n < 10 die Funktionswerte von (u * 7)(n), ((1* 7) * 0)(n),
(T*0)(n) und (pu* (7 *x0))(n).

Aufgabe 5 (8 Punkte)

Geben Sie fiir n < 10 explizit 77!(n) an und kontrollieren Sie das Resultat durch Be-
rechnung von (77!)~!(n). Berechnen Sie ferner ¢~'(17 - 31) und id (11 - 17 - 29).
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Abgabe: vor der niichsten Ubungsstunde

Aufgabe 6 (8 Punkte)

Sei n € N, dann heifsen die z € C mit 2" = 1 die n-ten Einheitswurzeln. Es gibt n
n-te Einheitswurzeln, diese haben die Darstellung zj, = e*™*/" = cos(2Z%) + sin(2ZE),
k=0,1,2,...,n — 1. Beweisen Sie:

(i) Fiir n > 1 ist die Summe der n — 1 von 1 verschiedenen Einheitswurzeln —1.

Das Produkt zweier n-ter Einheitswurzeln ist eine n-te Einheitswurzel.

)
(ii) Ist z eine n-te Einheitswurzel, so ist auch 1 eine n-te Einheitswurzel.
(iii)

)

(iv) Ist n = a - b mit ggT(a,b) = 1, so ldsst sich jede n-te Einheitswurzel als Produkt
einer a-ten Einheitswurzel darstellen.

Aufgabe 7 (8 Punkte)
Fiir ¢, h € N gilt

)=y exp(?m’%)z 3 M(%)d.

1<a<q, d| ggT(q,h)
ggT(a,q)=1

Aufgabe 8 (8 Punkte)

Sei k € Nund I, : N — C mit Iz(n) = n*. Beweisen Sie mit der Definition der Faltung,
dass 7 = e * € und o0}, = I} * €. Verwenden Sie e~! = y zum Beweis von ¢ = pu * id.

Aufgabe 9 (6 Punkte)

Sei D = C. Untersuchen Sie, welche der folgenden Funktionen f,g: D — C holomorph
sind. f(z) := Re(z) —iIm(z2), g(2) := (Re(2))? — (Im(2))* + 2i Re(2) Im(2), 2 € D.
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Aufgabe 10 (6 Punkte)

Schreiben Sie f(z) := sin(z) in der Gestalt f(z + iy) = u(z,y) + w(z,y), z,y € R
und zeigen Sie, dass v und v fiir alle z = z + iy € C die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen erfiillen. Geben Sie die Potenzreihenentwicklung von f und

f'an.

Aufgabe 11 (8 Punkte)
Entwickeln Sie
1 1 1 1 1 1 1 1 1

/()= (22+4)(22+49) %.Z—|—2l_2_0'2—22_%.?&%—32’—’_%.2—32'

an der Stelle 1 in eine Potenzreihe und geben Sie den zugehorigen Konvergenzradius an.

Aufgabe 12 (10 Punkte)

Sei G C C ein Gebiet und W ein einfach geschlossener Integrationsweg, der mit samt
seinem Innengebiet [W in G liegt, und der IW positiv (entgegen dem Urzeigersinn)
umléauft. Die Funktion f sei holomorph in G bis auf isolierte Singularitéten, die nicht auf
W liegen, dann gilt [, f(z)dz = 2wiy_,_;y ves(f, z), wobei res(f, z) = 0, wenn z kein
Pol und keine wesentliche Singularitédt von f ist. Berechnen Sie mit dem Residuensatz
fwmds fiir W(t) := 5i + r(cost + isint) mit ¢ € [0,27] und r € {1,4,42,10}.

Berechnen Sie mit dem Residuensatz das reelle Integral ffoo WM dx.

) 9

Aufgabe 13 (6 Punkte)

Beweisen Sie, dass die Dirichletreihe >~ o))
fir Re(s) > 1 absolut konvergiert.

(s) > 0 konvergiert und genau
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Abgabe: vor der niichsten Ubungsstunde

Aufgabe 14 (4 Punkte)

Beweisen Sie, dass fiir alle z € C, die keine Nullstellen von cos(7z) sind, gilt

()l

Aufgabe 15 (4 Punkte)

Zeigen Sie fiir alle y € R\{0} gilt |T'(iy)|* = m

Aufgabe 16 (6 Punkte)
Beweisen Sie, dass fiir alle z > 0 gilt ffﬂ log(I'(t)) dt = xlog(z) — = + log(v/27).

Aufgabe 17 (8 Punkte)

Zur Funktion f : R — C existiere die Fouriertransformierte f(z) := [ f(t)e 2t dt.
Sei a € R\{0},b € R. Zeigen Sie, dass die Funktion z — f(ax + b) die Fouriertrans-
formierte z +— ﬁezm%f (%) hat. Fiir ¢ : R — R mit g(z) := el gilt g(z) =

-~

Geben Sie f : R — C an mit f(1) = "

241"

2
1+4x272 "

Aufgabe 18 (8 Punkte)

Wenden Sie die Rechenregeln fiir die Fouriertransformation an, um die Fouriertransfor-

. . _ 2 A2
mierten der Funktionen f(x) := m}g—ggw und fo(x) := re~**" zu berechnen.
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Aufgabe 19 (8 Punkte)

—t|m|

Sei t > 0. Beweisen Sie mit Hilfe der Poissonschen Summenformel Ze
meZ

12 4+ Ax2k2 1—et t Am2k2’

2t 2 2 - 1
Z ——— und zeigen Sie, dass —1=-+ 4tz PRy
kEZ k=1

Aufgabe 20 (6 Punkte)

Seien x,y € R und z = x + iy. Beweisen Sie mit der Eulerschen Formel, dass 1 —

e™* = 0 genau dann, wenn z = 2kmi mit k € Z. Zeigen Sie, dass die in dem Kreis-

2
ring {Z eC ‘ 0<z] < 27T} konvergente Laurentreihe von 1 die Gestalt 1 + 2 +

— e*z
o0

Bay, 2k—1
2 — hat.
; (2k)1” &

Aufgabe 21 (8 Punkte)
(_1)kz+1(2ﬂ_)2k

Beweisen Sie, dass fiir alle £ € N gilt ((2k) = 2(2k)!

Bsi. Geben Sie fiir j €

— 1
{2,4,6,8,10} die Summen E — exakt und ndherungsweise (Taschenrechner) an.
n
n=1

Aufgabe 22 (8 Punkte)

Beweisen Sie mit Hilfe der Funktionalgleichung
_s S _ . —la-s 1
. 2F(§>C(s)—7r I (S -s) ) C1-9)

Ban
der Riemannschen Zetafunktion, dass fiir alle n € N gilt ((1 — 2n) = —2—2. Geben Sie
n

¢(—=1),¢(—=3),¢(—=5),((—=T7) explizit an.
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Abgabe: vor der niichsten Ubungsstunde

Aufgabe 23 (8 Punkte)
Zeigen Sie, dass fiir alle k,n € Ny gilt

w, fir k=n,

2m 27
/ cos(kz) sin(nz) de = 0 und / cos(kz) cos(nz) de = {
0 0

0, sonst.

Aufgabe 24 (6 Punkte)

Die Bernoullischen Polynome B, (z) sind definiert durch

t-ert :iBn(I)ﬁ

Beweisen Sie, dass By(z) = 1 und fiir alle n € N gilt B,(z) = >_;_, (}) Bxz"*. Bestim-
men Sie mit dieser Formel Bg(x).

Aufgabe 25 (8 Punkte)

B fir0<z<1
Sei f(z) = (), ir 0 <z <1,
Bg(z — [z]), sonst.
Skizzieren Sie {(z, f(z)) | —2 < x < 3}. Lesen Sie aus der Fourierdarstellung von f(z)

den Wert ((6) ab.

Aufgabe 26 (8 Punkte)

x d x d
T ri(z) = x - prel (g und 7,(z) = = - %(Tn—l(éﬂ)), n € N.

Berechnen Sie explizit 73(x) und r4(z) und damit die Zahlen ¢(—3), {(—4).

Es sei ro(z) =
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Aufgabe 27 (8 Punkte)

Beweisen Sie fiir j € N, Res > 1

J

1 1 & By [
C(S):s—1+§+;(2k)!(H(S+m))

— ﬁ (H (s + m)) /100 Byjir(z — [z])2~ "%  da.

Diese Darstellung setzt ((s) analytisch fort auf die Halbebene o := Re s > —2j. Berech-
nen Sie fiir j = 2 mit der angegebenen Formel ((—2) und ¢(—3).

Aufgabe 28 (6 Punkte)
Sei n € N. Berechnen Sie ord(z"), ord(cos z), ord(exp(z")).

Aufgabe 29 (8 Punkte)

Berechnen Sie mit der Jensenschen Formel
2
/ log(|625e™ + 125" — 125" + 5e' — 6]) dt
0
Hinweis: t* + > — 562 + ¢ — 6 = ({* + 1)(t* + ¢t — 6).

Aufgabe 30 (8 Punkte)

Berechnen Sie mit der Jensenschen Formel

2
/ log(5 + 4 cost) dt.
0

Hinweis: Berechnen Sie |(3e™ + 2)?|.
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Aufgabe 31 (8 Punkte)

Beweisen Sie mit dem Maximumprinzip das Minimumprinzip: Es sei G C C ein Gebiet
und f : G — C holomorph. Ist f in G nicht konstant und gibt es ein a € G mit
|f(a)] < |f(2)] fir alle z € G, so ist f(a) =0.

Verwenden Sie das Minimumprinzip zum Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra:
Jedes Polynom tiber C vom Grad > 1 hat (mindestens) eine Nullstelle in C.

Aufgabe 32 (8 Punkte)
Berechnen Sie fiir f(z2) := 2% + 32+ 3

maxx | £(2)], min |£()| und min |f(2)].

|2[<3 |2[<3 |z]<1

Aufgabe 33 (6 Punkte)

Es sei W der geschlossene Weg, der zusammengesetzt ist aus dem geraden Weg von
—3 — 2¢ nach 3 — 2¢, dem geraden Weg von 3 — 2¢ nach 3 + 2¢, dem geraden Weg von
3 + 2i nach —3 + 2i, dem geraden Weg von —3 + 2i nach —3 — 2i. Berechnen Sie fiir
f(2) :=exp(2z — 1) (22 +1)71(2% + 9)7! das Integral

J,

f'(2)
e dz.

Aufgabe 34 (8 Punkte)

Zeigen Sie, dass fiir eine Nullstelle des Polynoms p(z) = z* + 6z + 3 gilt |z| < 1 und fiir
die anderen Nullstellen gilt 1 < |z| < 2.

Hinweis: Wenden Sie den Satz von Rouché zunéchst an mit f(2) := 2%, g(z2) := 62 + 3,
W(t) := 2exp(it), t € [0,27] und dann mit f(z) := 6z, g(z) := z* + 3, W(t) := exp(it),
t €10, 27|



INSTITUT FUR MATHEMATIK
UNIVERSITAT HANNOVER
Prof.Dr. Sander 21. Juni 2005
Dr. Viergutz

Analytische Zahlentheorie
9. Ubungsblatt

Abgabe: vor der niichsten Ubungsstunde

Aufgabe 35 (8 Punkte)

Begriinden Sie, warum aus

! : 15 (1
/C(x—i_Z)dx:O.96...+i-0.55..., iSO b 4s . ii1sd...
o Clz+1i) 1 (1+Z)
¢(z +156) , ¢'(it) ,
dr = 043... -1.07... dt = —091... -2.81...
/ m+15z) r=043...4¢-1.07..., 1 . ) 0.9 +1i-2.8

folgt, dass ((s) im Bereich {5 eC ‘ 0<Res<lund1<Ims< 15} genau eine Null-
stelle o hat und dass Re o = % und 14 < Im p < 15 gilt.

Aufgabe 36 (8 Punkte)

Es sei n € N und 7(n) die Anzahl der Primzahlen < n. Zeigen Sie, dass fiir alle k €
NU {0} gilt w(2~1) < 2F.

Hinweis: Uberpriifen Sie die Ungleichung fiir 0 < k < 3 direkt und beweisen Sie fiir
k > 3 die Ungleichung mit vollstandiger Induktion.

Aufgabe 37 (6 Punkte)

Beweisen Sie, dass fiir alle n € N | | p ein Teiler von (2") ist.
n
peEP,n<p<2n

Aufgabe 38 (8 Punkte)

Es sei

0, sonst,

A(n) = {logp, falls n = p* (p € P,k > 0),

x>2T>1, xl—mln{pk‘pEPkENp >x} c=1+ Zeigen Sie mit den in

dem Beweis von Satz 8.1 angegebenen Methoden, dass

Z A(n) - (%)c - min {1, m} < %(logw)?

r1<n<2z

log z’



