Ubungen zur Vorlesung »Lineare Algebra B« (SS 2002)

1. Hausiibung (8.4.2002)

Aufgabe 1

Es seien o = (3,6,5,2,4,8,1,7) und 7 = (3,1,2,4,6,5,8,7).
Berechnen Sie 0 o7, 7o, 01, 71, die Anzahl der Inversionen von ¢ und 7 sowie sign o und sign 7.

cor = (5,3,6,2,8,4,7,1)
Too = (2,5,6,1,4,7,3,8)
o' = (7,4,1,5,3,2,8,6)
1 = (2,3,1,4,6,5,8,7)

Es sei m(p) die Anzahl der Inversionen der Permutation p.

m(o) = 24+4+3+1+14+2+0
= 13
m(t) = 24+0+04+0+14+0+1
4
signe = (=1)"3
-1
signt = (=1)*
1
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Aufgabe 2
Berechnen Sie det A fiir
1 3 7 12 1 s o
A=|(-2 3 4|, B=|4 5 -3, C=
2 5 =3 3 7 =2 0 2 14
1 3 30
Nach der Regel von SARRUS gilt:
detA = 1-3-(-3)+3-4-247-(-2)-5—-2-3-7—5-4-1—(=-3)-(-2)-3
= —-9424-70—42-20-18
= —135
detB = (=1)-5-(=2)+2-(=3)-3+1:4-7—3-5-1—-7-(=3)-(=1)—(-2)-4-2
= 10—-18+428—-15—-21+16

0

Wegen der Verteilung der Nullen in der Matrix C', kommen fiir die Summenbildung zur Bestimmung von
det C' nach Definition nur Permutationen o der Menge {1,2, 3,4} in Frage, fiir die gilt:

0(2)=1 und o(4)#4

Bei allen iibrigen Permutationen ist der jeweilige Summand Null und hat daher fiir det C' keine Bedeutung.
Nur die Permutationen (2,1,4,3), (3,1,4,2), (4,1,2,3) und (4, 1, 3,2) erfiillen die oben genannten Krite-
rien. Damit ergibt sich:

detC = 1-3.4.3-2.3.4.3-2.3.2.342-3-1-3
= 3.(12-24—12+6)
= —54
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2. Hausiibung (15.4.2002)
Aufgabe 1

a) Berechnen Sie die Determinanten der folgenden Matrizen:

10 -3 0 9

g ? } jl2 3 7 10 3 17

A= , B=|4 0 11 O 1

7 10 2 2

1 0 7 9 6 0 8 0 -3

51 6 -1 8
1 2 3 4

‘o fiir A — 01 2 3 . A A_14 A2
b) Berechnen Sie fiir A = 00 1 2 die Terme det (A), det (A — 5A) und det (A4?).

0 0 2 3

a) Da sich die dritte Zeile der Matrix A durch Addition der ersten beiden Zeilen ergibt, liegt eine
lineare Abhéngigkeit der Zeilen vor und es folgt:

det(4) =0
0 0 -3 1 9
3 7 10 3 17
det(B) = —|0 0 11 4 1
0O 0 8 6 -3
-1 1 6 5 8

jan}
jen)}
|
w
—

11 4 1
= -10-|{8 6 -3
-3 1 9
1 4 11
= 10-|]-3 6 8
9 1 -3
1 4 11
= 10-{0 18 41
0 —35 —102
18 41
—35 —102
= 10-(—102-18 4 35 - 41)
= —4010

= 10-

Kommentare an: Joachim Selke (joachim.selke@gmx.net)
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12 3
det(4) = [0 1 2
02 3
12
- 12 3
= 3-4
= -1

det (A*) = det(A)?

Kommentare an: Joachim Selke (joachim.selke@gmx.net)
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Aufgabe 2

Beweisen Sie: Fiir a,b,¢,d € R gilt =((b—-a)(c—a)(d—a)(c—b)(d—-0b)(d—c).

1 1 1 1 1 1 1 1
a bb c ; _ 1o éb—a) (c—a) C(ld—a)
2 2 P 0 (b2 — a2 2 _ a2 2 _ 2
ad v o3 & 0 Eb3—a3; Ec?’—a?’; Eds—a?’i
(b—a) (c—a) (d—a)
— | ¢-a) G+a) (c—a)-(c+a) (d—a)- (d+a)
(b—a)- (b*+ab+a®) (c—a) - (+ca+a®) (d—a)-(d*+ da+a?)
1 1 1
— G-ac—ad-a)| (b+a) (c+a) (d+a)
(b2 +ab+ a2) (02 + ca + a2) (d2 +da + a2)
1 1 1
= (b—a)ic—a)(d—a)-|0 (c—0) (d—b)
0 (02—b2+cafab) (d2—b2+dafab)
_ (c—=b) (d—b)
= (G-ale—a)ld=a) .y (e bia) (d=b)-(d+b+a)
1 1

— (b-a)c—a)(d—a)(c—b)(d—b)-

(c+b+a) (d+b+a)
= (b—a)(c—a)(d—a)(c—b)(d—b)(d—c)
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3. Hausiibung (22.4.2002)
Aufgabe 1

Losen Sie die folgenden linearen Gleichungssysteme und benutzen Sie dabei die CRAMERsche Regel, falls
sie sich anwenden 148t:

a)

xr1 — 4dxy + x3 = 6
4r;1 — To + 2x3 = -1
201 4+ 2x9 — 3x3 = -—-20
b)
3171 - o + T3 = 4
—xr1 + 71’2 — 2(E3 = 1
21 4+ 6xo2 -— r3 = D
a)
1 -4 1
A=[4 -1 2|, detA=-55
2 2 =3
6 -4 1
Al = —1 —1 2 5 det Al =144
-20 2 =3
1 6 1
A2 =14 -1 2 N det AQ =61
2 =20 -3
1 -4 6
As= (4 -1 —1], detAs=—230
2 2 =20
det Aq 144 det As 61 det A3 230 46
‘Tl: = ——, {L‘2: = —=, 1‘3: = —_—= —
det A 55 det A 55 det A 55 11

b) Da die dritte Zeile des Gleichungssystems aus der Addition der beiden vorhergehenden Zeilen ent-
steht, liegt eine lineare Abhéngigkeit vor. Die CRAMERsche Regel ist also nicht anwendbar.

3 -1 1 4 N 3 -1 1 4
-1 7 =21 0 20 -5 7
7 1 4 1 1 29 1

TPTgp gty MRt T g gt

Also ergibt sich fiir die Losungsmenge L des Gleichungssystems:

29 1 7 1 29 7
L= (20 - foh % + Z(E37 {E3> - (201 2707 0) +R(_17 1’ 4)
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Ubungen zur Vorlesung »Lineare Algebra B« (SS 2002)

Aufgabe 2
Berechnen Sie det(A) fiir die n x n-Matrix A mit

2)

b)

A = (a;x), wobei a; = min{i, k}

2 fallst =k,
1 fallsi=k+1

A = (a;i), wobei a;, = alls i 1,
1 fallsi=k—1,
0 sonst.

a)

Da sich die Determinante einer Matrix bei Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen
Zeile nicht éndert, konnen wir die Matrix durch Addition des —1-fachen der (n — 1)-ten Zeile zur
n-ten Zeile transformieren.

Fiir die n-te Zeile ergibt sich dann:

0 falls k <n,

ank = min{n, k} —min{n —1,k} = {1 falls k =n

Die Entwicklung nach der n-ten Zeile mit dem LAPLACEschen Entwicklungssatz liefert:
det A =det 4,,,

Da A,,, vom selben Typ wie die Matrix A ist (aber mit der Zeilen- und Spaltenzahl n — 1), kénnen
wir 0. g. Vorgehen solange wiederholen, bis die Matrix A auf eine 1 x 1-Matrix zuriickgefiihrt wurde.

Es gilt:
det A = all = 1
Im folgenden sei A(n) eine n x n-Matrix, die nach o.g. Schema aufgebaut ist.

Die Entwicklung nach der 1. Zeile mit dem LAPLACEschen Entwicklungssatz liefert:
det A(TL) = ai1- det A(?’L)ll —aig det A(n)lg +0

2 - det A(n — 1) —1-det A(n)12
= 2-detA(n—1) —det A(n)12

Kommentare an: Joachim Selke (joachim.selke@gmx.net)
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Fiir A(n)12 = B(n — 1) ergibt sich aus der Definition von A nach Indexverschiebung:

fallsi+1=kund k =1,
fallsi+1=k+1und £k > 1,
fallsi+1=k+1und k=1,
fallsi+1=k+1+1und k> 1,
fallsi+1=%k+1und k=1,
fallsi+1=%k4+1—1und k > 1,
sonst.

fallsi=0und k =1,
falls i = k und k > 1,
fallsi=1und k =1,
fallsi=k+ 1 und k& > 1,
fallsi=1und k =1,
fallsi=k—1und k > 1,
sonst.

falls i = k und k > 1,
fallsi=1und k=1,
falls i =k + 1 und k > 1,
fallsi=k—1und k& > 1,

sonst.

B(n — 1) = (blk); wobei blk‘ =

SO = = = N O R = = = NN O ~NDN

Die Entwicklung von B(n — 1) nach der 1. Spalte mit dem LAPLACEschen Entwicklungssatz liefert:
det A(n)12 =det B(n—1) =byy -det B(n — 1)1 + 0 =det B(n — 1)13
Wie sich leicht erkennen liafit, ist B(n)11 vom selben Typ wie A(n). Es gilt:
A(n)12 =Bn—1)11 = A(n—2)
Eingesetzt in die oben fiir det A(n) bestimmte Gleichung ergibt sich:

det A(n) = 2-detA(n—1)—det A(n)ia
= 2-detA(n—1)—det A(n —2)

Wir kénnen also det A(n) als rekursive Folge mit den beiden leicht zu berechnenden Startwerten
det A(1) = 2 und det A(2) = 3 auffassen. Betrachten wir nun den Abstand des n-ten Folgenglieds
zum (n — 1)-ten:

det A(n —1) —det A(n) = detA(n—1)—(2-detA(n—1) —det A(n —2))
= detA(n—2)—detA(n—1)

Der Abstand des n-ten Glied der Folge zum (n — 1)-ten ist also iiber die ganze Folge konstant,
némlich (wie man den ersten beiden Folgengliedern entnehmen kann) Eins.

Daher folgt:
det A(n) =n+1

Kommentare an: Joachim Selke (joachim.selke@gmx.net)
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4. Hausiibung (29.4.2002)

Aufgabe 1
Gegeben sind die folgenden linearen Abbildung f;: R? — R3:

e f1: Drehung um die y-Achse um den Winkel 90°
e f5: Orthogonalprojektion auf die z-z-Ebene
e f3: Spiegelung an der durch 2z + y — z = 0 gegebene Ebene
Welche Matrizen beschreiben f1, fo, f3, fi 0 fa, fao fs, f3o fa?
1

Was ist jeweils das Bild vom Vektor |1 |7
1

Wie anschaulich leicht zu erkennen ist, muf§ f; folgende Eigenschaften haben:

1 0 0 0 0 -1
f1 0 = 0 s f1 1 = 1 und fl 0 = 0
0 1 0 0 1 0
Somit gilt:
00 -1
A@=101 0] -z
1 0 O

Da die Orthogonalprojektion eines Vektors auf die z-z-Ebene im R? mit eben diesem Vektor bis auf die
auf Null gesetzte (zur besagten Ebene senkrechte) y-Komponente identisch ist, gilt:

100
fo@=1[0 0 o] 7
00 1

Fiir die Orthogonalprojektion & eines Vektors # auf einen anderen Vektor 7 im R? gilt gemifi Lemma
4.1 aus Lineare Algebra A:
Z-n

[

n-n

=/

Daraus 148t sich der Lotfulpunkt &’ fiir das Fiillen eines Lotes von einem Punkt & auf eine den Ursprung
schneidende Ebene mit dem Normalenvektor 7 im R3 bestimmen. Es gilt:

8
ST

=/

T =— -7

Su
Si

Da es sich bei der Spiegelung eines Punktes Z an einer solchen Ebene im R? um die Spiegelung dieses
Punktes an dem o. g. Lotfupunkt handelt, ergibt sich fiir ein derartiges Spiegelbild "

Die Anwendung dieser Gleichung fiir die Bestimmung der Bilder der kanonischen Basisvektoren fiir f3
liefert:

1 -1 0 1 -2 0 1 2
f3 0 = = —2 5 fg 1 = g . 2 und f3 0 = g . 1
0 2 0 1 1 2
Somit gilt:
1 -1 -2 2
fs(@)==--1-2 2 1| %
3 \2 1 2

Kommentare an: Joachim Selke (joachim.selke@gmx.net)
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Fiir fl ] f2 gllt

Somit gilt:

Fiir f2 o f3 gllt

s ()4 (6) -+ () ()
<f2of3><<2)>f2<f3<gi> SJ@(; )+

Somit gilt:

Fiir f3o fo gilt:

Somit gilt:

1
Fiir die Bilder des Vektors (1) ergibt sich jeweils:
1

Kommentare an: Joachim Selke (joachim.selke@gmx.net)
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Kommentare an: Joachim Selke (joachim.selke@gmx.net)




Ubungen zur Vorlesung »Lineare Algebra B« (SS 2002)

Aufgabe 2
Es sei g: R? — R? definiert durch

T B xr1 + 2:62
g z = T — T2
2 2z1 4+ x4

—17 16 —9) =

f(f)_<11 -10 6

a) Zeigen Sie, daf} g linear ist und geben Sie eine Matrix A an mit g(¥) = A - Z.

und f: R?® — R? durch

1

b) Berechnen Sie (f o g) (G)) und (g o f) }

Ul

a) Im folgenden seien ¥, € R? mit 7 = <v
2

und W = < 1> sowie A\, u € R.

g\ + pw) = Avy + pwy — ()\vg + pws)

( )\’Ul + uwl + Avg + pws

U1 + 2Av9 pwy + 2pws
Avp — v | + | pwy — pws

201 + g 2w + paws

1)1+2’U2 ’(1)1+2’U)2
= A | vi—v | +p| w—w
201 + vs 2wy + w2

= A-g(v) + p- g(w)

Avy + pwy + 2 (>\'02 + /iU)Q))

Da gilt
g\ + pad) = X - g(0) + p - g(a),
ist g eine lineare Abbildung.

T ) e (Y

s () =) () - ()

Kommentare an: Joachim Selke (joachim.selke@gmx.net)




Ubungen zur Vorlesung »Lineare Algebra B« (SS 2002)

5. Hausiibung (6.5.2002)

Aufgabe 1
a) f: R®> — R* sei gegeben durch
fxr,...,z5) = (221 — 22 + 23 — x4, T4+ x5, 0, 207 — 20 + 24 + T5) .
Bestimmen Sie eine Basis von Ker f und von Im f.
b) Es sei V der Vektorraum der ganzen rationalen Funktionen iiber R, also
V= {f: R — R | es gibt ag,a1,...,ar € R mit f(x) :akxk+...+a1z+ao}.

Zeigen Sie zuniichst, dafl die Abbildung ¢: V — V mit ¢(f) = f’ (die Ableitung von f) linear ist.
Bestimmen Sie dann Ker ¢ und Im ¢.

a) Die Umwandlung der gegebenen Darstellung von f in eine mit Koeffizientenmatrix liefert:

2 -1 1 -1 0

o o o0 1 1| .

F@=1o 00 o ofF“

29 -1 0 1 1

2 -1 1 -1 0 2 -1 1 -1 0 ; 8
000 1 1f 0 0 -1 20 0 .
0 00 0 0 0o 0 o0 11 er_Spano’l
2 -1 0 1 1 0 0 0 00 o) Ly

Nach der Dimensionsformel gilt nun, dafl die Basis des Bildes aus drei Vektoren besteht. Drei
solcher Vektoren erhilt man durch Auswahl drei (offensichtlich) linear unabhingiger Spalten der

Abbildungsmatrix:

2 1 0

0 0 1

Imf = span ol 1ol o

2 0 1

1 1 0

= span 0 0 L

- of fof o

1 0 1

0 1 0

— soan 0 0 1

- of fof o

1 0 1

1 0 0

— span 0 1 0

-0 o[lo] {0

0 0 1

b) Zuerst zeigen wir, dafl ¢ eine lineare Abbildung ist.
Seien A, € R und u,v € V. Dann gilt:

N utp-v) = Autp-v)

= (Aw)'+(u-o)
u/_’_u.v/

)\.
A p(u) +p-o(v)
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Da es sich bei Null um das neutrale Element der Addition in V' handelt, enthélt der Kern von ¢
alle Polynome, deren Ableitung Null ist. Bekanntermafien handelt es sich dabei um alle konstanten
Funktionen bzw. Polynome. Also gilt:

Kero ={f: R—R| f(z) = ¢ mit c € R}

Wir zeigen nun, dafl es kein Polynom gibt, das nicht die Ableitung eines anderen Polynoms ist:

Annahme: Sei

k
I (x) ::Zak_lw:rk*i mit k£ € N und ag,...,ax € R
=0

ein Polynom vom Grad k, dessen Stammfunktion kein Polynom ist.

Integration von f’ nach bekannten Regeln liefert:

k
f(;c):z%-xk—i“Jrc mit ¢ € R
=0
Wegen
Af—q
——— R d R
k—z’—i—le un ceE

handelt es sich bei f um ein Polynom vom Grad k1. Demnach liegt ein Widerspruch zur Annahme
vor. Die Stammfunktion jedes Polynoms ist also auch ein Polynom.

Das Bild von ¢ enthilt alle Polynome, deren Stammfunktion auch ein Polynom ist, also wie wir
eben gezeigt haben alle Polynome. Es gilt daher:

Imp=V

Kommentare an: Joachim Selke (joachim.selke@gmx.net)
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Aufgabe 2

Es sei f: V — W eine lineare Abbildung und {51, .. ,5n} sei eine Basis von V. Untersuchen Sie die
Giiltigkeit der folgenden Aussagen:

2)

b)

)
)

{f (51) soes f (En)} ist eine Basis von Im f.
f ist injektiv <— f (51) yoeos f (l_;n) sind linear unabhéngig.
f ist surjektiv <— f (51) yoeos f (5n) sind linear unabhéngig.

Ist dim W = dim V, so gilt:
f surjektiv < {f (51) yoes f <En>} ist eine Basis von W.

{f (51) yoeos f (gn)} ist eine Basis von Im f
gilt im allgemeinen nicht, was folgendes Gegenbeispiel beweist:

f: R? — R? sei die aus Beispiel 2.3 aus der Vorlesung bekannte lineare Abbildung
q 1 0\

Zudem sei {517 e 5n} die kanonische Basis des R?. Dann gilt:

() G = () () =16) ©))

{ f (51> s f (5n> } ist also keine Basis von Im f, da Mengen, die den Nullvektor enthalten, linear

abhéngig sind und damit keine Basis darstellen kénnen.
Da gilt
{51, ce I;,L} ist eine Basis von V/, (1)

148t sich jeder Vektor ¢ € V' durch Linearkombination dieser Basisvektoren darstellen. Es gilt also

dim V'
U= Apbp  mit Ay, M\ €R, k=dimV.
n=1

Unter Ausnutzung der Linearitit von f 148t sich folgende (wegen 0=7f (6) € W) losbare Gleichung
aufstellen:

0 = (@@
dim V'
= f < Z An n) (2)
n=1

dim V

b
S ITEY

dim V

= > () 3)
n=1

Kommentare an: Joachim Selke (joachim.selke@gmx.net) ‘
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Es ergibt sich folgende Relationskette:

7 ist injektiv CEEY Ker f = {6}
? dim V/
2, > Anbp =0
n=1
L = =xn=0
YL f (51> voees f (En) sind linear unabhéngig

f ist surjektiv <— f (51) yeon f (gn) sind linear unabhéngig

gilt im allgemeinen nicht, da es lineare Abbildungen gibt, die surjektiv, aber nicht injektiv sind.
Wiirde die Aussage gelten, so lige nach dem Satz aus Aufgabe 2b) allgemeine Aquivalenz zwischen
Injektivitét, Surjektivitit (und damit auch Bijektivitét) vor.

Nach Satz 3.5 aus der Vorlesung gilt fiir eine lineare Abbildung f zwischen endlich dimensionalen
Vektorrdaumen gleicher Dimension:

f surjektiv <= f injektiv
Nach dem Satz aus Aufgabe 2b) gilt demnach dquivalent:
f (51) N § (gn) sind linear unabhéngig

Da n linear unabhéngige Vektoren aus dem R"™ nach Satz 13.2 aus der Vorlesung Lineare Algebra A
den R™ aufspannen und es gilt dim W = dim V, ist {f (I;l) yeenf <5n)} eine Basis von V. Da es

sich hierbei um eine Aquivalenz-Beziehung handelt, folgt:

Ist dimW =dim V| so gilt: [ surjektiv <= {f (1;1) yoeos f (l;n)} ist eine Basis von W.

Kommentare an: Joachim Selke (joachim.selke@gmx.net)
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6. Hausiibung (13.5.2002)

Aufgabe 1
Es sei g: R? — R? die Spiegelung an der Geraden

1
G=R|2
1
Zudem sei
1 -1 1 1 0 1
B= 21,1 o}],[-1 , B = o],(o],[1 und B” die Standardbasis.
1 1 1 1 1 0

definiert sei.

Da der erste Basisvektor von B in G liegt und die anderen beiden Vektoren von B senkrecht zu G sind
(erkennbar am Skalarprodukt), ergibt sich:

1 0 0
ME(@)=[0 -1 0
0 0 -1

Nach der Transformationsformel gilt:

Da gilt
1 1 0 1
2 = —(0)+2(0)+2(1],
1 1 1 0
-1 1 0
0 = —(0)+2(0]},
1 1 1
1 1 0 1
-1 = 2(0|—-10])—-1(1],
1 1 1 0
folgt
-1 -1 2
8= 2 2 -1
2 0 -1
und damit auch
ME(g) = TEME(g)
-1 -1 2 1 0 0
= 2 2 -1 0 -1 0
2 0 -1 0 0 -1
-1 1 -2
= 2 =2 1
2 0 1

Kommentare an: Joachim Selke (joachim.selke@gmx.net)
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Nach der Transformationsformel gilt:

Mg, (9) = THME (9)T}

Da es sich bei B” um die Standardbasis handelt, ergibt sich T'5, direkt aus B:

1 -1 1
5. =2 o0 -1
1 1 1

Die Invertierung von T, mit bekanntem Verfahren liefert:

Somit folgt:

Mg (9)

S| =

—

3

1
2
1

"
TB =

-1
0
1

1
-1
1

N =N N = O

-2

L,
62_

T, Mg (9)T

o O =
|
—

Die Invertierung von 75, mit bekanntem Verfahren liefert:

Nach Satz 4.1 gilt:

ME,(fog) =

T8 =

2 1 3
1
60373

4 2 0

N O N
N W o=

Mg (f o g) = MEn(f)ME (9)

Somit folgt unter Anwendung der Transformationsformel:

ME.(f)ME(g)
ME(HTEME (9)

-1
-2
2
-1
-2
2
-3
3
6

-1
1
2

-2

2

1

-2

2

1

-3

-3

0
-1
-1
0

2 1 -1
1 2 0
2 1 1
2 1 1
1 2 0
2 1 -1
-3
3
-3
-1
1
-1

-1

-1

-1

Kommentare an: Joachim Selke (joachim.selke@gmx.net)
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Aufgabe 2
Eine lineare Abbildung f: R?® — R? sei beziiglich der Basen

B, = 1],11],10 und BQ:{G)(_})}
1 0 0

MEN=(5 1 3)

Bestimmen Sie f 2 und die Matrix M5, (f) fiir die Standardbasen B und B’ des R3 bzw. R?.

gegeben durch

Nach der Transformationsformel gilt:
Mg, (f) = Tt Mg} ())TE,

Die Bestimmung von TBB1 ist aufgrund des Aufbaus von Bj ebenso einfach wie die Bestimmung von Tg?.
Es gilt:

_ 0 0 1
Th = (1 1), TE =(0 1 -1
1 -1 0

Somit ergibt sich:

0 0 1
B _ (1 -1\ (2 1 1) -
Mg (f) = (1 1) (3 1 2) (1) Ll

Also gilt:
1 1
2] = e (2
3 3

- (1 1 1)_ ;
3 -1 3 3
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7. Hausiibung (27.5.2002)

Aufgabe 1
Zeigen Sie, dafl

2 -1 -3 2 1 -1 -1 1
A= |1 0 -1 0 und B=|1 1 -1 0
3 2 -2 -3 4 -2 —6 4

dquivalent sind, und geben Sie invertierbare Matrizen S und T an mit B = SAT 1.

Zuniichst bestimmen wir den Rang von A und B:

2 -1 -3 2
RangA = Rang|1 0 -1 0

3 2 -2 -3
2 -1 -3 2

= Rang |0 -1 -1 2
0 -2 -1 3
2 -1 -3 2

= Rang|(0 -1 -1 2 (1)
0 0 1 -1

= 3
1 -1 -1 1

RangA = Rang |1 1 -1 0

4 -2 —6 4
1 -1 -1 1

= Rang (0 -2 0 1
0 -2 20
1 -1 -1 1

= Rang|(0 -2 0 1 (2)
0 0 -2 1

= 3

Da gilt Rang A = Rang B, handelt es sich bei A und B um &dquivalente Matrizen.

Um nun S und 7' zu bestimmen, betrachten wir die nach Korollar 4.2 vorliegende Aquivalenz der Matrizen
A, B und C mit

10 0 0
C=101 0 0
010

o

Im folgenden sei S3 die Standardbasis des R?® und S, die Standardbasis des R*.

a) Wir wollen invertierbare Matrizen S4 und T4 bestimmen, so daf gilt
C=84-A-Tyu.

Dazu fassen wir C' als Darstellungsmatrix einer Funktion f beziiglich der Basen B4 und B, auf,
sowie A als Darstellungsmatrix der Funktion f beziiglich der Standardbasen.

Aus (1) 148t sich leicht der Kern von f beziiglich der Standardbasen ablesen. Es gilt:

Ker f = span

[ e
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By sei nun dieser mit Standardvektoren des R* zu einer Basis des R* ergiinzte Kern:

1 0 0 1

0 1 0 1
Ba=ylo| o] |1 |1
0 0 0 1
B/, ergibt sich aus den Bildern der ersten drei Basisvektoren von By. Es gilt:
1 0 0
P 0 1 0
BA - f O 9 f 0 ) f 1
0 0 0
2 -1 -3
= 1|, of,[-1
3 2 -2

Aufgrund unserer Wahl der Basen gilt nach der Transformationsformel:

A= MES) =TS - MPA(f) - T =T5r - C - T,

3 3
Nach dquivalenter Umformung erhalten wir:
B S s B s B
C:MBf(f) :TBZ Mg () Ts,” :TBZ A-Tg!

Mit den Basen lassen sich nun leicht die Transformationsmatrizen bestimmen:
1

2 -1 -3\ -2 8 -1
Tg=|1 0 -1 =1 -5 1]=5,
32 -2 -2 7 -1
1001
Ba_ |0 1 0 1| _
Ts'=lo o1 1|71
0001

b) Analog verfahren wir mit B:
Wir wollen invertierbare Matrizen Sp und T bestimmen, so daf} gilt
C=85g-B-Tg.

Dazu fassen wir C' als Darstellungsmatrix einer Funktion f beziiglich der Basen Bg und B} auf,
sowie B als Darstellungsmatrix der Funktion f beziiglich der Standardbasen.

Aus (2) 148t sich leicht der Kern von f beziiglich der Standardbasen ablesen. Es gilt:
0
1
1
2

Ker f = span

Bp sei nun dieser mit Standardvektoren des R* zu einer Basis des R* ergéinzte Kern:

1 0 0 0
0 1 0 1
Bp = ol {o] (1] |1
0 0 0 2

Bl ergibt sich aus den Bildern der ersten drei Basisvektoren von Bg. Es gilt:

0 0
1

)f O 7f
0

1 —1 -1

1 1], -1

4 —2 -6

Bp

|

~
SO O =
(==

Kommentare an: Joachim Selke (joachim.selke@gmx.net)




Ubungen zur Vorlesung »Lineare Algebra B« (SS 2002)

Aufgrund unserer Wahl der Basen gilt nach der Transformationsformel:
S B B
B = Mg (f) =Ts? - MgE(f)-Tgh = Ts,” - C-Tg
Nach dquivalenter Umformung erhalten wir:

O'= My (f) =Tg) - M5} (F) - Tg" =T - A-Tg”

Mit den Basen lassen sich nun leicht die Transformationsmatrizen bestimmen:

-1

1 -1 -1
Tp: =1 1 -1| =S5p
B
4 -2 —6
1000 2. 0 0 0\\ "
TBB_0101_1020—1 _
Sao 7o o0 1 1] 00 2 -1 o
0 0 0 2 0 0 O 1
Es gilt nun:
C=8S4-A-Tp=85-B-Tg
Diese Gleichung 148t sich nach B auflosen. Es folgt:
B = Sp7'Sa-ATa-Tp™*
1 0 0 1 2
-2 8 - 010 1| 1 [0
- 1 -5 1]-4. -
2 76 9 7 0 01 1] 2 (0
0 0 01 0
6 2 0 01
N 1 ]0 2 0 0
- *30"45'0020
0 0 01
-1
TR
- _g (1) Ao 01 o
000 2
Somit ergibt sich:
N
S=| 1 -4 1|, 7T=
5 0 0 0 01 0
000 2

Tg

O O N O

o N OO
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Aufgabe 2
Berechnen Sie Eigenwerte und Eigenrdume von
-3 1 -1
A—(; g) und B=|-7 5 -1
-6 6 —2
iiber R.
a) Berechnung der Eigenwerte:
1—A 4
det(A—AE) = det ( 9 3_ /\)

= (1-XN-(3=X)-8
= XN —-4r-5

(A+1)-(A=5)
= 0 =det(A — \E) = A=-1 VvV A=5
Berechnung der Eigenvektoren und des Eigenraums zum Eigenwert A = —1:

(A+E)- =0
2 4\ , =
— (2 4) -2 =0
12\ , =
e (O 0) -z=0

— :ZR-(_?)

Eigenvektoren zum Eigenwert A = —1 sind also alle Vektoren Z fiir die gilt:
- 2
;vzr-(_l), re R\ {0}

Fiir den Eigenraum R zum Eigenwert A = 5 gilt:

)

Berechnung der Eigenvektoren und des Eigenraums zum Eigenwert A = 5:

(A-5E)-#=0
-4 4\ . =
<= (2 _2)-33—0
-1 1 L =
<= (0 0)-95—0

= a?:R~G>

Eigenvektoren zum Eigenwert A = 5 sind also alle Vektoren & fiir die gilt:
- 1
xzr-(l), reR\ {0}

Fiir den Eigenraum R zum Eigenwert A = 5 gilt:

)
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b) Berechnung der Eigenwerte:

—3-x 1 -1
det(B—XE) = det| -7 5-X -1
—6 6 —2-—A\

= —XN4+12)1+16

= A+2?%- (V-4
= 0 =det(B — A\E) = A=-2 V =4
Berechnung der Eigenvektoren und des Eigenraums zum Eigenwert A = —2:

(B+2E)- =0

-1 1 -1
= -7 7 -1]-2=0
-6 6 0
-1 1 -1
= 0 0 —6|-£=0
0 0 —6
-1 1 -1
= 00 1|-&=0
0 0 0
1
— r=R.-|[1
0
Eigenvektoren zum Eigenwert A = —2 sind also alle Vektoren Z fiir die gilt:
1
r=r-|1], reR\ {0}
0
Fiir den Eigenraum R zum Eigenwert A = —2 gilt:
1
R = span 1
0

Berechnung der Eigenvektoren und des Eigenraums zum Eigenwert A = 4:

(B—4E)-£=0
-7 1 -1
<— -7 1 - =0
_6 6 —
-7 1 -1
< 0 =36 —-36)-£2=0
0 0 0
-7 1 -1
— 01 1|-2=0
0 0 0
0
<— Ir=R-|1
1

Eigenvektoren zum Eigenwert A = 4 sind also alle Vektoren & fiir die gilt:

0
r=r-(1], re R\ {0}
1
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Fiir den Eigenraum R zum Eigenwert A = 4 gilt:

R = span 1
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8. Hausiibung (3.6.2002)
Aufgabe 1

Untersuchen Sie, ob die Matrizen

1 -3 3 -3 1 -1
A=13 -5 3 und -7 5 -1
6 —6 4 -6 6 -2

diagonalisierbar sind und ob sie dhnlich sind.

Bestimmung der Eigenwerte von A:

1-Xx -3 3 —2-X 24X 0
det{ 3 —5-X 3 = det| 3 —5-X 3
6 —6  4— ) 6 —6  4—)

-1 1 0

= (A+2)-det| 3 —-5-x 3

6 -6 4-)\

-1 0 0

= (A+2)-det| 3 —2-X 3
6 0 4-2)

—2-A 3
= ()\+2)-det< 0 4_)\>
= —(A+2)-(-2-X)-4d-XN
—(A+2)%-(A—4)
Demnach hat A die Eigenwerte —2 und 4 mit den algebraischen Vielfachheiten 2 und 1.

Bestimmung der Dimension der Eigenrdume von A:
Fiir den Eigenwert —2:

3 -3 3
Rang |3 -3 3 = 1
6 —6 6
Fiir den Eigenwert 4:

3 -3 3 -3 -3 3
Rang [3 -9 3 = Rang 3 -9 3
6 —6 0 3 -9 3

= 2

Die geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte entsprechen also den algebraischen. Demzufolge ist A
diagonalisierbar.
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Bestimmung der Eigenwerte von B:
—-3—-A 1 -1 4—X —4+A 0
det -7 5—2A -1 det | —7 5—2A -1
—6 6 —2—-A -6 6 —2—-A
1 -1 0
= (4=X)-det | =7 5—X -1
—6 6 —2—-A
1 0 0
= (4-=X)-det -7 —2-—X -1
—6 0 —2—-A

= (4=X)-det <_20_ ’ fQ_i >\>

(4=X) - (=2-X)?
—(A+2)%-(A—4)

Demnach hat B die Eigenwerte —2 und 4 mit den algebraischen Vielfachheiten 2 und 1.
Bestimmung der Dimension der Eigenrdume von B:
Fiir den Eigenwert —2:

-7 1 -1
Rang | =7 1 -1 = 2
-6 6 —6
Fiir den Eigenwert 4:
-1 1 -1
Rang [ -7 7 -1 = 2
-6 6 0

Die geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte —2 und 4 sind also jeweils 1 und entsprechen damit
nicht den algebraischen Vielfachheiten. Demzufolge ist B nicht diagonalisierbar.

A und B sind nicht &hnlich, da B nicht &hnlich zu der Diagonalmatrix von A ist, aber &hnliche Matrizen
zu den selben Matrizen &hnlich sind.

Beweis: Seien A, B und C' n x n-Matrizen. Auflerdem seien A und B sowie 0. B.d. A. A und C &hnlich.
Dann gilt:

A=T-B-T7! A A=U.-Cc-U!
— T-B-T'=v.Cc.U!
«— B=T'.U.Cc.-U'T

Da nach den Rechenregeln fiir Matrizen gilt 7' - U = (U~ - T)_l7 sind B und C #hnlich.
Also handelt es sich dabei, daB B zu allen Matrizen &hnlich ist, zu denen auch A #hnlich ist, um eine
notwendige Bedingung fiir die Ahnlichkeit von A und B.
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Aufgabe 2
Es sei A eine n x n-Matrix iiber R, A # 0, und es gebe ein k € N mit A* = 0. Zeigen Sie:

2)
b)

0 ist einziger Figenwert von A.

A ist nicht diagonalisierbar.

2)

Eigenwerte A von A miissen per Definition folgende Gleichung lésen:
A-Z=X\-F mitZf#0 (1)

Unter Verwendung der Eigenschaften von A ergibt sich:

1reny

(2)

Der Umformungsschritt (2) ist zuldssig, da A*~1 . Z = 0 keine giiltige Losung von (1) darstellt. Ein
7, das die Gleichung A*~1 . # = 0 16st, wire auch eine von A\ unabhingige Losung von (1). Dies ist
aber nur fiir den per Definition ausgeschlossenen Fall © = 0 der Fall.

Somit folgt, dafl A nur einen Eigenwert A besitzt, ndmlich A = 0.

Um zu zeigen, dafl A nicht diagonalisierbar ist, fithren wir einen indirekten Beweis:

Angenommen A wire diagonalisierbar, dann miifite n die algebraische und geometrische Vielfachheit
des einzigen Eigenwertes 0 sein. Die Dimension des zugehorigen Eigenraumes wire also auch n.
Betrachtet man A als Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung, so bedeutet dies, dafl jeder
Vektor Z auf den Nullvektor abgebildet wird. Der Kern der Abbildung ist also identisch mit dem
R™. So eine Abbildung ist aber nur moglich, wenn die Darstellungsmatrix die Nullmatrix ist. Da A
aber per Definition ungleich der Nullmatrix ist, ist A nicht diagonalisierbar.
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9. Hausiibung (10.6.2002)

Aufgabe 1
Beschreiben Sie die Wirkung der linearen Abbildung f () = A - Z, wobei gilt

) 2 -1 -1
A=z (-1 2 1
-1 -1 2

Zuerst bestimmen wir die Eigenwerte von A, indem wir die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
berechnen:

0 = det(3-(A—\E)) (1)

2 —3)\ -1 -1

= det -1 2 —3)\ -1
-1 —1 2 —3)\
3—3\ —3+3X\ 0

= det -1 2 —3)\ -1
—1 -1 2 —3)\

-1 1 0

= 3-(A=1)-det [ -1 2-3x -1
-1 -1 2-3x
-1 0 0

= 3-(A—1)-det [ -1 1-3x -1
~1 -2 2-3)A

1-3x -1
= —3-()\—1)-det( 9 23>\>

1—3\ —3)\
= —3-()\—1)-det( 5 _3A)

1-3\ 1
= 9~)\~(/\1)~det( Ly 1)
= “27-A-(A—1)?

A hat also die Eigenwerte 0 und 1. Nun bestimmen wir durch Einsetzen in (1) die zugehérigen Eigenrdume:
Fiir den Eigenwert 0:

2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1
-1 2 -1 ~ 0 3 -3 ~ 0 1 -1
-1 -1 2 0 -3 3 0o 0 O
1
Der Eigenraum zum Eigenwert 0 ist demnach span 1
1
Fiir den Eigenwert 1:
-1 -1 -1 1 1 1
-1 -1 -1 ~ 0 0 0
-1 -1 -1 0 0 O
-1 -1
Der Eigenraum zum Eigenwert 1 ist demnach span 0], 1
1 0

Da die Vektoren der Basen der beiden Eigenrdume linear unabhéngig sind und der Basisvektor zum
Eigenwert 0 zudem senkrecht auf der durch den Eigenraum zum Eigenwert 1 beschriebenen Ebene steht,
handelt es sich bei f um eine Orthogonalprojektion auf die besagte Ebene.

Kommentare an: Joachim Selke (joachim.selke@gmx.net)




Ubungen zur Vorlesung »Lineare Algebra B« (SS 2002)

Aufgabe 2
Loésen Sie die Differentialgleichung v’ + 4y” — ' — 4y = 0 mit der Eigenwertmethode.

Es seien
yi=y, y2=% und y3=y".

Demnach gilt auch

y1l = y’ = Y2,
! 1
Yo = Yy =13,
! " 1 !
ys = y =4y +y +4y =4y +y2 — 4ys.
Es folgt:
y1’ 01 0 Y1 Y1
w' =100 1| -(y|="4 |
ys' 4 1 —4 Y3 Y3

Nun bestimmen wir die Eigenwerte von A:

0 = det(A—\E)

-2 1 0
= 0 =X 1
4 1 —4-2A
- 1 0
-2 1 —4-2
1-Xx 1 0
= 1-X =X 1

11 0
= (=11 =x 1
1 1 —4-2)
10 0
= (=11 =x=1 1
1 0 —4-2X

-A—1 1
_(A_l)’( 0 —4—/\>
— ) O (1)

A hat also die Eigenwerte —4, —1 und 1. Somit folgt fiir y als Losung der Differentialgleichung:

y=cre M + et 4 czel
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10. Hausiibung (17.6.2002)

Aufgabe 1
Es sei
1 1 1
1 — 0
5= 0f’ 0’| -1
1 0 2
Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von span S.
Es seien
1 1 1
S |1 L -2 L 0
up = K Uz = 0l 3 — -1
1 0 2

= Uy
U = —
! [
1
1 1
vid
175 = ﬁ27(42 H1) 171
1
= 2—5.(u2.u1).u1
| -
= -3z (=14
4
_ 1|
3 0
1
. )
5 = 2
? A
3,
= —_— -
NV
4
1 -5
V42 (1)
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Fiir die Orthonormalbasis S’ gilt also span S = span S’:

Ud_(u3 171)'_'1—(_’3 _'2)'?72
1 1 1
0 _1 0 1 )
1 3 -1 0
2 2 1
1 1 4
0 B 1 B } -5
1 0 7 0
2 1 1
—4
) —2
-7
6
i} #
T - 3
’ | U5
- 7
1/105
_ 1
- V105

Sl

w

—_— O = =
[\

_ O = =
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Aufgabe 2
Zeigen Sie, daf} die orthogonalen Abbildungen f: R™ — R™ mit der Hintereinanderausfiihrung eine Grup-
pe bilden.

Die Menge G der orthogonalen Abbildungen bilden mit der Hintereinanderausfithrung eine Gruppe, da
die folgenden Gruppenaxiome erfiillt sind:

a)

Abgeschlossenheit
Seien a,b € G sowie M,, M, die zugehorigen Darstellungsmatrizen zu einer gemeinsamen Basis des
R"™. Zudem sei M. := M, - M. Dann gilt:
(aob) () = M, My -7
= M, %

Da das Produkt zweier orthogonaler Matrizen eine orthogonale Matrix ist, gilt:

M. - i=:c(Z), ceG

Assoziativgesetz

Seien a,b,c € G, ¥ € R" sowie M,, My, M, die zugehorigen Darstellungsmatrizen zu einer gemein-
samen Basis des R™. Dann gilt:

(@ob)oc) (@) = (M, My)-M. &
M, -My-M.-Z
M, (My-M,) &
— (ao(boc)) (@)

Neutrales Element

Sei a € G und M, die zugehorige Darstellungsmatrix zu einer Basis des R™. Dann gilt:

a(®) =

55
SR
1

8 8

a

) (Z)

Da gilt E~' = E = ET, handelt es sich bei der Identitit id um eine orthogonale Abbildung.

—
s
o

1

Inverses Element

Sei a € G und M, die zugehorige Darstellungsmatrix zu einer Basis des R™. Dann gilt:

(aoa™) (@) = M, M, "%
- E.%
= id(2)

a~?! existiert und ist nach Satz 7.4 eine orthogonale Abbildung. Analoges gilt fiir M,,.
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11. Hausiibung (24.6.2002)

Aufgabe 1

Zeigen Sie, dafl
A:Z. V3-2 V342 —V2
V2 V2 2.3

eine orthogonale Matrix ist, und geben Sie eine Basis B an mit

1 0 0
ME(f)=10 cos(a) —sin(a)]|,
0 sin(a) cos(a)

wobei f: R® — R? gegeben ist durch f () = A- 7.

A ist eine orthogonale Matrix, da gilt:

V3+2 V3-2 -2 V3+2 V3-2 V2
(\/3—2 V3+2 V2 |- |V3-2 V3+2 V2
V2 V2 2.3 -2 -2 2.3
0
1
0

1 0
=10 0
0 1
=F
Sei S die Standardbasis des R?. Dann gilt:

ME(f)=T5-A-T§

Da #hnliche Matrizen das selbe charakteristische Polynom aufweisen, bestimmen wir zunéchst den Ei-
genraum von A zum Eigenwert 1:

L (V324 V3-2 -2
A= VB-2 VB+42-4 V2
V2 V2 2-v3-4
i V3—-2 V3-2 -2
=7 (v8-2 vB-2 -2
V2 V2 2.V3-4

Da gilt Rang A; = 2, hat der gesuchte Eigenraum die Dimension 1. Wie leicht zu sehen ist ergibt sich:

1
Eig(4,1)=R- [ -1
0
Sei
1 1
by := —- | —1] € Eig(4,1).
V2 \ o
Nun erginzen wir b; zu einer Orthonormalbasis des R3:
0
b2 =10
1
b b1 X b ! _1
3:=01 Xbg=—F=-|—
V2 \ o
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Sei B = {b1,bs,b3}. Dann gilt:

Mg (f)=Tg A-T§

L1 0 - r 1 0 -1
——. -1 0 -1 A-l-1 0 -1
0 V2 0 0 V2 o0
) 1 -1 0 V3+2 V3-2 —V2 1 0 -1
=3 0 V2| -[v3-2 V3+2 V2 -1 0 -1
-1 -1 0 V2 V2 2.3 0 V2 0
) 2 -2 0 1 0 -1
=1 1 1 Vel -[-1 o -1
-3 -3 V2 0 V2 0
1 0 0
=10 %\/g _%
A R
1 0 0
= |0 cos(§5) —sin(%)
0 sin(g) cos(g)

1
Die Abbildung f ist also eine Drehung im R? um die Drehachse R - (—1) mit dem Winkel .
0
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Aufgabe 2

Welche Kurven werden durch folgende Gleichungen im R? beschrieben?

a)
7212 4+ V3 62129 + 13252 — 16 = 0

b)
4l‘12 + 4dxix0 + l‘22 —16=0

a) Sei

q (%) = 7212 + V3 - 6x122 + 13252 = 16 mit ¥ = <§1>
2

Dann gilt

g@ =7 A7 mitA:<7 3'\@).

3-v3 13
Nun bestimmen wir die Eigenwerte von A:
det(A—XA-E)=(7—X)-(13—X) =27
=A% — 20\ + 64
=(A—-16)-(A—4)

A hat also die Eigenwerte A\; = 16 und Ay = 4. Fiir die zugehérigen Eigenrdume R; und Ry ergibt

sich schnell: /3
1 3
ner () men ()

Sei B eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren mit

o5 ()2 ()

Mit

folgt:

= 16y1° + 4y»> =16

Es folgt ferner:
v’ |y’ 1
T T

Die Kurve ist also eine um den Ursprung um 5?“ gedrehte Ellipse mit den Halbachsen 1 und 2.
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b) Sei

q(Z) = 421% + 4120 + 222 = 16 mit ¥ = (il)
2

Dann gilt
N T S . 4 2
q(@) =2 -A-F mit A = 9 1)

Nun bestimmen wir die Eigenwerte von A:

det(A—X-E)=(4-))-(1-X)—4
= A2 —5)
=X (A-5)

A hat also die Eigenwerte \; = 0 und Ay = 5. Fiir die zugehorigen Eigenrdume R; und Ry ergibt

sich schnell:
1 2
RlzR-(2>, Rng-(1>

Sei B eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren mit

[ (D ()

Mit

folgt:

=(S-Ht-A-S-§
=gr.8T.A.8.¢
A 0
_ a1 (M
—Y (0 Ag) Y
o (00 .
(o 8)
= 5y,”
=16
Es folgt ferner:
4
y2 =+

Ber der Kurve handelt es sich also um zwei parallele Geraden mit der Steigung —2 und dem Abstand

% zum Ursprung.

Kommentare an: Joachim Selke (joachim.selke@gmx.net)




