INSTITUT FUR MATHEMATIK Hannover, den 7. Februar 2002
UNIVERSITAT HANNOVER
Pror. DR. K. HULEK, DR. D. WILLE

1. Ubungsblatt: Lineare Algebra II
Abgabe: 8./9.4.2002 in den Ubungsgruppen

Aufgabe 1 (2, 2, 3 Punkte)
1

Der Vektorraum V = C[—1, 1] sei mit dem iiblichen Skalarprodukt (f,g) = / f(t)g(t) dt ver-
-1

sehen.

a) Es seien fi, fo € V definiert durch fi(t) = [t| — 1 und fo(t) = {
Berechnen Sie den Abstand von f; und fs.

b) Konnen Sie Funktionen 0 # h € V angeben, die zu f; und f; orthogonal sind?

c) EsseiU:={feV; f(z)= f(—2) fir alle x € [-1,1] }.
(U ist ein Teilraum von V| der Raum der geraden Funktionen; kein Beweis notig.)
Bestimmen Sie das orthogonale Komplement U+ von U in V.

0 furt <0
t firt >0 °

Aufgabe 2 (3, 3 Punkte)

a) Es sei U =Span{(0,1,0,i),(:,0,1,0),(0,%,7,0)} und (z,y) = ‘T -y das Standard-
Skalarprodukt im €*. Bestimmen Sie orthonormale Basen von U und von U*.

b) Es sei P; der Vektorraum der reellen Polynome vom Grade < 3. Bestimmen Sie eine

1
Orthonormalbasis von Py (beziiglich (f, g) = / f(t)g(t)dt).
0

Aufgabe 3 (2, 4 Punkte)

a) Essei A € SO(3) und F sei diejenige orthogonale Abbildung mit A = Mg(F),
wobei E die Standardbasis des IR® ist. Nach Satz 9.21 gibt es dann eine Orthonor-

' . (1 O ) [ cosa —sina
malbasis B des R” mit Mg(F) = ( O A ) wobei A; = sin o cosa |-

Zeigen Sie: cosa = 3(Spur (4) — 1).
b) Beziiglich der Standardbasis E werde F' : R* — R® dargestellt durch

WE+h VB by
Me(F)=| WE-1 LEel —iya
1 1
VCRE Vo W

Geben Sie eine Basis B an, so dal M (F') die Gestalt aus Satz 9.21 besitzt.
Beschreiben Sie die Wirkung der Abbildung F im R®.

Aufgabe 4 (3, 3 Punkte)

Eine quadratische Hyperfliche im IR? bzw. IR® sei gegeben durch die Gleichung (Q).
Bringen Sie ) durch orthogonalen Koordinatenwechsel auf die Gestalt

AMyE 4+ Xoyz +c=0 bzw. AMyd+ Aays + A3y3 + ¢ = 0.
Geben Sie eine geometrische Deutung der Hyperfldche an.
a) (Q) 22 +4xm9 + 22 =9
b) (Q) 422 + 23129 + 423 + 21173 + 27073 + 422 =6



INSTITUT FUR MATHEMATIK Hannover, den 8. April 2002
UNIVERSITAT HANNOVER
Pror. DR. K. HULEK, DR. D. WILLE

2. Ubungsblatt: Lineare Algebra II
Abgabe: 15./16.4.2002 in den Ubungsgruppen

Aufgabe 1 (3, 3 Punkte)

a) Im R? sei F die Spiegelung an der durch y = az gegebenen Geraden. Bestimmen Sie
die Matrix A mit F' = hy4.

b) Zeigen Sie, dass der durch A = cosa s

sina  — cosa

die Spiegelung an der Geraden durch den Ursprung ist, die mit der z-Achse den Winkel

5 einschlief3t.

gegebene Endomorphismus F' = hy

Aufgabe 2 (5 Punkte)

2 11
Bestimmen Sie fiir die Matrix A= | —1 2 1 | eine orthogonale Matrix S € O(3), so dass
1 1 2

tSAS eine Diagonalmatrix ist.

Aufgabe 3 (6 Punkte)
a) Essei V der euklidische Vektorraum der Polynome vom Grad < 2 mit dem Skalarprodukt

1
(p,q) = / p(x)q(z) dz. Der Endomorphismus F' : V' — V sei definiert durch F(p) := p'.
-1

Bestimmen Sie die zu F' adjungierte Abbildung F adj
Ist F' selbstadjungiert?

Aufgabe 4 (4, 4 Punkte)

a) Bestimmen Sie jeweils Index und Signatur der Form (, )4, wobei

0 112
(i) A= -2 1 2 (it) A=
1 2 0 -1 -1 01
2 2 10
b) Gegeben sind die Matrizen

1 2 -3 1 -3 2

A= 2 5 —4 und B=| -3 7 =5

-3 -4 8 2 -5 8

Untersuchen Sie, ob es eine reelle invertierbare Matrix W gibt mit A = ‘W BW, und
bestimmen Sie gegebenenfalls solch eine Matrix W.



INSTITUT FUR MATHEMATIK Hannover, den 15. April 2002
UNIVERSITAT HANNOVER
Pror. DR. K. HULEK, DR. D. WILLE

3. Ubungsblatt: Lineare Algebra II
Abgabe: 22./23.4.2002 in den Ubungsgruppen

Aufgabe 1 (1, 2, 3 Punkte)

Untersuchen Sie die folgenden Matrizen auf positive Definitheit:

1 -2 -3 31 s
a) A=| -2 3 2 b) A=
3 9 5 -1 1 9 -1
4 2 -1 13
1
c) A= (a;) €Mat(n,R) mit a;; = i1

Aufgabe 2 (6 Punkte)

Es sei A eine symmetrische n x n-Matrix iiber R und y4 = Z?:o ajxj sei das charakteristische
Polynom von A. Zeigen Sie:
A ist genau dann positiv definit, wenn fiir j = 0,1,...,n — 1 gilt: (=1)"7a; > 0.

Aufgabe 3 (3, 3 Punkte)

Bestimmen Sie fiir f, g € K[z]| ein normiertes Polynom p mit (p) = (f, g).
a) K=R, f=a—2P+22" —23+2% g=0° -2+ 203+ 22 — 2 +2
b) K=F, f=a+25+23+2%, g=at+22+1

Aufgabe 4 (7 Punkte)

Zeigen Sie:
Ein Korper K ist genau dann endlich, wenn jede Abbildung f : K — K eine Polynomabbil-
dung ist.



INSTITUT FUR MATHEMATIK Hannover, den 22. April 2002
UNIVERSITAT HANNOVER
Pror. DR. K. HULEK, DR. D. WILLE

4. Ubungsblatt: Lineare Algebra II
Abgabe: 29./30.4.2002 in den Ubungsgruppen

Aufgabe 1 (6 Punkte)

2 -2 2
Essei A = % —2 5 1 |. Zeigen Sie, dass A idempotent ist, berechnen Sie Eigenwerte und
2 1 5

Eigenrdume von A und beschreiben Sie den Homomorphismus f mit f = hu.

Aufgabe 2 (6 Punkte)
Es sei K ein Korper mit 1 + 1 # 0. Dann sind fiir A eMat (n, K') dquivalent:
i) A*=FE
1
(ii) §(E — A) ist idempotent.

(iii) A ist dhnlich zu einer Diagonalmatrix mit Diagonalelementen +1.

Aufgabe 3 (3, 3 Punkte)

Es sei N eMat(n, K) nilpotent. Zeigen Sie:
a) Ist N #£0, so ist IV nicht diagonalisierbar iiber K.
b) Ist u € K beliebig und N # 0, so ist auch pE + N nicht diagonalisierbar iiber K.

Aufgabe 4 (4, 3 Punkte)
Es seien A, B € Mat(n, K).

a) Essei B = E,

L Zeigen Sie, dass AB und BA das gleiche charakteristische

Polynom haben.

b) Zeigen Sie, dass xap = xpa generell gilt.



INSTITUT FUR MATHEMATIK Hannover, den 29. April 2002
UNIVERSITAT HANNOVER
Pror. DR. K. HULEK, DR. D. WILLE

5. Ubungsblatt: Lineare Algebra II
Abgabe: 6./7.5.2002 in den Ubungsgruppen

Aufgabe 1 (je 3 Punkte)
Bestimmen Sie jeweils das Minimalpolynom von A:
2 80 3

a) A= b) A €Mat(n, K) idempotent

0
0
0

S O N

1
4
1

W N =

Aufgabe 2 (3, 2, 2 Punkte)
Essei P=a2"+ap, 12" ' + ... + a9 € K[z] mit n > 1 und

0 1 0o ... 0 0
0 0 1 0 0
A—
0 0 0 0 1
—ay —a; —Qy ... —Qp_9 —0Op_1
Zeigen Sie:
a) P = XA - b) P = HnA

c) Ist A Eigenwert von A, so ist {(1, X\, A\?,..., A"~ 1) Eigenvektor von A zu \.

Aufgabe 3 (6 Punkte)

Es sei A eMat(n, K) und fiir das Minimalpolynom p4 gelte: Ist P ein Teiler von p4, so ist
deg(P) = 0 oder deg(P) = n.

Zeigen Sie, dass dann K[A], versehen mit der Addition und Multiplikation von Matrizen, ein
Korper ist.

Aufgabe 4 (je 3 Punkte)
Bestimmen Sie jeweils eine Spektralzerlegung fiir die Matrizen A; eMat(3, R):
1 -3 3

010
Ai=|3 -5 3 . A= 001
6 —6 4 4 4 1



INSTITUT FUR MATHEMATIK Hannover, den 6. Mai 2002
UNIVERSITAT HANNOVER
Pror. DR. K. HULEK, DR. D. WILLE

6. Ubungsblatt: Lineare Algebra II
Abgabe: 13./14.5.2002 in den Ubungsgruppen

Aufgabe 1 (je 2 Punkte)

Geben Sie moglichst einfache Matrizen an, die die Eigenwerte 1 und 2 besitzen und fiir die

a) algebraische und geometrische Vielfachheit beider Eigenwerte gleich sind.

b) algebraische und geometrische Vielfachheit von 1 iibereinstimmen, von 2 aber nicht.

c) algebraische und geometrische Vielfachheit bei beiden Eigenwerten verschieden sind.
Bitte schreiben Sie nicht nur die Matrizen auf, sondern begriinden Sie, warum Sie die von Thnen
angegebenen Matrizen gewéhlt haben.

Aufgabe 2 (5 Punkte)

Es sei A ein Eigenwert von A €eMat(n, K) und P € Klx]. Zeigen Sie, dass dann P(\) ein
Eigenwert von P(A) ist.

Aufgabe 3 (4, 2 Punkte)
a) Zeigen Sie:

Ist A eMat(n, K) diagonalisierbar iiber K, so ist Rang(A4) =Rang(A*) fiir alle k > 1.
b) Gilt in a) auch die Umkehrung?

Aufgabe 4 (8 Punkte)

21 0
Bestimmen Sie fiir die Matrix A = | 0 1 -1 €Mat(3, R) die JORDAN-CHEVALLEY-
02 4

Zerlegung A = H + N.



INSTITUT FUR MATHEMATIK Hannover, den 13. Mai 2002
UNIVERSITAT HANNOVER
Pror. DR. K. HULEK, DR. D. WILLE

7. Ubungsblatt: Lineare Algebra II
Abgabe: 27./28.5.2002 in den Ubungsgruppen

Aufgabe 1 (7 Punkte)

Zeigen Sie, dass die folgenden Matrizen A, B € Mat(4, R) gleichzeitig diagonalisierbar sind und
geben Sie eine Matrix W € GL(4, R) an, so dass W' AW und W~! BW Diagonalmatrizen sind.

-1 -4 0 4 9 5 3 —-10
-4 -1 0 4 6 7 3 -9
A= —4 -4 -1 8 » B= -2 =5 -1 )
-4 -4 07 8 5 3 -9

Aufgabe 2 (4, 2 Punkte)
Es sei (G, o) eine Gruppe und U sei eine Untergruppe von G. Auf G ist eine Relation ~ durch
a~b < aoblelU
definiert.
a) Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf G ist.
b) Beschreiben Sie fiir G = S5 (die symmetrische Gruppe) und fiir U = As die Aquiva-
lenzklassen bzgl. ~.

Aufgabe 3 (3, 3 Punkte)

a) Essei V = R°und U =Span {e; +e5, e, — e4}. Bestimmen Sie eine Basis von V/U
und schreiben Sie fiir @ mit ‘a = (5, -2, —3,—5,1) den Vektor a + U € V/U als
Linearkombination dieser Basis.

b) V sei K—Vektorraum, U sei Untervektorraum von V. Zeigen Sie:

Sind ay + U,...,a, + U linear unabhéngig, so sind auch die Repréasentanten
ai,...,a, linear unabhingig.
Gilt auch die Umkehrung?

Aufgabe 4 (4, 2 Punkte)

0

—_ =

Es sei A =

—_

4,2
11
01
0 0
0 0

o O OO
— = =

1
1
0

o
|

1
1
und a; = 0f , ay=
1
1

0000
a) Berechnen Sie U(ha,a1), U(ha,as) und das kleinste [ € IN mit A = 0.

b) Berechnen Sie Ker A* fiir jedes k& € IN.

e}
—_



INSTITUT FUR MATHEMATIK Hannover, den 27. Mai 2002
UNIVERSITAT HANNOVER
Pror. DR. K. HULEK, DR. D. WILLE

8. Ubungsblatt: Lineare Algebra II
Abgabe: 3./4.6.2002 in den Ubungsgruppen

Aufgabe 1 (3, 2 Punkte)

a) Essei xa(z) = (z —2)%z + 1)* und pa(z) = (z — 2)*(z + 1)?>. Welche moglichen
Jordanschen Normalformen kann A eMat(10, R) besitzen?
Welche Moglichkeiten verbleiben fiir die Jordansche Normalform, wenn zusétzlich
dim Eig(A4, 2) =dim Eig(A, —1) = 2 gilt?

b) Charakterisieren Sie die Ahnlichkeitsklassen der zerfallenden (3, 3)-Matrizen iiber K.

Aufgabe 2 (2, 3, 4 Punkte)

Bestimmen Sie jeweils die Jordansche Normalform sowie eine Jordanbasis zur Matrix A.
51 10 12300
3 0 8 02 10 012200
a) A= 3 -1 6 b)A:0011 c) A=[00120
-2 0 =5 00 -2 4 000 21
0000 2
Aufgabe 3 (6 Punkte)
Die Matrix
1 =10 000 00O
2 =21 000 00
1 -11 000 00
A 1 -11 -1 10 00
1 -11 -1 10 00
1 -11 -111 =10
2 =2 2 =2 2 2 =21
1 -11 -1 11 -1 1

besitzt 0 als einzigen Eigenwert.
Bestimmen Sie mit dieser Information fiir die Matrix A eine Jordanbasis und die Jordan-
sche Normalform.

Aufgabe 4 (5 Punkte)

Es sei V,, der Vektorraum der Polynome vom Grade < n iiber R, und ¢ : V,, — V,
sei definiert durch ¢(p) = p’. Geben Sie eine Basis B an, so dal Mp(p) Jordansche
Normalform hat.



INSTITUT FUR MATHEMATIK Hannover, den 3. Juni 2002
UNIVERSITAT HANNOVER
Pror. DR. K. HULEK, DR. D. WILLE

9. Ubungsblatt: Lineare Algebra II
Abgabe: 10./11.6.2002 in den Ubungsgruppen

Aufgabe 1 (4, 3 Punkte)
Im projektiven Raum P = P(R*) seien die Punkte

P=(1:-1:0:0), ,=(1:0:1:0), Ps=(1:0:0:1), P,=(0:0:—-1:1)

sowie die Hyperebene H = {(zg : x1 : s : x3) ; o + 71 + T2 + x5 = 0} gegeben.
Sei L;; die von P; und P; aufgespannte Gerade in IP. (i # j). Bestimmen Sie:

a) L12 V L34 und L12 N L34 sowie L12 V ng und L12 N ng.
b) HNL; firalle:#j.

Aufgabe 2 (6 Punkte)

Esseien P, = (1:0:1), B, =(0:i—1:2), Py = (a:1:—i) € P*C). Bestimmen
Sie a € € so, dass U = P; V P, V P5 ein eindimensionaler projektiver Unterraum von
IP?(C) ist, und beschreiben Sie U in der iiblichen Form, d.h. bestimmen Sie a, b, ¢ € € mit
U= {(zo: 71 :29) € P*(C); amy + by + cry = 0}.

Aufgabe 3 (2, 3, 2 Punkte)

Es sei K ein endlicher Kérper mit |K| = p, und es sei P = P(K?). Zeigen Sie:
a) [P besitzt genau p? + p + 1 Punkte.

b) P enthilt genau p® + p + 1 Geraden.

c) Auf jeder Geraden in P liegen genau p + 1 Punkte.

Aufgabe 4 (5 Punkte)

Zeigen Sie: Jede Projektivitit von IP?(IR) besitzt mindestens einen Fixpunkt.



INSTITUT FUR MATHEMATIK Hannover, den 10. Juni 2002
UNIVERSITAT HANNOVER
Pror. DR. K. HULEK, DR. D. WILLE

10. Ubungsblatt: Lineare Algebra II
Abgabe: 17./18.6.2002 in den Ubungsgruppen

Aufgabe 1 (5 Punkte)
In P = IP?(R) seien die Punkte

Phb=(1:2:0) , Po=(0:-1:2) , P=(0:0:1) , E=(1:0:1)

gegeben. Zeigen Sie, dass (P, P1, Py, E) ein projektives Koordinatensystem in IP ist. Be-
stimmen Sie die Koordinaten von @1 = (1:2:3) und Q2 = (0 : 1 : 1) beziiglich dieses
Koordinatensystems. Bestimmen Sie ferner die Koordinaten eines allgemeinen Punktes
Q = (zo : 71 : x2) beziiglich dieses Koordinatensystems.

Aufgabe 2 (4, 4 Punkte)

. [ PY{R) — P*R)
B sel o { (to: t1) —— (83 :tdty :tot? - 13)
a) Zeigen Sie, dass ¢ wohldefiniert ist.

b) Zeigen Sie: Imy={(yo:y1:%2:y3); Rang < Yoot ) <1}.
Y1 Y2 Ys

Aufgabe 3 (2, 3, 2 Punkte)
a) Zeigen Sie, dass es genau eine Affinitit f, : R — R® gibt mit

(0208 () ) (2) () (8)

b) Bestimmen Sie eine Matrix A € GL (3, R) und einen Vektor b € R?, so dass fiir
alle € R® gilt: f,(x) = Az +b.

c) Bestimmen Sie die eindeutig bestimmte Projektivitit f : P*(R) — P*(R) mit
flR? = fa und berechnen Sie f(2:1:—-1:2).

Aufgabe 4 (5 Punkte)
EsseiQ={x=(zo:21: ... :2,) € P"(R); ¢g(z) = 0} eine Quadrik in P"(R).

Zeigen Sie: Sing (Q) = {(xg:x1: ... 1 x,) € P"(R); aaj =0firi=0,1,...,n}



INSTITUT FUR MATHEMATIK Hannover, den 17. Juni 2002
UNIVERSITAT HANNOVER
Pror. DR. K. HULEK, DR. D. WILLE

11. Ubungsblatt: Lineare Algebra II
Abgabe: 24./25.6.2002 in den Ubungsgruppen

Aufgabe 1 (3, 2, 1 Punkte)

In P?(R) seien die folgenden drei Quadriken gegeben:

Q1 ={x = (o : 2y :13); 22+ 5x? + 83 + 4w — 61979 — 8T 172 = 0}

Qy ={x = (o : 21 : 1) ; =223 — 22 + 22011 + 2w79 + 42179 = 0}

Q3 = {x = (xo : x1 : x2) ; Bxd + 822 + a3 + dwoxy + 8xoTe — 4122 = 0}.

a) Bestimmen Sie die zugehorigen Normalformen bzgl. projektiver Aquivalenz.

b) Untersuchen Sie, welche der Quadriken (projektiv) dquivalent sind, und bestimmen
Sie gegebenenfalls eine Projektivitit ¢ : P?(R) — P?*(R) mit ¢(Q;) = Q;.

c) Berechnen Sie Sing (Q;) fiir i = 1,2, 3.

Aufgabe 2 (1, 3, 1 Punkte)

: : : | PY(€) x P'(C) — IP3(0)
Eine Abbildung ¢ sei gegeben durch ¢ : { (o : 1), (o = ) — (totg : foun = vt : f1u)
Zeigen Sie:

a)  ist wohldefiniert.
b) Imy C P?(€) ist eine Quadrik Q.
c) @ ist dquivalent zu Q' = {(zo : 71 : 19 : x3) € P*(C) ; 22 + 22 + 22 + 22 = 0}.

Aufgabe 3 (je 2 Punkte)

Klassifizieren Sie die folgenden affinen Quadriken als affine Teile projektiver Quadriken
durch Berechnung von d, u, d*, uv* und Angabe der Normalform geméfl Satz 14.1 der Vor-
lesung
= {r = (11,15) € R®; 22 — 2xy29 + 222 + 221 — 61y + 1 =0}
Qg—{x—(xl, Ty) € R? ; zy29 — 42y + 229 — 4 = 0}
= (x1,2) € R*; 32129 + 43 — 219 — % =0}
Qs = {z = (z1,12) € R*; 1627 4 24129 + 923 + 60z, — 8025 = 0}

Aufgabe 4 (je 3 Punkte)

Wie Aufgabe 3 fiir die folgenden Quadriken:

Qs = {x = (v1, 29, 23) € R®; 22 4 4ay29 + 202 + 201205 — daoxs + 421 + 4oy + 425 = 0}
Qs = {7 = (v1, 19, 23) € R*; 922 + 24,25 + 1622 + 1027 — 2029 + 2073 + 21 = 0}

Hinweis: Die Klausur zur Linearen Algebra 2 findet am
Do 11.7.02 von 16.30 - 19.00 Uhr im Audi Max statt.
Teilnahmevoraussetzung: Mindestens 100 Punkte in den Hausiibungen.



INSTITUT FUR MATHEMATIK Hannover, den 24. Juni 2002
UNIVERSITAT HANNOVER
Pror. DR. K. HULEK, DR. D. WILLE

12. (und letztes) Ubungsblatt: Lineare Algebra II
Abgabe: 1./2. 7. 2002 in den Ubungsgruppen

Aufgabe 1 (3, 3 Punkte)
a) Zeigen Sie, dafl die affine Quadrik

Q={z = (v1,15) € R*; 2273 + 3w 29 — 203 — 4xy — 375 — 23 =0}

eine Hyperbel darstellt, und geben Sie den Schnittpunkt ihrer Asymptoten (den
Mittelpunkt) in x7, zo—Koordinaten an.

b) Zeigen Sie, dafl die affine Quadrik

15 , 13 1
{z e R?; Zm§+zx§+5x§+§\/§ 2129 +(9—12V/3) 21 — (1249V/3) 2, —3023+93 = 0}

ein Ellipsoid darstellt, und geben Sie dessen Mittelpunkt an.

Aufgabe 2 (6 Punkte)
Es sei ax? + bx2 + 2cx1x9 + 2d1y + 2exy + f = 0 die allgemeine Gleichung 2. Grades.

Ferner sei D := | © Z . Zeigen Sie:
f d e

Gilt | d a ¢ | # 0, und besitzt die obige Gleichung mindestens eine Losung, so be-
e ¢ b

schreibt die affine Quadrik

Q = {(v1,72) € R*; ax] + bxj + 2cx179 + 2dx) + 2e29 + f = 0}

eine Ellipse, falls D > 0 gilt.
eine Parabel, falls D = 0 gilt.
eine Hyperbel, falls D < 0 gilt.

Aufgabe 3 (8 Punkte)
U,V und W seien K —Vektorraume und Bil (U, V; W) := {F : UxV — W ; F bilinear}.
Bil (U, V; W) ist in natiirlicher Weise ein Vektorraum tiber K.

Zeigen Sie: Bil (U, V; W) = Hom (U, Hom (V, W)) = Hom (V, Hom (U, W)) .

Aufgabe 4 (5 Punkte)

Es seien U und V' Vektorrdume iiber K, ferner seien v € U und v € V mit u ® v # 0 in
U® YV gegeben.
Zeigen Sie:

uRv=u ®v <= esgibt A€ K\ {0} mitu = uund v =\"tv.



