FAKULTAT FUR MATHEMATIK UND PHYSIK Hannover, den 10. April 2006
UNIVERSITAT HANNOVER
Pror. Dr. W. EBELING, DR. D. WILLE

1. Ubungsblatt: Lineare Algebra II

Losungsskizzen

Aufgabe 1 (5 / 5 Punkte)

1 2 16 11

invertierbare Matrix 7' an mit TAT ! = B.
b) Zeigen Sie, dass die folgenden Matrizen A, B €Mat(n; K) dhnlich sind:

a) Zeigen Sie, dass A = < 200 > und B = ( —lT ) ghnlich sind und geben Sie eine

010 ...0 00 0 0
0 01 0 10 00
A= : , B=| 01 00
000 1
0 00 0 00 10
Losung:
a) BEsist pa = A2 —9; A hat die Eigenwerte 3 und —3. Ein Eigenvektor zu 3 ist 1 ; zu —3 ist
=9\ . . : 1 -5 1 -5 .
1) ein Eigenvektor. Wir setzen By = { ol }und M = L1 ) Es ist dann
. . _ 3 0
Mp! (p4) = MEP(id) AMEy (id) = MTPAM = |
(¢4 ist definiert durch p4(x) = Az; entsprechend ist pp(z) = Bz.)
Es ist pp = A2 — 9; B hat auch die Eigenwerte 3 und —3. Ein Eigenvektor zu 3 ist _; ; zu —3 ist

(_;> ein Eigenvektor. Wir setzen By = {(_;) , <_g>} und N = ( _; _; > Es ist dann

) . _ 3 0
ME2(pp) = MEP(id)BM;5,(id) = N"'BN = ( 0 3 ) .

Aus M~'AM = N7!BN folgt B=NM~'AMN~'. Damit erhilt man

1 1 -7 15 1 4 —1
_ -1 _ = _
r=NM _6<—2 8)(—1 1) 3(—5 —1>'

b) Es sei f die lineare Abbildung im IR", die beziiglich der Standardbasis KB durch A gegeben ist;
also A = MEE(f). Es gilt dann f(e1) =0, f(e2) =e1, ..., f(en) = €n_1. Man betrachte nun die Basis
B' = {en,en_1,...,e1}. Wegen f(e,) = en—1, flen—1) = en—9, ..., f(e1) = 0 folgt M5 (f) = B. A
und B beschreiben also beziiglich geeigneter Basen dieselbe lineare Abbildung, sie sind daher dhnlich.

Aufgabe 2 (5 / 5 Punkte)

Es sei A eine n x n-Matrix iiber R, A # 0, und es gebe ein k € IN mit A¥ = 0. Zeigen Sie:
a) 0 ist einziger Eigenwert von A.
b) A ist nicht diagonalisierbar.



Losung:

a) A ist nicht invertierbar, denn sonst wire A* # 0 fiir alle k¥ € IN. Also hat das LGS Az = 0
nicht-triviale Losungen, d.h. 0 ist Eigenwert von A.

Wire A # 0 ein Eigenwert von A, so gibe es ein x # 0 mit Az = Az. Dann folgt aber

A(Ar) = Adz = Mz = X2z # 0 und weiter durch Induktion A*z = Az # 0 fiir alle & € IN. Also
wire A* = 0 fiir alle k € N, ein Widerspruch.

b) Nach a) ist 0 einziger Eigenwert von A. Eigenvektoren sind also nur die Losungen des LGS
Az = 0. Wegen A # 0 ist der Losungsraum dieses LGS nicht der ganze IR". Also gibt es keine Basis
aus Eigenvektoren von A, A ist demnach nicht diagonalisierbar.

Aufgabe 3 (10 Punkte)
-1 -1 -1 -1
: -1 -1 -1 -1 . . . .
EsseiC=| 1 -1 _1 _q |-¢cine reelle Matrix. Bestimmen Sie ohne Verwendung des charakte-
-1 -1 -1 -1
ristischen Polynoms alle Eigenwerte und eine Basis des IR* aus Eigenvektoren von C. Geben Sie ferner
eine orthogonale Matrix B so an, dass B' C'B eine Diagonalmatrix ist.

Hinweis: Durch Riickgriff auf die Definition und genaues Hinsehen findet man alle Eigenwerte von C.
Loésung:

Man erkennt die Eigenwerte 0 (Matrix hat Rang 1) und —4 (Zeilensummen sind gleich —4) mit den
1

Eigenrdumen Eig(C, —4) =Span{ 1 } und

1
-1\ [/-1\ /-1 ~1 0 1
. 1 0 0 1 0 1
Eig(C,0) = Span{| .| || olY=Spanl| o[ 1| [_1 |}
0 0 1 0 1) \-1

Durch scharfes Hinsehen erkennt man die zweite angegebene Basis von Eig(C, 0), die schon orthogonal
ist. Also ist

1L _1 1

% i/5 % 1 —v2 0 1

2 5 0 5 1 1 V2 0 1
B=11 1 =5 5

5 0 75 3 1 0 V2 -1

1 12 1 1 0 \/§ -1

: 0 5 3

eine orthogonale Matrix (eine Orthonormalbasis B) und mit fo definiert durch fo(x) = Cx gilt:

-4 0 0 0

B KBy, KB B /- -1 T 00 0O
Mg (fc) = M= (id)MgE (fo)MRgg(id) = B CB=B OB = 0000
00 0O

Aufgabe 4 (2 /2 /3 / 3 Punkte)

Bringen Sie die beschreibenden Gleichungen der folgenden Punktmengen durch Hauptachsentransfor-
mation auf Normalform. Um welche Punktmengen handelt es sich?

a) {(v1,72) € R*|22? + 32129 — 223 — 10 = 0}

b) {(x1,22) € R*|2? — 223 — 2129 = 0}

c) {(x1,72,73) € R®| 227 — 2123 + 223 — 9 = 0}

d) {(w1,72,73) € R®| 52?2 + 222 4 223 + da129 — 4123 + Swow3 + 6 = 0}



Losung:

3
a) Esist2z%+3x1x2—2x§—1o:xTAa:—lozomitA:< %).AuspA:@—)\)(—Q—)\)—Z:

N N

(A — %)( A+ %) erhélt man die Eigenwerte % und —% und die dazugehédrigen Eigenvektoren (i’) und

-1 3 -1 .. .. . _
< 3>. S = \/#1—0 (1 3> und x = Sy iiberfithrt 2" Az in (Sy)TASy = y'STASy = y' S~LASy.
5

Die Matrix S~1AS ist aber eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten 5 und —3 auf der Diagonalen.

Die gegebene Gleichung " Az — 10 = 0 geht also iiber in die Normalform gy% — %y% — 10 = 0 bzw.

2 2
%1 — %2 = 1. Dies ist eine im y1, yo-System in Richtung der y;-Achse getffnete Hyperbel. Die y;-Achse
ist durch den Eigenvektor zu % gegeben, die yo-Achse durch den anderen Eigenvektor.

5

_1
b) Esist 22 — 222 — 120 = 2| Az mit A = ( } 3 ) pa=A+\— % liefert die Eigenwerte
-1 -

—% + %\/ 10. Berechnet man dazu Eigenvektoren (die zur Beantwortung der Fragen in der Aufgaben-
stellung aber iiberfliissig sind), so liefern diese dann die neuen y; bzw. ys-Achsen. Im y, yo-System

1 1 11
geht die gegebene Gleichung iiber in die Normalform (—5 + 5\/ 10)y? + (—5 - 5\/10) ys = 0. Diese
—_———

<0
Gleichung beschreibt 2 sich schneidende Geraden und zwar

I R A
y2 %_1_ %m Z/l .
Erkennt man, dass sich der gegebene Term x% — 21‘% — z122 in (1 — 222) (21 + x2) faktorisieren 148t,

so sieht man, dass die oben angegebenen Geraden im urspriinglichen z1, xo-System lauten: zo = %xl
und r9 = —x7.

2 0 —1
c) 227 —2rjw3+22% -9 =2"Ar — 9 mit A = 0 0 0 |.BEsistpa=-A\-1)(\-23),
-1 0 2

Eigenwerte sind also 1, 3 und 0. Also geht die gegebene Gleichung in einem entsprechenden 1, ¥, ¥3-

2 2
System iiber in die Normalform y? + 3y3 — 9 = 0 bzw. %1 + %2 = 1. Diese Gleichung beschreibt im
Y1, Y2, Yy3-System einen elliptischen Zylinder.

5 2 =2
d) Esist 5$%+2x%+2x§+4x1x2—4x1x3+8x2x3+6:xTAx+6 mit A = 2 2 4
-2 4 2
5—A 2 -2 5—A 2 -2 5-X 2 =2
det(A—XE) = | 2 2-X 4 |=| 0 6-X6-XA|=06-N] 0 1 1
-2 4 2—A -2 4 2— A -2 4 2-AX
_ (6—)\)‘5__2)\ _Q_f)\|:(6—)\)()\2—3)\—18):—()\—6)2()\+3)

Eigenwerte sind also 6 und —3. Eigenvektoren zu 6 berechnen sich als Lésungen von

-1 2 =2 0 2
2 =4 4 |x =0;alsosind [1| und | 1| zwei linear unabhéngige Eigenvektoren. Zu —3
-2 4 -4 1 0
0 =2 _1
0 2 -1 V5 3
istdann 1] x |1 = 2 | ein Eigenvektor. Wir normieren, setzen S = % % % und
— 1 _2
1 0 2 7 0 5
2
x = Sy. Dann geht die gegebene Gleichung iiber in 6y% + 6y3 — 3y3 + 6 = 0 bzw. —y? — y3 + %3 =1.

Dies stellt ein zweischaliges Hyperboloid dar. (Keine Punkte fiir —v/2 < y3 < v/2.)
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2. Ubungsblatt: Lineare Algebra II

Losungsskizzen

Aufgabe 1 (4 /3 / 3 Punkte)

Es sei V' der Vektorraum der n x n Matrizen iiber R, und (, ) : V. x V — IR sei definiert durch
(A, B) =Spur (AB). (Ist M = (a;j) eine n x n-Matrix, so ist Spur M = >7i'; a;; Spur M ist also die
Summe der Hauptdiagonalelemente von M)

a) Untersuchen Sie, welche Bedingungen fiir ein Skalarprodukt die Abbildung ( , ) erfiillt.

b) Essei U:={A € V| A symmetrisch }. Zeigen Sie, daf (, ) ein Skalarprodukt auf U ist.

¢) Im Falle n =2 sind

10 0 0 01 10 1 0 11
Bl:{<0 0)’(0 1)’(1 0>} “ndB?:{<0 1)’(0 1)’(1 1>}

Basen von U. (Kein Beweis notig!)
Berechnen Sie die Darstellungsmatrizen von (, ) beziiglich der Basen B;.
Losung:

a) (,) ist bilinear. Beweis:

<A1 + Ao, B> = Spur ((Al + AQ) : B) = Spur (AlB + A2B)
= Spur(41B)+ Spur(A3B) (klar nach Def. der Spur)
= (41, B) + (42, B)

Die weiteren Bedingungen beweist man entsprechend.
Die Symmetrie gilt ebenfalls:

(A, B) = Spur (AB) Z (Z aij ]z) = Zn: <z": bjiaij) = Spur (BA) = (B, A)

i=1 \j=1 j=1 \i=1

0 1

(, ) ist nicht positiv definit. Gegenbeispiel: A = ( 0 0

) # O, aber (A, A) = Spur (42) = 0, da
A% = 0.

b) Es bleibt nach a) in diesem Fall die positive Definitheit zu zeigen. Sei A # O symmetrisch, also
A=AT.
(A, A) = Spur (A?) = Z (Z amaﬂ) = Z (Z a?j) >0,
i=1 \j=1 i=1 \j=1

da es ein a;; # 0 gibt.

c) Wird ( , ) beziiglich By =: {Agl),Ag ,A } durch die Matrix C = (c¢;;) dargestellt, so gilt
Cij = (Agl),Agl)) = Spur (Agl)Ag-l)). Man berechnet daher direkt

1
C=10
0

S = O
N O O



Ist D = (d;;) die Matrix von (, ) beziiglich By, so kann man entsprechend vorgehen, oder man benutzt
die Transformationsformel: Die Koordinatenvektoren kp, bzgl. B; der Vektoren aus Bj sind:

1 1 1
1 0 1 0 1 1
k:31<0 1)2 L] k:Bl(O _1>: o k31<1 1): !
0 0 1
Also folgt:
1 1 1 ! 1 0 0 1 1 1 1 10 1 1
D = 1 -1 1 010 1 -1 1 |=|1 -1 0 1 -1 1
0 01 0 0 2 0 01 1 11 0 O
2 0 2
= 0 20
2 0 4

Aufgabe 2 (4 / 4 / 2 Punkte)

Es sei V' der Vektorraum der reellen Polynome vom Grade < 3 (aufgefait als Funktionen) und

(,) : VxV —Rdasdurch (f,g) = /1 f(t)g(t) dt definierte Skalarprodukt.

a) Bestimmen Sie die (, ) darstellendeol\/[atrix beziiglich der Basis B = {3, 2%, z,1}.

b) Berechnen Sie (222 + 2,23 — 22 4+ x + 1) mittels Matrizenrechnung.

c) Esseien fi, f € V definiert durch fi(x) = 22 — 1 und fa(z) = x. Berechnen Sie d(f1, f2).
Loésung;:

a) Wir nennen die gesuchte Matrix A = (a;;) und die gegebene Basis B = {by,...,bs}. Dann gilt
a;j = (bi, bj), also

1 , 1 e 1
aij = / A A e L
0 9—1—7 o 9—1i—7J
Damit erh&lt man
11 1 1
7 6 5 4
11 1 1
| 8 5 1 3
A= 11 1 1
5 1 3 2
11 1 1
1 3 2 1
b) Wegen kp(22% + ) = (0,2,1,0)" und kp(z® — 22 + 2+ 1) = (1,-1,1,1) T folgt:
1 1
-1 8 13 57 -1 113
212 5 g2 1) =(0,2,1,0)- A- :() =—
(227 +a,2” 2 + 2 +1) = (0,2,1,0) ) 15206 6 ) 60
1 1

(Das 148t sich natiirlich durch Integration iiberpriifen.)

c)
1 1
lf1— foll = /(wz—x—l)zdm: /m4—2$3—x2+2x—|—1d:§
0 0
1 1

1 /41
= 4/ —Z—-= 14+1=4/-—
\/5 2 3 T 30

Aufgabe 3 (4 / 2 / 4 Punkte)
1 1+¢ ¢

EsseiA=]| 1—-i¢ 0 —i | €Mat(3,0).
—1 1 2

d(f1, f2)




a) Geben Sie die hermitesche Sesquilinearform (, )4 explizit an.
b) Untersuchen Sie (, )4 auf positive Definitheit.

c) Beweisen Sie, dass

() CxC—C
") (w1, w2, m3), (Y1, Y2, ¥3)) = 1Yy + 0 X173 + 2297y + ToYs — i X3Y; + T3y + T3Ys

eine hermitesche Sesquilinearform ist.

Losung:
a) Es gilt
<xay>A = xT Ay
1 1+4 ¢ 7
= ($1,$2,$3) 11— 0 —1 gQ
—1 i 2 Us
= ¥ + (L4021 + i1y + (1 — §) 29y — 22735 — 1237y + 2375 + 2373
0
b) (, )a ist nicht positiv definit, denn z. B. gilt fir z = | 1 | # 0: (x,z)4 = 0.
0

c¢) Man kann entweder durch viel Schreibarbeit die Bedingungen fiir eine hermitesche Sesquilinear-
form nachpriifen, oder man erkennt (bei fest gewihlter Standardbasis)

10 i)\ /7
<Q?,y> = (331,%‘2,[173) 0 21 g?
i1 1)\

—A
Da A hermitesch ist (A = ZT), folgt aus Lemma 1.1, da88 (, ) eine hermitesche Sesquilinearform ist.

Zusatzaufgabe (4 / 3 / 3 Punkte)
Eine lineare Abbildung p : V. — V eines Vektorraumes V in sich heiflit Projektion von V', falls

p? = p gilt.

Zeigen Sie:

a) Ist p eine Projektion von V, so gilt V =Kerp @ Imp.

b) Ist U C V ein Untervektorraum von V', so gibt es stets eine Projektion p von V mit U =Im p.

c) Geben Sie fiir V = R? und U = {(z,y, 2) | 22 +y — 2 = 0} eine Projektion p wie unter b) durch
Angabe der Bilder einer Basis von R® an.

Loésung;:

a) Kerp + Imp ist ein Untervektorraum von V. Wir zeigen zunéchst Kerp + Imp = V.

Jedes z € V 148t sich in der Form = = p(x) + (¢ — p(x)) schreiben. Dafiir gilt p(z) € Imp und

z — p(z) € Kerp, denn p(z — p(x)) = p(z) — p(p(z)) = p(x) — p(z) = 0.

Damit ist V' =Kerp + Im p gezeigt, und es bleibt Kerp N Imp = {0} zu zeigen:

Sei z € Kerp N Imp. Wegen x € Kerp gilt p(x) = 0. Wegen = € Imp gibt es ein u € V mit x = p(u).

Hierauf wenden wir p an und erhalten p(z) = p(p(u)) = p(u), da pop = p. Mit p(u) = z und p(x) =0

folgt =z = 0.

b) Ist U ein Untervektorraum von V', so sei W ein Komplement von U in V, d. h. W ist ein
Untervektorraum mit U @ W = V. p : V — V sei definiert durch p(z) = p(u 4+ w) = u, falls u + w
die eindeutige Darstellung von x mit v € U und w € W ist. Fiir p gilt:

1) p ist linear. (ist klar, Nachrechnen!)

2)p*=p  (denn p*(z) = p(p(x)) = p(p(u+ w)) = p(u) = u = p(z))

3) U=Imp (klar)



c) Esist U =Span{(1,-2,0),(0,1,1)}. Wir wihlen ein Komplement W von U in R3, z.B. W =
Span{(2,1,—1)}. (W ist die Gerade durch den Nullpunkt senkrecht zu U.) p definieren wir wie in b),
d.h. p ist der durch p(2,1,—1) = (0,0,0), p(1,—2,0) = (1,—2,0) und p(0,1,1) = (0,1,1) eindeutig
bestimmte Endomorphismus von IR®.

(Anschaulich haben wir p dadurch als iibliche senkrechte Projektion auf die Ebene U definiert.
Natiirlich 148t sich W auch als jede andere Gerade durch den Ursprung wéhlen, die nicht in U liegt.
Die dann entstehende Projektion nennt man die Projektion lings W auf U.)
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3. Ubungsblatt: Lineare Algebra II

Losungsskizzen

Aufgabe 1 (3 / 7 Punkte)

a) Bestimmen Sie fiir den euklidischen Raum U aus Ubungsblatt 2, Aufgabe 1 b) eine Orthonor-
malbasis.
b) Bestimmen Sie im Vektorraum Pj der reellen Polynome von Grad < 3 eine Orthonormalbasis

1
(beziiglich (p,q) = /0 p(z)q(x) dz).

Loésung;:
a) Wir starten mit der Basis B aus 1 ¢) und fithren das Verfahren von Schmidt durch. Wegen

(o 0)-(6 =1 = (o o) wesno(5 0)-(5 2 =0mai(5 )5 1) -

ist v = 8 (1) . Entsprechend sieht man, dass

Spur( <(1) é) <(1) (1)>) = Spur( <(1) (1)>) = 2 folgt v3 = % <(1) é) {v1,v2,v3} ist eine gesuchte ONB

von U

(1) (1) schon orthogonal zu v; und wvy ist. Mit

1
b) Wir starten mit der Basis {1,z,z% 23} von P3. Wegen (1,1) = / 1dt = 1 ist w; := 1 schon

normiert. Nach dem Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren setzen wir jetzt
1 1 1
w=zx—(r,)l=0——, da/:vdac:f.
2 0 2

1 1 1
2
= dx = - = .
(w, w) /0 (x 2) T 1 ||wl| W

Es folgt: wy := (22 — 1)V/3.
Das Verfahren wird iteriert.

1
w:xz—<x2,1>1—<:L"2,(2x—1)\/3)(2x—1)\/§:x2—x+6
ol = [0 o+ e = s = =
w||* = i+ = = — w|| = —=
0 6 180 6v5
Damit wird ws := (622 — 6z + 1)v/5. Weiter:
w = x3—(2®1)1— (23 (22 —1)V3) (22 - 1)V3
— (2%, (62 — 62 + 1)V/5) (622 — 62 + 1)V/5
19 1 3, 3 1
3 2 3 2
= - (22—-1)— ~(62% — ) =2- 222+ 20— —
= 20(x ) 4(6:c 6r+1)=z 5% +5x 50
1 3, 3 1 1
2 _ 3_ 2.2 i —
lell™ = /O(x 2% T57 200 ¥ = 300
1
wy = \/2800(x3—gx2+§x—%):(20x3—30x2+12x—1)\f7

B = {w, w2, w3, wy} ist eine Orthonormalbasis von Ps.



Aufgabe 2 (5 / 5 Punkte)
a) Im euklidischen Vektorraum V' = C[—1,1] mit dem tiblichen Skalarprodukt

1
(f.g) = / F()g(t)dt sei U= {f €V f(z) = f(=) fiwr alle x € [1,1] }.
(U ist ein Teilraum von V', der Raum der geraden Funktionen; kein Beweis notig.)
Bestimmen Sie das orthogonale Komplement U+ von U in V.
b) Essei U =Span{(0,1,0,1),(,0,1,0),(0,i,4,0)} und (x,y) = 2" -7 das Standard-Skalarprodukt
im €*. Bestimmen Sie orthonormale Basen von U und von U~.
Losung:
a) Jede Funktion ! € V' 148t sich eindeutig als Summe einer geraden Funktion g und einer ungeraden
Funktion A (d. h. h(x) = —h(—=) fiir alle ) schreiben. Aus dem Ansatz [(z) = g(z ) h(z) folgt ndmlich

l(~z) = g(~x) + h(~2) = g(z) — h(z), also g(z) = 3(I(z) + (~x)) und h(z) = 5(I(z) — {(~2)), und
diese Funktionen g und h sind gerade bzw. ungerade Funktionen. Nun folgt:

leUt ) =0 fiir jedes I € U

/ x)dxr =0
[ ot

x))f(z)dx =0 falls | wie oben aufgespalten

/ d:v+/ h(zx

1

IIIIIHI

Das Integral II ist stets 0, da h eine ungerade und f eine gerade Funktion ist, der Integrand also
ungerade ist. Im Integral I sind f und ¢ gerade Funktionen. I ist genau dann 0 fiir alle f € U, wenn
g = 0 ist. Also folgt:

le Ut <= |=h <= [ist ungerade Funktion.

Damit erhélt man UL = {f € V; f(x) = —f(—2) fiir alle z € [-1,1] }.

b) Die Vektoren (0,1,0,4) und (7,0,1,0) sind schon orthogonal. Normierung liefert also

wy = %(0,1,0,1’), wy = %(i,O,l,O). Mit v = (0,4,4,0) wird nun w = v — (v, wi)w; — (v, w2)ws
gesetzt, also

1 1 1 1

L 0,1,0,4) — —= - ——(4,0,1,0) =
7 \/5( ) 7 ﬁ( )= (
Wegen ||w|| = 1 folgt w3 = w. B = (w1, ws,ws3) ist eine ONB von U. Um eine ONB von U~ zu
erhalten, ergiinzen wir B zu einer Basis des €%, z.B. durch es. Fithren wir nun das Schmidt’sche

Orthonormalisierungsverfahren mit wi, wo, ws, e4 weiter, so liefert der sich ergebende Vektor w4 eine
ONB von U+. Mit v = ey folgt

i

7
= (0,4,,0) — — -
w (72727> 722)

N —
l\')\)—t

w = v—(v,w)w — (v, w2)ws — (v, W3)wW3
] 1 1117 ¢ 1 172 1
— (0,0,0,1) 4 —= - —(0,1,0,d) — = (=, -, L = o2
0,00)+ 7 5010056523 =Cop 27
und w4:mw:( %% %,%) ist eine gesuchte ONB von U+,

Aufgabe 3 (5 / 5 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass im R? die Hintereinanderausfithrung von zwei Spiegelungen an Geraden durch
den Ursprung eine Drehung ist.

a) Spiegeln Sie zunichst an der durch y = x gegebenen Geraden, anschlieend an der Geraden

R \_/21)»’ . Welche Matrix beschreibt die entstehende Drehung? Um welchen Winkel wird gedreht?



Losung:

a) 1, seien die Spiegelungen, A, Ao die zugehorigen Spiegelungsmatrizen. Dann sind A; und A,
orthogonal und det A; = det Ay = —1. Zu 1 o w9 gehort die Matrix Ay - Ao; diese ist orthogonal und
det(A; - A2) = (—1) - (—1) = 1; also ist A - Ay eine Drehmatrix, d.h. @1 o 9 ist eine Drehung.

-1
b) 2 sei die Spiegelung an y = x, ¢; die Spiegelung an R ( \/§> Es ist @9 (é) = (?) Die

Spiegelachse IR ( \/§> schlieft mit der positiven y-Achse einen Winkel von 30° ein, also schlieit ¢

mit der positiven y-Achse einen Winkel von 60° ein. Damit wird bei @1 o @9 der Vektor (é) um
90° + 60° = 150° gedreht.

. <cos 150° —sin 150°> . <_\/§ 1

sin 150° cos 150° 1 — \/§> beschreibt also die Drehung 1 o 2, eine Drehung

um 150°.
Man kann natiirlich auch die einzelnen Abbildungsmatrizen bestimmen und deren Produkt bilden.

-2

Zusatzaufgabe (6 / 4 Punkte)

a) Es seien U, W Untervektorrdume des endlich dimensionalen euklidischen Vektorraums V.
Zeigen Sie: (UNW)t =U++ W+
b) Zeigen Sie: Ist B := {a,b,c} eine Orthonormalbasis im R* und sind «, 3, v die Winkel zwischen
z # 0 und a, b, ¢, so gilt:
cos? o+ cos? B+ cos?y =1.
Losung:
a) (i) Beh.: (UNW)+ c UL+ W+
Bs ist U+, W+ c U+ 4+ W+, Damit gilt nach Stundeniibung (U+ + W)+ c U+t = U und (U* +
wht ¢ wtt = W. Also folgt (U+ + WH)L C U N W. Damit liefert wieder die Stundeniibung
UNW)tcUt+w.
(ii) Beh.: U+ + W+ c (Un W)t
Es ist UNW C U, W, also nach Stundeniibung U+ C (UNW)+ und W+ c (UNW)L. Da (UNW)+
ein Untervektorraum ist, ist dann auch U+ + W+ c (U n W)+,

b) Essei x = aja+ agb+ age. Bildet man auf beiden Seiten das Skalarprodukt mit a, mit b und mit
¢ und beriicksichtigt, dass {a,b,c} eine Orthonormalbasis ist, so folgt:

(%) (rya) =a; , (z,b)=as , (z,¢)=as.

Ferner gilt ||z|? = (z,2) = a? + a3 + d3. Es ist

(2,a) (2,b) (2,c)
cosa = ) B = , cosvy = .
=] lla| ]| |o] ]| lc]

Daraus folgt nun mit () und ||a||?> = ||b||? = ||c[|? = 1:

A S S 4

1
[ Y

cos® a + cos?  + cos? y =
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4. Ubungsblatt: Lineare Algebra II

Losungsskizzen

Aufgabe 1 (3 / 7 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass O(n) := {A € GL(n;R)|A™! = AT} mit der Matrizenmultiplikation eine
Gruppe bildet.

b) Zeigen Sie: Ist A € O(n) eine obere Dreiecksmatrix, so ist A eine Diagonalmatrix.

Loésung:
a) Esist E € O(n). Sind A, B € O(n), so folgt:

(AB)'=B"'-A'=B"-AT=(4B)",
also ist AB € O(n). Schliellich ist mit A € O(n) auch A=! € O(n); denn
(AhH =@ t=@ht.

b) Zunéchst gilt: Ist

(%) A= "

orthogonal, so ist A* orthogonal. Man berechnet namlich

also (A*)T A* = E,,_1, d. h. A* ist orthogonal.
Wir beweisen die Behauptung nun durch wvollstindige Induktion iiber n.
Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen.

ail a2 ... Qip

0 a2
Sei also A = , . orthogonal. Wir berechnen AT A und miissen F, erhalten.

0 Gnn,
Zunichst folgt a2, = 1, also a1 # 0. Multiplizieren wir weiter die erste Zeile von AT mit den Spalten
von A, so erhalten wir aj1a12, ..., a1161,. Alle diese Elemente miissen 0 sein. Wegen a11 # 0 folgt also
ajz = ... = a1, = 0. A hat also die Gestalt aus (), wobei A* eine obere Dreiecksmatrix und orthogonal
ist. Auf A* 148t sich also die Induktionsvoraussetzung anwenden, d. h. A* ist eine Diagonalmatrix.
Damit ist A als Diagonalmatrix nachgewiesen.



Aufgabe 2 (10 Punkte)
Beziiglich der Standardbasis S werde f : R> — R? dargestellt durch

1 1 1 1 1
. V345 V-3 —3V2
Mg(f)=1 3vV3—3 1V3+1 —-1V2
Wi e L3
Zeigen Sie, dass f ein orthogonaler Endomorphismus ist, und geben Sie eine Basis B an, so dass
MZE(f) die Gestalt aus Theorem 3.2 besitzt.
Losung:
Die gegebene Matrix bezeichnen wir auch mit A. Zunichst rechnet man AA"T = E nach, d.h. f ist ein
orthogonaler Endomorphismus.

1 1
An der Matrix erkennt man leicht, dass M5(f) | =1 | = | =1 | gilt. Also ist | —1 | ein Eigenvektor
0 0 0

zum Eigenwert 1 und damit ein Vektor in Richtung der Drehachse.
Wir bestimmen nun eine Basis B, beziiglich der die f darstellende Matrix die Gestalt aus Theorem
3.2 besitzt. Dazu wihlen wir als Basis die Orthonormalbasis B = {b;, bz, b3} mit

1 1
bii=—(1,-1,0)" , bo:=—(1,1,0)7 , b3=0by xby=(0,0,1)" .
1 \/ﬁ( ) 2 \/5( ) 3 1 2 ( )
1 1 1 1
0 0 0 0 1
1 0 0
WEMG(HW = | 0 3V3 —3
0 3 V3

Aus cosa = % 3 und sina = % ergibt sich a = . f ist also eine Drehung um b; um %.

Aufgabe 3 (10 Punkte)
Es sei (V,(, )) ein euklidischer Vektorraum. Fiir 0 # a € V sei ¢, : V. — V definiert durch

o) =2—2 {a, 2) a. Zeigen Sie:
a,a
(i) wala) =—a (il) paop, =1id (iii) ¢q ist selbstadjungiert (iv) g ist orthogonal
Loésung;:
Zunichst folgt leicht, dass @, linear ist, da ¥ (x) = x und Ya(z) = g‘;zga (¢; : V. — V) linear sind,
und @, = ¥ — 219 ist.
: (a,a)
a - -2 - -
(i) @ala) a @ a>a a
.. a,x a,x ,
() puloale) = o200 = ule) <200 (). da g lnear
a,x a,x :
= —ZEG aia+22a ai nach (i)
= =z
a,x a,x
() (alah) = -2 Tay) = o) -2 )
(a,y) 7
— — 2 fy
(@ = 2200, da aa) = (n.a
(x, a(y))

(iv)  (pal®), Pa(y)) - (z,a(¢a(y))) = (x,y) nach (iii) und (i)



Zusatzaufgabe (10 Punkte)

Eine Matrix A € Mat(n; K) heifit idempotent, falls A%2 = A gilt.

Es sei K ein Kérper mit 1+ 1 # 0. Zeigen Sie, dass fiir A € Mat(n; K) #quivalent sind:
(i) A’2=FE

1
(ii) i(E — A) ist idempotent.

(iii) A ist dhnlich zu einer Diagonalmatrix mit Diagonalelementen +1.
Losung:
Wir schliefen (1) = (ii) => (iii) = (i) . Es sei B := (E — A).
(i) = (i) :
Es sei A2 = E. Dann gilt

1 1 1
32:Z(E—A)(E—A):Z(EQ—A—A—I—A2):§(E—A):B,

also ist B idempotent.

(il) = (iii) :

Wir zeigen: Fiir alle x € K™ gilt Az = x oder Az = —=.

Da B idempotent ist, gilt nach Hausiibung 2 (Zusatzaufgabe): Ker B&Im B = K".

Ist nun x € K™ mit x € Ker B, so ist Bz = 0, d. h. %(E — A)x =0, also Az = x.

Ist z € K™ mit x €Im B, so gibt es y € K™ mit By = x. Wir multiplizieren von links mit B und
erhalten unter Benutzung von B? = B: z = Bz. Dies liefert $(E — A)z = z oder Az = —x.

Wir haben gezeigt, dafl jeder Vektor des K™ Eigenvektor von A zum Eigenwert 1 bzw. zum Eigenwert
—1 ist. Also gibt es eine Basis des K™ aus Eigenvektoren. A ist diagonalisierbar und die Diagonalmatrix
enthélt auf der Diagonalen die Eigenwerte von A, also nur die Elemente +£1.

(iii) = (i) :

Nach Voraussetzung gibt es eine invertierbare Matrix W mit

+1 0
W tAW = ,
0 +1
Es folgt:
E=W1Aw)(WtAw) = w1 A2w

Multiplikation von links mit W sowie von rechts mit W~ ergibt A? = E.
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5. Ubungsblatt: Lineare Algebra II

Losungsskizzen

Aufgabe 1 (10 Punkte)
Es sei V' der euklidische Vektorraum der Polynome vom Grad< 1 mit dem Skalarprodukt (p,q) :=

1
/ p(z)q(x) dz. Der Endomorphismus f : V. — V sei definiert durch f(p) := p’. Ist f selbstadjun-
0
giert? _
Bestimmen Sie den zu f adjungierten Endomorphismus fadJ (z.B. durch Angabe einer Abbildungs-
matrix).
Losung:
Wir withlen die Orthonormalbasis B = {1, (2 — 1)/3} von V - siehe 3. Ubungsblatt, Aufgabe 1 b).
Dann gilt M5 (f) = ( 8 2\0/3 ) Da diese Matrix nicht symmetrisch ist, ist f nicht selbstadjungiert.

Zur Berechnung der Abbildungsmatrix M5 ( fadj) benutzen wir die Definition der adjungierten Ab-
bildung. Fiir alle v,w € V mufl ndmlich gelten:

(f(w),w) = (v, F2% (w))

Das Skalarprodukt wird beziiglich B durch die Einheitsmatrix dargestellt. Bezeichnen wir mit kp(v)
den Koordinatenvektor von v beziiglich der Basis B, so besagt diese Gleichung;:

(ME(f)kp(0)T - kp(w) = kp() " (ME(F) kp(w) < kp(w) ME(FAV)kp(w)  fiir alle v,w e V.

Jetzt bendtigen wir die folgende Aussage iiber Matrizen:

Gilt fiir alle 2,y € R™ die Gleichung =" Ay = =" By, so ist A = B.

Beweis:  Es ist e;rAbj = a;j. Damit folgt durch Spezialisierung auf die Vektoren der Standardbasis
Qi5 = bij fiir alle i,j, also A = B.

Damit folgt aus (+):  ME(adi) = (MB(f)T = ( 2\% 8 )

Bemerkung: Es gilt allgemein M5 ( fadj) = (ME(f))" fiir eine Orthonormalbasis B, wie wir
gerade gezeigt haben.

Aufgabe 2 (5 / 5 Punkte)

a) Bestimmen Sie jeweils Index und Signatur der Form (, )4, wobei

=y ¢ 113
i) A=| -2 1 2 (i) A=
1 2 0 -1 -1 0 1
2 2 10
b) Gegeben sind die Matrizen

1 2 -3 1 -3 2

A= 2 5 -4 und B=| -3 7 -5

-3 -4 8 2 -5 8

Untersuchen Sie, ob es eine reelle invertierbare Matrix W gibt mit A = W T BW, und bestim-
men Sie gegebenenfalls solch eine Matrix W.



Losung:

a) Wir wenden das Verfahren aus der Stundeniibung an und fithren beide genannten Verfahren je
einmal durch. Bei A fithren wir an F elementare Zeilenumformungen durch. Rechts werden jeweils die
Additionsanweisungen fiir die Zeilenumformungen angegeben.

1 -2 1 1 0 012 -1
-2 1 2 0 1 01

1 2 0 0 0 1 1

1 -2 1 1 0 0

0 -3 4 2 1 0

0 4 -1|-1 0 1

Die den durchgefiihrten Zeilenumformungen entsprechenden Spaltenumformungen bestehen darin, das
2—fache der ersten Spalte (der linken Matrix) zur zweiten Spalte zu addieren und anschlieBend das
(—1)—fache der ersten Spalte zur dritten Spalte. Das fithrt auf die folgende Matrix, bei der dann gleich
wieder Zeilenumformungen an Zeile 3 durchgefiihrt werden.

1 0 0] 1 00
0 -3 4| 2 1 0|3
0 4 —-1|-1 0 1|1
1 0 0] 1 00
0 -3 4] 2 1 0
0o o0 Bl 34

Fiihrt man nun noch die entsprechende Spaltenumformung durch und multipliziert die letzte Zeile und
Spalte jeweils mit 3, so erhélt man die folgende Endmatrix:

1 0 0] 10 0
0 -3 0] 21 0
0 039 | 54 3

A ist nun diagonalisiert.
Man erkennt: A hat den Index 2 und die Signatur 1. Eine Matrix W, die auf die angegebene Diago-

1 2 5
nalmatrix transformiert, ist die Matrix W =| 0 1 4
0 0 3

Bei B ist a; = 0 fiir alle i € {1,2,3,4}. Nach unserem Verfahren addieren wir wegen aj # 0 Zeile 2
zu Zeile 1 und Spalte 2 zu Spalte 1 und fithren dann den Kalkiil entsprechend weiter. Hier wenden wir
auf E die elementaren Spaltenumformungen an; angegeben sind die zugehérigen Zeilenumformungen:

0 1 -1 21 2 1 -2 4|—-3 1 -2
1 0 -1 21 1 0 -1 2| 1
-1 -1 01 -2 -1 01 1
2 2 10 4 2 10 1
1 0 00 1 0 00
0 1 00 1 1 00
0 0 10 0 0 10
0 0 01 0 0 01
2 0 0 0 2 0 00
0 -4 0 0 0 —3 00
0o 0 -2 5|3 0 0 -2 0
0 0 5 —8|1 0 0 0 3
1 —3 1 -2 1 -3 1 1%
1 3 1 =2 1 5 141
0O 0 1 O 0O o0 1 %
0 0 0 1 0 0 0 1




A besitzt den Index 2 und die Signatur 0.
Eine Matrix W, die auf die erzeugte Diagonalmatrix transformiert, lautet

oS O = =
S O NN
O = =
— NIOT N DOl

b) Wie bei a) bringen wir A und B (durch Zeilenumformungen) auf Diagonalgestalt.

1 2 -3 | 1 00 1 0 0 | 1 0 0 1 0 0 | 1 0
2 5 -41]010]~01 2] -210]~1]01 0] -2 10
-3 —4 8 ] 0 0 1 02 -1 1] 301 00 -5 | 7 =21
1 -3 2 1 0 0 1 0 0 | 1 0 0 1 0 0 | 1 0 0
3 7 5] 010|~|04 1] -201]~[04 0] —20 1
2 -5 8 | 00 1 01 -2 | 310 00 -9 | 72 -1
Da A und B gleichen Index und gleiche Signatur haben gibt es eine Matrix W mit W' BW = A.
10 0
Solch eine Matrix findet man, indem man A und B zun#chst auf die gleiche Form | 0 1 0
0 0 -1
transformiert:
—9 T
1 0 0 1 0 0 1 2 -3 V5
01 o0 |=[ -2 1 0 2 5 —4 0 1 —%
00 -1 - -2 X -3 -4 8 1
NG V5 Vb 0 0 7
T A
P P
_ 7
10 0 L0 0 13 2\ (1 71 3
01 o|=|-"10 3 -3 7 -5 0o o0 2
00 -1 T2 1 2 -5 8 0 1 -1
QT b Q

Nun erhiilt man A= (PT)"'. QT -B-Q-P~' = (QP 1) B(QP™!) und damit

w W
11 3V5-5
1 2 -3
Pl=1l01 2 md W=QP'=|[00 2V5
0 0 V5
0 5 1-3V5

Aufgabe 3 (2 /4 / 4 Punkte)

Untersuchen Sie die folgenden Matrizen auf positive Definitheit:
1 -3 -1 4

4 -2 =3
a) A=| -2 3 2 b)A:_31112
3y s -1 1 9 -1
4 2 -1 13
. 1
Losung:
a) Wegen 4 > 0, det _;l _3, =12 -4 =8 > 0 und det(A4) > 0 folgt die positive Definitheit

sofort aus dem Hurwitz-Kriterium.



b) Man kann wieder das Hurwitz-Kriterium anwenden, muf aber bis det(A) rechnen. Besser ist das
Verfahren der Stundeniibung zur Erzeugung der Normalform des Satzes von Sylvester, das man hier
nur auf A anzuwenden braucht.

1 -3 -1 4 1 0 0 O 1 0 0 0

-3 11 1 2 0o 2 -2 14 02 0 0
o >

-1 1 9 -1 0o -2 8 3 0 0 6 17

4 2 -1 13 0 14 3 -3 0 0 17 -101

Hier erkennt man, dass beim letzten Schritt unten rechts eine negative Zahl entsteht. Also ist A nicht
positiv definit.
c) Wir betrachten den Vektorraum der Polynome vom Grad kleiner n versehen mit dem Skalarpro-

1
dukt (p,q) := / p(x)q(z) dz und darin die Basis B = (1,z,22,...,2"!). Das Skalarprodukt wird in
0

1 1
B gerade durch die Matrix A dargestellt, da / Fdr = Pl Also ist A positiv definit.
0

Zusatzaufgabe (10 Punkte)

Es sei A eine hermitesche n x n-Matrix iiber € und x4 = Z?:o ajasj sei das charakteristische Polynom
von A. Zeigen Sie:
A ist genau dann positiv definit, wenn fiir j =0,1,...,n gilt: (=1)7a; > 0.

Losung:

Da A eine hermitesche Matrix ist, sind alle Eigenwerte reell und xa zerfillt in Linearfaktoren. Sei
n

also ya(z) = H()\j — x). Multipliziert man dieses Produkt aus und berechnet den Vorfaktor von
j=1

27, also aj, so muss man j-mal den Faktor —z und n — j-mal einen Faktor der Form A, wéhlen. Ein

Koeffizientenvergleich mit der vorgegebenen Form von x4 ergibt daher

a; = (—1)7( > Ny kg e Mk j)
1<ki1<ko<...<kn_j<n

Sei nun A positiv definit. Dann sind nach Vorlesung alle Eigenwerte von A positiv. Damit ist auch
jeder Term hinter dem Summenzeichen auf der rechten Seite der Gleichung positiv und es ergibt sich
die gewiinschte Aussage iiber die Koeffizienten von y 4.

Nun gelte die Bedingung iiber die Koeffizienten. Wir zeigen, dass alle Eigenwerte von A positiv sind.
Daraus folgt dann nach Vorlesung die positive Definitheit von A.

Angenommen, c ist ein Eigenwert von A mit ¢ < 0. Dann ist ¢/ < 0 fiir ungerades j und ¢/ > 0 fiir
gerades j.

Nach Voraussetzung ist daher ajcj > 0 fiir ungerades und ajcj > 0 fiir gerades j. Es ist ag > 0 nach
n

Voraussetzung und da alle anderen Terme ajcj > 0 sind, folgt Z ajcj = xa(c) > 0, ein Widerspruch
§=0
zu xA(c) =0 (c ist Eigenwert von A!).
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6. Ubungsblatt: Lineare Algebra II

Losungsskizzen

Aufgabe 1 (6 / 4 Punkte)

Bestimmen Sie jeweils h :=ggT(f, g) in K[z], und geben Sie Polynome ¢1, 2 € K|x] an
mit = q1f + q29.

a) f=20+2"-33+222+z2-1undg=2*+23+2—1in R[z].

b) f=a+2*+22+zund g =2%+ 2%+ 2% +2° + 1 in Fa[z]

Losung:
a) Jeweils durch Polynomdivision erhélt man:

f = @Qe-D@a*+23+2-1)+ (22" + 42— 2)
=p1
g = (—3z-3)-p1+ (22" +22-2)
—_——
=p2
pr = (—xz+1)-po

Also gilt:  h =ggT(f,g) = %pg =22+z—-1
Riickwiartseinsetzen liefert:

1 1 1 1 1 1
h = —g+(Ga+)pm=-g+Gr+)(f—(2e—1
59+ (e + e =59+ (Qz+ )(f — (22— 1)g)
1 1, 1 3
= (f:c—i-z)f—k(—gx —Zx—i-z)g
a a2
b) Esist St = x(x5+m4+x2—|—:v)—|—1:4+x2—|—1
P4t +r = @+D@+22+1) + 2341
st +1 = z(@®41) + 22+l
2?4+l = (+)@@*+z+1)

Also ist h =ggT(f,g) = 2>+ + 1.

h = (@t+224+ 1) +z2@+1) =@ +22+ ) +2(f+ (@ + Dt + 22 +1))
= @+ + )/t ) taf=(g+af)@®+z+1)+af
= @+ f+ (@ +z+1)yg

Aufgabe 2 (5 / 5 Punkte)

f,g und h seien Polynome iiber dem Koérper K. Zeigen Sie:
a) Es gibt genau dann Polynome p, ¢ mit pf + qg = h, wenn ggT(f, g) | h.
b) Die Ideale (f,g) und (ggT(f,g)) sind gleich.

Losung:

a) Seis=ggT(f,g).

Es gebe zunéchst hy, he mit hy f + heog = h. Da s|f und s|g, gibt es r; und ry mit sy = f und sro = g.
Einsetzen liefert s(hir1 + hore) = h, also s|h.



Zum Beweis der Umkehrung sei s ein Teiler von h, d. h. es gibt ein Polynom r mit sr = h. Nach a)
gibt es Polynome pi,ps mit p1f + pog = s. Dann ist pyrf + perg = h, also erfiillen hy := pir und
ho := paor die Forderung.

b) Nach a) gilt ggT(f, ) € (f,9), also (g8T(f,9)) C (/. 9)-

Sei h € (f,g), etwa h = p1f+p2g. Nach b) folgt ggT(f, g)|h, d.h. h = q-ggT(f,g), also h € (ggT(f,g)).

Aufgabe 3 (3 / 3/ 4 Punkte)

Stellen Sie jeweils die Polynome iiber dem genannten Koérper K in der Form des Satzes 6.4 dar (also
als Produkt aus Polynomen vom Grad 1 und ein Polynom ohne Nullstellen in K).

a) 2%+ a*— 23— 22— 42 +4 und 2* 4 822 + 15 iiber R und iiber €.

b) f und g aus Aufgabe 1 b) iiber FFa.

c) 2°—fat+ Lt 4222 —x+ § iiber Q.

Loésung:

a) Bssei f=a%+2% 23— 2242 +4und g = 2* + 822 + 15.

Man rit zweimal 1 als Nullstelle von f, ferner ist —2 eine Nullstelle. Polynomdivision liefert daher
f=(x—1)2%x+2)(2% + v +2). 22 + = + 2 besitzt in R keine Nullstelle, also haben wir die gesuchte
Zerlegung iiber R gefunden. Uber € gilt (Nullstellen von 22 + x 4 2 bestimmen):

f= @12+ 2 - (5 + VT~ (—3 — 5V7)
2 2 2 2
Bei g gilt g = (22 4+ 3)(2? + 5). Diese beiden quadratischen Polynome besitzen in R keine Nullstellen.
Also besitzt g in IR keine Nullstellen und g selbst ist die gesuchte Zerlegung.
Uber € besitzt g genau 4 Nullstellen, die man an g = (224 3)(22 4 5) erkennt. Die gesuchte Zerlegung
lautet daher

g=(x—V3i)(z+V3i)(z - V5i)(z+V5i).

b) Aus a) folgt f = (2 + x + 1)(23 + ). Nun besitzt 22 + x + 1 keine Nullstelle in IFy. 23 + x L8t
sich weiter zerlegen, und man erhilt: f = z(z + 1)%(2® + 2 + 1).

Bei g erkennt man direkt, dass es keine Nullstellen in IFy besitzt (¢(0) = g(1) = 1). Also ist g die
gesuchte Zerlegung.

c) Wir bezeichnen das Polynom mit - und suchen Nullstellen von h. Es ist h(b) = 0 genau dann,
wenn 18h(b) = 0 ist. Nach der Stundeniibung kennen wir die Kandidaten fiir rationale Nullstellen.
Es sind Briiche ~ mit 7|2 und s|18. So findet man die Nullstellen %, . Polynomdivision liefert h =
(z— 3)(z — §)(z® +2). 23 + 2 besitzt (wieder nach Stundeniibung) keine Nullstelle in Q. Also ist die
gesuchte Zerlegung von h gefunden.

Zusatzaufgabe (3 /3 / 4 Punkte)

Es seien I; und I Ideale im Polynomring K[z]. Beweisen oder widerlegen Sie:
a) I; NIy ist ein Ideal.
b) [I; U1, ist ein Ideal.
c) I+ I ist ein Ideal. (Dabeiist I} + I :={P+ Q|P € I, und Q € I»}.)

Losung:

a) ist wahr. Beweis:

(I1) ist erfiillt, da der Durchschnitt von Untergruppen eine Untergruppe ist.

Zu (12): Sei Pe I1 NIz und Q € K[z].

Dann ist P € Iy, also QP € Iy, da I; ein Ideal ist. Ferner gilt auch P € I, also QP € I, da I3 ein
Ideal ist. Folglich ist QP € I1 N Is.

b) ist falsch.

Gegenbeispiel: I; = (z), I = (1 + z), K beliebig.

Esist 1 ¢ 1 Uly, denn 1 ¢ I} und 1 ¢ I,. Wire I; U I ein Ideal, so miifite nach (I1) gelten:
(14 2)—x=1¢€ I Ul Widerspruch!



c) ist wahr. Beweis:

(I1) gilt, da I; + I5 eine additive Untergruppe von K|z] ist.

Da 4+ kommutativ ist, ist mit P,QQ € I; + Is auch P+ Q € I + I>. Es gilt natiirlich das
Assoziativgesetz; ferner ist 0 € Iy +15,da 0 € I; und 0 € I5. Ebenfalls wegen der Kommutativitit
von + erkennt man, dafl zu P = P; + P» € I; + I» das Polynom —P; — P> € I1 + I, invers ist.

(Bemerkung: Man beachte, daf§ hier die Kommutativitdt von + benétigt wird. In beliebigen
Gruppen ist mit Untergruppen Uy, Us die Menge Ui U, i. a. keine Untergruppe!)
(12) Sei P € K[CC] und Q € I1 + I, d. h. Q = Q1 + Q2 (Ql S IZ)

Es gilt PQ = P(Q1 + Q2) = PQ1 + PQ2, da K|x] ein Ring ist. Es ist PQq € I, da I; ein Ideal
ist und PQ> € I, da I ein Ideal ist. Also ist PQ € I1 + Is.
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7. Ubungsblatt: Lineare Algebra II

Losungsskizzen

Aufgabe 1 (7 / 3 Punkte)

Bestimmen Sie bei den folgenden Matrizen jeweils das Minimalpolynom:
9 1 _9 2 8 0 3
a) A= < bl > B = 1 2 2 C = 02 11
11 9 9 1 0 0 4 2
0 01 3

b) A eMat(n; K) idempotent

Losung:

a) Man erkennt leicht A —rE # 0 fiir alle r € R und A% = 24, daher ist ua = 2% — x (= pa).

Man berechnet pg = —(x—3)%(z+3). Also kommen fiir g nur die Polynome z—3, x+3, (z—3)(x+3)
und —pp in Frage. Man sieht B —3FE # 0 und B+ 3E # 0 und berechnet (B —3E)(B+3E) = 0, also
ist up = (x — 3)(z + 3).

Fiir das charakteristische Polynom von C' erhélt man sofort

po=(z—2)*((x —4)(x - 3)-2) = (z — 2)*(z - 5) .
Fiir pue gibt es nur die folgenden Moglichkeiten:
(x=2), (=5, (-2, (-2, (z-2)(x—5), (z-2)%(x~5), pc .

(Es gibt sogar nur die letzten 3 Moglichkeiten, da pc die gleichen Linearfaktoren enthalten muf3 wie
pc - aber das ist in der Vorlesung noch nicht bewiesen worden!) Man rechnet nach:

C—-2E#0,C—-5E#0, (C—-2E)?#0, (C —2E)(C—5E)#0, (C—2E)*(C -5E)=0.

Also gilt po = (v —2)(x — 5).

b) Sei A # 0 idempotent, d. h. A?> = A, also A2 — A = 0.

Ist A= F, so gilt ua = x — 1, denn dies ist das normierte Polynom kleinsten Grades, welches E als
Nullstelle besitzt.

Ist A # E, soist A2 # A und wegen A? — A = 0 ist A Nullstelle des Polynoms P = 22 —z = x(z — 1).
Also gilt pa|z(x —1). Wegen pg # x und pyg # x — 1 gilt pg = z(z — 1).

Aufgabe 2 (5 / 5 Punkte)
a) Beweisen Sie (ohne den Satz von Cayley-Hamilton zu benutzen):
Ist A € Mat(2; K), so gilt pa|pa.
b) Es sei A € Mat(n; K). Zeigen Sie, dass A und AT dasselbe charakteristische Polynom und
dasselbe Minimalpolynom haben.
Losung:
a) Ist A = Z; Z;z ), so ist pa = 22 — (a11 + az)r + (ai1a22 — a12a21). Damit berechnet
sich pa(A) = A2 — (a11 + a22)A + (a11a22 — a12a21)E = 0. Also gilt pa|pa, nach Definition des
Minimalpolynoms.



b) Esist pg = det(A — AE) =det(A — AE)" =det(AT — \E) = py.

Sei ¢ € K[z] ein Polynom. Dann folgt aus den Rechenregeln fiir das Transponieren einer Matrix:
(q(A)T = q(AT). Tst also g(A) = 0, so auch g(A") = (g(A))T = 0. Also gilt pa = puT.

Aufgabe 3 (10 Punkte)

Zeigen Sie, dass die folgenden Matrizen A, B € Mat(4, R) simultan diagonalisierbar sind und geben
Sie eine Matrix T' € GL(4, R) an, so dass T-'AT und T~! BT Diagonalmatrizen sind.

-1 -4 0 4 9 o5 3 -10
-4 -1 0 4 6 7 3 -9
A= -4 -4 -1 8 , B= -2 -5 -1 5
-4 -4 07 8 & 3 -9

Hinweis: 1 und 2 sind die Eigenwerte von B.

Losung

Aus Platzgriinden schreiben wir Vektoren als Zeilen.

Man berechnet zunichst das charakteristische Polynom pa(z) = (z + 1)?(x — 3)?;
ferner Eig(A, —1) =span{(0,0, 1,0), (1,1,0,1)} und Eig(A4, 3) =span{(-1,1,0,0),(1,0,1,1)}.

Auf die Berechnung von pg kann man nach dem Hinweis verzichten.

Es ist Eig(B, 1) =span{(1,1,-1,1),(—-1,-2,6,0)} und Eig(B,2) =span{(1,0,1,1),(5,3,0,5)}. Zu A
und B existieren daher Basen aus Eigenvektoren, also sind A und B diagonalisierbar. Ferner rechnet
man AB = BA nach.

Damit sind die Voraussetzungen von Satz 7.1 erfiillt, also existiert eine Basis aus gemeinsamen Eigen-
vektoren.

Wir starten mit W =Eig(A4, —1) und berechnen W, = WNEig(B,1) =span{(1,1,—1,1)} und Wy =
WnNEig(B,2) =span{(3,3,-2,3)}.

Nun setzen wir W =Eig(A,3) und berechnen wieder W7 = WnNEig(B,1) =span{(2,1,3,3)} und
Wy = WNEig(B,2) =span{(1,0,1,1)}.

Diese 4 berechneten Vektoren bilden eine Basis aus gemeinsamen Eigenvektoren und mit

1 3 21 1 00 0 100 0
|t 310 .. | 0 =100 i | 0200
Ti=1 1 9 g |sltT AT= o o030 T BT=¢o01 0
1 331 0 0 0 3 000 2

Zusatzaufgabe (10 Punkte)

Es sei A € Mat(n; K), A # 0 und fiir das Minimalpolynom g4 gelte: Ist @ ein Teiler von 4, so ist
deg(Q) = 0 oder deg(Q) = n.

Zeigen Sie, dass dann K[A], versehen mit der Addition und Multiplikation von Matrizen, ein Kérper
ist.

Loésung:

Da K[A] ein Vektorraum ist, ist (K[A],+) eine abelsche Gruppe.

Wegen A # 0 ist A = E € K[A], also besitzt die Struktur ein Einselement. Die Distributivgesetze
gelten fiir Matrizenaddition und Matrizenmultiplikation; ferner gilt das Assoziativgesetz der Multipli-

kation. Die Multiplikation ist auch kommutativ, denn:
Sind M, N € K[A], so gibt es Polynome f, g € K[x] mit M = f(A) und N = g(A). Nun ist

MN = f(A)g(A) = (f9)(A) = (9/)(A) = g(A) f(A) = NM .
Zu zeigen bleibt also: Ist g ein Polynom mit g(A) # 0 (Nullmatrix), so existiert ein B € K[A], also
ein Polynom h mit g(A)h(A) = E. (Und nur hierfir braucht man die in der Aufgabe genannten
Voraussetzungen!)
Es ist pug kein Teiler von g, da sonst g = pah, d.h. g(4) = pa(A)h(A) = 0, im Widerspruch zu
g(A) # 0. Da py nach Voraussetzung keine echten Teiler besitzt, gilt ggT(ua,9) = 1. Nach der
Stundeniibung gibt es also Polynome h; und hg mit 1 = ghy + pahs. Wir setzen A ein und erhalten:

1(A) = E = (gh1 + pah2)(A) = g(A)h1(A) + pa(A)ha(A) = g(A)h(A) ,  da pa(A)=0.
hi(A) ist also invers zu g(A).
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8. Ubungsblatt: Lineare Algebra II

Losungsskizzen
Aufgabe 1 (10 Punkte)
00 0 -2
. . . . 1 00 .
Bestimmen Sie eine Basis B, so dass fiir den durch A = 01 0 —9 gegebenen Endomorphismus
001 5

f die Matrix ME(f) eine obere Dreiecksmatrix ist, und geben Sie die Matrix ME(f) an.
Gehen Sie dabei nach dem Beweis des Satzes 8.1 der Vorlesung vor.

Loésung;:
Man berechnet leicht p4 = (z — 2)(z — 1) und erhilt Eig(A, 1) =span{(—2,5,—4,1)"} =:span{v;}
sowie Big(4,2) =span{(—1,3,-3,1)"} =:span{vy} Wir setzen B; := {v1,vs,e3,e4} und erhalten

100 -1
B 0 2 0 4 . : 4
Mg (f) = 000 -1 | Mit U; =span{vi,ve} und W :=span{es,es} ist R* = U; @ W. Be-
0 01 2
trachte g : W — W mit M4 (g) = ( (1) _; ) fir Ay = {es,e4}. Es ist p, = (z — 1)%. Ein

-1
Eigenvektor zum Eigenwert 1 ist ik also (0,0, —1, 1)T =: v3. Wir ergénzen vs z.B. durch ey zu
einer Basis As von W. Dann ist B = {v1,v9,v3, e4} eine gesuchte Basis. Wegen Avs = —v; + 4vg + v3
1 0 -1 -1
2 4 4
und Aes = —v1 + 4vg + v3 + ey ist Mg(f): 0
0 0 1 0
0 0 0 1

Aufgabe 2 (1 /1 /3 /5 Punkte)

Es seien A, B € Mat(n; K). Zeigen Sie:

a) Ist A nilpotent und A # 0, so ist A nicht diagonalisierbar iiber K.

b) Ist A nilpotent und AB = BA, so ist auch AB nilpotent.

¢) Sind A, B nilpotent und ist AB = BA, so ist auch A + B nilpotent.

d) Ist K = C und gibt es ein A € €, so dass A und AA (iiber €) &hnlich sind, so ist |A\| =1 oder A
nilpotent.

Lo6sung:

a) Nach Vorlesung hat eine nilpotente Matrix nur den Eigenwert 0. Der Eigenraum zum Eigenwert

0 ist der Losungsraum des homogenen linearen Gleichungssystems Az = 0. Wegen A # 0 ist dies nicht

der ganze K™. Also existiert keine Basis aus Eigenvektoren zu A, d.h. A ist nicht diagonalisierbar.

b) Da AB = BA ist (AB)* = A*BF. Ist A nilpotent, so gibt es ein k € IN mit A¥ = 0. Dafiir ist

dann auch (AB)* = A¥B* = 0, also ist AB nilpotent.

k
c) Da AB = BA gilt die binomische Formel (A + B)* = Z (?) A’B*77. Da A, B nilpotent sind,
§=0
gibt es Zahlen m,n € N mit A” =0 und B" = 0. Wihle k =m +n. Ist 0 < j < k und j > m, so ist
AJ = 0; andernfalls (j < m) ist B¥7 =0,dak—j=m+n—j > m+n—m = n. Damit ist in der
binomischen Formel jeder Summand auf der rechten Seite gleich 0, also (A + B)" =0, d.h. A+ B ist
nilpotent.



d) Zu zeigen ist: Ist ST1AS = AA und ist A nicht nilpotent, so ist |A| = 1.

Wire A = 0, so wire A dhnlich zur Nullmatrix, selbst also die Nullmatrix, ein Widerspruch dazu, dass
A nicht nilpotent sein soll. Also kénnen wir A # 0 annehmen.

Da A und \A #hnlich sind, haben sie das gleiche Minimalpolynom. Das sei pa = paa = 2%+ ¢z’ + ...,
wobel 7 < d maximal ist mit ¢; # 0. Wegen pa(A) =0 = pra(AA) folgt:

A4 AT+ .. =0 und MAYp XA+ =0.

Multiplikation der ersten Gleichung mit A% # 0 und Subtraktion beider Gleichungen liefert
N (AP —1)A' + ... = 0. Da p4 das Minimalpolynom von A ist und ¢;, A # 0 sind, gilt A4~* —1 = 0,
also [A\| = 1.
Aufgabe 3 (4 / 2/ 4 Punkte)

01 1 01

001 11
Essei A= 0 0 0 1 1 [ und fa(z) = Ax.

00000

00000

a) Berechnen Sie ker A* fiir jedes k € IN.
b) Wie lautet die Jordansche Normalform von A?
c) Bestimmen Sie eine Basis B, so dass ME(f4) die Jordansche Normalform ist.

Loésung:
2 2
11

001 00011
a) Man berechnet die Potenzen A2=| 0 0 0 , A3 = ( > und A3 = 0.
0

0

Mit den Potenzen von A ergeben sich die gesuchten Kerne zu

1 0 1 0 0
0 -1 0 -1 1
KerA=span{|0|,| 0]} , KerA?=span{|0]|,| 0f,]0]}
0 — 0 — 0
0 0 0
1 0 0 0
0 -1 1 0
KerA> =span{|0|,| o],[0|,[1]} , Kerd'=R® firl>4,
0 -1 0 0
0 1 0 0

wobei wir fiir ¢) als Basis von Ker A* = R® die um e; erweiterte Basis von Ker A% wiihlen.
b) Esist ua(r) = 2%, also hat der gréite Jordanblock in der JNF die Grofie 4. Damit folgt, dass

oI O O O
ol O O
ol O = O
oI = O O
oI O OO

die Jordansche Normalform von A ist.
c) Zur Angabe einer Jordanbasis B gehen wir gemifi Vorlesung vor. Das zugehorige Bild der Basis-
vektoren ist
w§4), Aw£4), A2w§4), A3w:(l4)
wl?
mit w§4) = e5 und wgl) =(0,—-1,0,—1,1)T (denn A3(w§4) =e).
Damit ist B = {A3w§4), A2w§4), Aw§4), w§4), wgl)}



= {e1,(2,1,0,0,0)7,(1,1,1,0,0) ", e5, (0, —1,0,—1,1) T} eine Jordanbasis und ME(fa)
ist die unter b) angegebene JNF.

Zusatzaufgabe (4 / 6 Punkte)

a) Esseien A, B € Mat(2, C).
Zeigen Sie, dass A und B genau dann dhnlich sind, wenn sie dasselbe Minimalpolynom haben.

b) Esseipa(z) = (z+1)°(x —1)* und pa(z) = (z +1)3(x — 1)2. Welche moglichen Jordanschen
Normalform kann A € Mat(9; R) besitzen?
Welche Moglichkeiten verbleiben fiir die Jordansche Normalform, wenn zusétzlich
dim Eig(A4, —1) =dim Eig(A4, 1) = 2 gilt?
Losung:
a) Die Richtung von links nach rechts ist klar.
Fiir die andere Richtung betrachten wir die moglichen Minimalpolynome pq = pp. Es gibt drei
Moglichkeiten:
r—a , (r—a)(z—bmita#b , (z—a)
In den ersten beiden Fillen sind A und B diagonalisierbar und &hnlich zur gleichen Diagonalmatrix,
also selbst dhnlich. Im letzten Fall haben A und B einen 2 x 2-Jordanblock, und damit sind sie beide
dhnlich zu 8 clz . Also sind sie auch in diesem Falle &hnlich.

b) Der groBite Jordanblock zu A; = —1 hat die Gréflie 3, der zu A2 = 1 die Grofe 2. Mit

-1 1 0
A1 = 0 -1 1 ,AQ = -1 ! ,Ag = (—1),31 = L1 ,BQ = (1)
0 0 1 0 -1 0 1

haben die moglichen Jordanschen Normalformen das Aussehen ( % ‘9 ), wobei

A 0 0
U:(‘%l j ) odler U= 0 A; 0
2 0 0 As

und
B, 0 0
vz<% Jg ) oder V= 0 By 0
1 0 0 B

ist. Also gibt es 4 mogliche Jordansche Normalformen.

Mit der Zusatzbedingung folgt

Ay 0 0 0

0 A2 0 O

0 0 By O ’
0 0 0 B

A~

da es dann genau 2 Jordankéstchen zum Eigenwert —1 und auch zum Eigenwert 1 geben mu#f.
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9. Ubungsblatt: Lineare Algebra II

Losungsskizzen

Aufgabe 1 (5 / 5 Punkte)

a) Es seien A, B eMat(3; ). Zeigen Sie, dass A und B genau dann dhnlich sind, wenn p4 = pp
und pg = pp gilt.
b) Gegeben sind die folgenden Matrizen aus Mat(4; €):

i 1 0 0 0 -1 1 0 000 —1
0 i 0 0 1 00 1 100 0
M=l 90 2 1] Ma=149 00 -1 | Ms=1101 0 _2
00 0 —i 0 01 0 001 0

Untersuchen Sie, welche dieser Matrizen dhnlich sind.
Losung:
a) Ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom und dasselbe Minimalpolynom, also
ist nur die andere Richtung zu zeigen.
Uber € zerfillt p4 (und auch py) in Linearfaktoren. Daher machen wir eine Fallunterscheidung nach
den Moglichkeiten von pa(= up).
ua und pp kénnen nur folgendes Aussehen haben:

(1) (x—a), (x—a)(x—=0)(x—rc)

(
(2) (z- a)(%' —b)
3) (z—a)
4) (z—a)’
(5) (z—a)*(z—b)
Dabei sind a, b, ¢ als paarweise verschieden vorausgesetzt.
Im Fall (1) sind A und B diagonalisierbar und zur gleichen Diagonalmatrix dhnlich, also selbst dhnlich.

Im Fall (4) besteht die JNF von A und B aus genau einem Jordankasten der Grofie 3, also haben A
und B gleiche JNF, sind also dhnlich.

Die gleiche Argumentation 16st Fall (5) und Fall (3), nur liegen hier jeweils ein JK der Grofle 2 (fur
den Eigenwert a) und ein JK der Grofle 1 (fiir den Eigenwert a bei (3) und fir b bei (5)) vor.

Es verbleibt Fall (2). Hier gibt es jeweils einen JK zum Eigenwert a und zum Eigenwert b. Die JNF
hingt also von p4 bzw. pp ab. Wegen ps4 = pp ergibt sich auch hier die gleiche JNF, A und B sind
also dhnlich.

b) Man berechnet pys, = pns, = (22 +1)% = (z —i)%(x +14)?. Dabei ergibt sich ups, = (v —14)%(x +1)?
am einfachsten aus Rang(My —iE) =Rang(M}, +iE) = 3. Daher sind die Eigenrdume eindimensional,
also gibt es nur jeweils ein Jordankistchen der Grofle 2. Damit ist M Jordansche Normalform fiir alle
drei Matrizen, d.h. die Matrizen sind paarweise dhnlich.

Aufgabe 2 (2 /3 / 5 Punkte)

Bestimmen Sie jeweils die Jordansche Normalform sowie eine Jordanbasis zur Matrix A.

12300
13 16 16 }g_i_i 01200
a) A=| -5 —7 —6 b)A:0020 c) A= 001 20
00002



Losung:
a) Man erhilt als charakteristisches Polynom

pr=2 42 —bx+3=(x—1)*(z+3).

Eigenvektoren zu A\; = 1 sind die Vektoren 7 - (4, —1,—2)" mit r # 0.
Eigenvektoren zu Ay = —3 sind die Vektoren 7 - (2, —1,—1)T mit r # 0.
Da keine Basis aus Eigenvektoren existiert, lautet hier die Jordansche Normalform z. B. :

-3 0 0
01 1
001
Als ersten Vektor einer Jordanbasis wihlen wir einen Eigenvektor zum Eigenwert —3,
etwa z; = (2,—1,—1)". Nun muB der Hauptraum Hau (A, 1) =Ker (A — 1 - E)? berechnet werden:

12 16 16 12 16 16 32 —64 —32
(A-E*=| -5 -8 -6 || -5 -8 —6 | = 16 32 16
-6 -8 -8 -6 -8 -8 16 32 16

Wir haben (mit der Terminologie der Vorlesung):

4
Uy = Ker(A—FE)= Span{| -1 [}
-2
4 1
Uy = Ker (A — E)?> = Span{| -1 |,| -1 [}.
—2 1

Es wird ein Vektor aus Hau (A, 1)\ Eig (4, 1) gew#hlt, etwa (1, —1,1)T =: w§2) =: zo und

12 16 16 1 12
23 =(A—E)zmp=| -5 -8 —6 -1 |=1 -3
-6 -8 -8 1 —6

gesetzt. Dann ist B = {z1, 23, 22} eine Jordanbasis zu A.

b) Hier lautet das charakteristische Polynom p4 = (x — 2)*. Zur Berechnung des Hauptraums

Hau (A, 2) benétigen wir die Potenzen der Matrix A — 2FE. Es gilt:
0 —

und (A—-2E)?2=0.

o O O
— O =
= O = =

Wegen dim Eig(A,2) = 3 erkennt man, dass die Jordansche Normalform zur Matrix A (bis auf eine
Permutation der Jordanblocke) lautet:

2100
0200
0020
0 0 0 2

Um eine Jordanbasis zu konstruieren, die auf diese Jordansche Normalform fiihrt, berechnen wir
zunéchst Eigenvektoren zum Eigenwert 2. Man erhilt

0 —
Eig (A,2) = Span{

_ o O =
—

1
1 0
o’ 11’
0 0



Wir ergénzen beliebig zu einer Basis von Hau (A4, 2) = IR4, z. B. durch ug = e1 =: w§2) und setzen u1 :=

(A— 2E)w§2) = (—1,1,0,1)". u; und uy werden z. B. durch die Eigenvektoren ug := (0,1,0,0)" und
ug := (—1,0,1,0) " zu einer Basis des R? ergiinzt. Die Basis B = {u1,u2,us,uq) ist eine Jordanbasis
zu A mit obiger JNF.

c) Man erhilt py = (z — 1)3(z — 2)2. Aus

02300 -1 2 3 00
00 200 0 -1 2 00
A-E=]10 00 2 0 und A—2FE = 0 0 -1 20
00011 0 0 001
00001 0O 0 000
folgt
1 14
0 4
Eig (A,1) = Span{| 0 |} =1, und Eig(A,2) = Span{| 2 |} =:Z;.
0 1
0 0
—— ——
1 x2
Wir berechnen zunéchst den Hauptraum zum Eigenwert 1.
00460 00 0 14 6
00040 000 4 4
(A—E*=|[00 0 2 2 (A-E¥=[000 2 4
0001 2 000 13
00 001 000 01

Aus Dimensionsgriinden muf (A — E)* = (A — E)3 gelten. Durch Lésen der zugehorigen Gleichungs-
systeme erhélt man

0 0
1 0
Ker (A — E)? = Span{z1,| 0 |} =:Us, Ker (A — E)® = Span {z1,23, | 1 |} =:Us
0 0
0 0
~—— ~——
xs3 x4

Nun berechnen wir den Hauptraum zum Eigenwert 2 (dessen Dimension 2 sein muf ).

1 -4 -2 6 0

0 1 -4 40
(A-=2E? =10 0 1 -2 2
0 0 00
0 0 0 00
Es folgt
—36
-8
Ker (A —2E)? = Span{zs, | —2 |} =2
0
1
———

x5

Man erkennt, dass die Jordansche Normalform das folgende Aussehen hat:

110 00

Ja =

o N OO
N = OO

1
1
0
0

o O O O
o O O



Hier ergibt sich eine Jordanbasis “von oben nach unten” durch

4 3
0 2
(A — E)2x4 = 0 s (A - E).CL'4 = 0 , T4
0 0
0 0
sowie (A — 2F)x5 und x5.
Eine gesuchte Jordanbasis ist also
4 3 0 14 —36
0 2 0 4 -8
B={l o [|,]0 |, {1 |, 2 [|.,] -2 |}
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

Aufgabe 3 (10 Punkte)

Es sei P, der Vektorraum der Polynome vom Grad < n iiber IR, und ¢ : P, — P, sei definiert durch
©(p) = p’ (die Ableitung). Bestimmen Sie die Jordansche Normalform von ¢ und eine Basis B, so dass
MZE(p) Jordansche Normalform hat.

Losung: Wir betrachten B = {1,z,22,...,2"}. Es ist ¢(2") = na" 1.
010 ... 0
00 2 ... 0
Also ist ME(p) = : : |, dh p, = (=1)" Tzt Wegen ¢"(2") = n! # 0 und
n
0 00 ... 0

go”*l(:vk) =0 firalle 0 <k < nist p, = 2"T1. Die Jordansche Normalform besteht also nur aus
einem Jordankasten der Grofle n 4+ 1 mit dem (einzigen) Eigenwert 0 auf der Hauptdiagonale.
Die Ableitung von x™ zeigt leicht, was als Jordanbasis gewihlt werden kann. B* = {1, x, %xQ, ey %az”}

ist eine Jordanbasis, denn ME. (¢) hat Jordansche Normalform.

Zusatzaufgabe (4 / 6 Punkte)
Gegeben sei die affine Quadrik

Q = {(21,22,33) € R® | 27 — 23 — 25 =0} .

a) Die Punkte a = (—1,0,1), b = (0,1,—-1), ¢ = (0,—1,—1) und d = (1,0, 1) liegen in Q. Zeigen
Sie, dass die Geraden durch a und b, durch b und d, durch ¢ und d und durch a und ¢ ganz in
Q liegen.

b) Es sei gy die Verbindungsgerade des Punktes Aa + (1 — A)b auf der Geraden durch a und b mit
dem Punkt Ac + (1 — \)d auf der Geraden durch ¢ und d. Zeigen Sie, dass g, fiir jedes A € R
ganz in @ liegt.

Zeigen Sie ferner, dass gy und g,/ fiir A # A" windschief sind.

Loésung;:

a) Fiir Punkte x auf der Geraden durch a und b gilt:

:L':a—i—u(b—a):(—1,0,1)+u(1,1,—2):(—l—i—p,,u,l—Qu) :

Die Quadrik wird beschrieben durch die Gleichung 22 — 23 = x3. Wegen (—1+ u)? — pu? = 1 — 2y liegt
jedes obige z in Q.

Entsprechend zeigt man, dass die Geraden durch b und d, durch ¢ und d und durch ¢ und ¢ ganz in
Q liegen.



b) Punkte z auf g) haben das Aussehen

z = Xa+1-=XNb+puAc+ (1 —-XNd—(Aa+ (1—N)b)
= AM-=1,0,1) 4+ (1 = X)(0,1,—1) + p(A(0,—1,—1) + (1 — N)(1,0,1)
—A(—=1,0,1) — (1 — A)(0,1,-1))
= (u=XA, 1=XA—p, 22+ 2u—4 \p—1)
——

1 o 3
2t — 22 = =22+ AT — (1A% — 20— 2 — 2)p)
= 224+2u—4dp—1=u2x3

Also liegt gy ganz in Q.
Wir betrachten nun die vier Punkte

zi=da+(1=XNb, 2=+ (1—=Nd, z5:=Na+(1—=X)b, z4:=X +(1—-\)d,

und zeigen, dass vi ;= 21 — 29 , Vg := 21 — 23 und v3 := 21 — 24 als Vektoren des R? genau fir \ # by
linear unabhéingig sind. Daraus folgt, dass die genannten Geraden windschief sind.
Einsetzen von a, b, ¢, d und Differenzbildung liefert

v = )‘(7170’ 1) + (]‘ - )‘)(07 ]-a 71) - )‘(07 -1, 71) - (]' o )‘)(1’03 ]-) = (717 1, -2+ 4)‘)
ve = (N =AN =220 —2))
AN =A=1,XN =A+1,20\ +A1-1))

V3 =

Auf lineare Unabhéngigkeit untersuchen wir mittels der Determinante:

-1 1 2(21 — 1) —1 1 2(21 — 1)
A=A A=\ 20—\ = (N =X 1 1 -2
AN=A=1 N =241 200 +1-1) AN=2A—=1 N =241 200 +21-1)
—1 2 4AN—4
= (N =X 1 0 0
N=X—1 2 4\ —4
B 2 an-1)
= G=M), 40\ = 1)
= —8(A—\)?

Die Determinante ist also 0 genau fiir A = .
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10. Ubungsblatt: Lineare Algebra II

Losungsskizzen

Aufgabe 1 (2 /1 /1 /3 / 3 Punkte)

Bringen Sie die affinen Quadriken auf Normalform gem&fl Theorem 10.1 der Vorlesung.

a) Q= {%=(x1,13) € R?|2? — 22129 + 223 + 221 — 622 + 1 = 0}

b) Q={%F€R?|3x1zs+ 4z — 225 — § =0}

c) Q={Z¢cR?|162? + 24z x5 + 923 + 60z — 8029 = 0}

d) Q={ZeR3|2}+ 4z 120+ 223 + 2x123 — dwox3 + 41 + 4xp + 423 = 0}

e) Q={7FcR®|2c}+ 223 + 1823 + day2g + 122123 + 122923 — 621 + 42 — 1023 — 4 = 0}
Losung:

Die Normalform ergibt sich jeweils aus dem Rang m der erweiterten Matrix A, sowie dem Rang m*
und dem Index k der Teilmatrix A*.

1 1 -3
a) Die erweiterte Matrix ist A = 1 1 —1 |.Diese Matrix und die in A unten rechts stehende
-3 -1 2
2 x 2—Matrix A* bringen wir wie iiblich auf Diagonalform:
1 1 -3 1 0 0 1 0 0
1 1 -1~ 100 2]~ 0 -7 0
-3 -1 2 02 -7 0 0 %

1 -1 10

(4 2) - (1)
Es folgt: m=3,m*"=2und k = 2.
Normalform: 32 +y3 =1 Kreis.
Entsprechend gehen wir bei den weiteren Teilen der Aufgabe vor:
b) m=2,m"=2,k=1, Normalform: y?—y3=0 zwei sich schneidende Geraden.
Oder man “sieht”:

8 2 4
3x1x0 + 421 *21’2*5 =0 < 3(561 — g)($2+§) =0.

Daher liegen zwei sich schneidende Geraden vor.
c) m=3,m*=1,k=1, Normalform: y?+2y, =0 Parabel.
d) m=4 m*=3 k=2 Normalform: y}+y3—1y3=1 einschaliges Hyperboloid.
e) m=3 m*=1 k=1, Normalform: y?+ 2y, =0 parabolischer Zylinder.

Aufgabe 2 (5 / 5 Punkte)
a) Zeigen Sie, dass die Quadrik

Q= {7 e R?|22% + 3z129 — 203 — 42y — 329 — 23 =0}

eine Hyperbel darstellt, und geben Sie den Schnittpunkt ihrer Asymptoten in 1, x2-Koordinaten

an.
b) Zeigen Sie, dass die Quadrik

15 13 1
Q={7cR> Zw% + Zx% + 522 + 5\/3:@:1:2 + (9 — 12V3)xy — (12 + 9V3)xy — 3023 4 93 = 0}
ein Ellipsoid darstellt, und geben Sie dessen Hauptachsen und den Mittelpunkt in z1,z9, xs-

Koordinaten an.



Losung:
a) Wir beginnen hier nicht mit der Typisierung, sondern berechnen zunéchst Eigenwerte und Eigen-

. 2 3
vektoren zur Matrix A = < 3 2 )

5 =2
r—2 -3 5 5
2 (2 bt
5 - L (3\ . . .
Zu A\ = 5 ist Wit ein normierter Eigenvektor.
5 .  (-1)\ . . .
Zu Ay = —3 ist 7o\ 3 ein normierter Eigenvektor.
1 _
Mit (7)) = —— [ 3 71} (Y1) folgt als Gleichung der Quadrik:
T 1w\l 3/ \»

549 by 15 5 3 9 1
Yy — =Ys — —y1 — —1Y2 — 23 =0 < - —)" - +—==)"=10
2y1 2y2 \/Eyl \/ﬁy2 (yl \/m) (yQ \/E)
. 3 1 9 9 . .
Mit z1 = y1 — \/TT) und z9 = yg + \/71>0 folgt zi — 25 = 10. Also liegt eine Hyperbel vor.
Mit
R 1 3
Y2 22 V1o \ —1
folgt

zp 1 3 -1 21 + 1 (3 -1 3
z2 )] Jio\l1l 3 29 w\1 3 -1/
Fiir z; = 29 = 0 folgt 1 = 1 und x5 = 0. Dies ist der Mittelpunkt der Hyperbel im z;, xzo—System.

b) Wir gehen entsprechend a) vor:

15 1

VB 2T B 0 | =@-s)(@ - e ) - i) = =) -3z 1),
0 0 z—95

Man erhalt die Eigenwerte Ay = 4, As = 3 und A3 = 5. Normierte Eigenvektoren zu den )\; sind die
folgenden Vektoren v;:

V3 -1 0
1 1
U1 = 5 1 ) V2 = 5 \/3 ) V3 = 0
0 0 1
1 1 V3 -1 0 Y1
Die Transformation | 9 =3 1 V3 0 yo | iberfithrt die gegebene Quadrik in die
xs3 0 0 2 Y3
=:B

Quadrik mit der Gleichung
4(yi — 6y1) +3(y3 — 6y2) + 5(y3 — by3) +93=0.

Mittels quadratischer Ergénzung und der Transformation z; = y1 — 3, 20 = y2 — 3, 23 = y3 — 3 wird
daraus die Gleichung

423 4322+ 525 —15 =0 <



Dies ist ein Ellipsoid mit den Hauptachsen a = /3,75, b = v/5 und ¢ = /3. Im y1, y2, y3—System liegt
der Mittelpunkt im Punkt (3,3,3), im z1, z2, x3—System ergibt er sich aus

1 Y1 21 3
T2 =B Y2 =B 29 + 3
x3 Y3 23 3
zu
) V3 -1 0 3 5 V3 -1
-1 1 V30 3 1=3 V3+1
0 0 2 3 2

Aufgabe 3 (10 Punkte)

Zeigen Sie, dass es genau eine affine Abbildung f : R® — RR® mit

f(07070) = (17 -1, 1)a f(la L, 1) = (07 -3, 3)7 f(17 L, O) = (47 6, 1) und f(27 0, 07) = (37 3, _1) gibt.
Geben Sie eine 3 x 3-Matrix A und ein b € R® an mit f(@) = AZ + b. Ist f eine Affinitdt? Wenn ja,
wie lautet f~! in der Form f~!(¥) = BZ +¢&?

Loésung;:

Gibt es solch ein affines f, so hat f die Form f(7) = F(%) 4 wy fiir alle 7 € IR®, wobei F eine lineare
Abbildung ist.

Aus f(0,0,0) = (1,—-1,1) folgt wp = (1,—1,1), da F(0) = 0 fiir lineares F' gilt. Dann muf} gelten:

F(1,1,1) = (0,-3,3)—(1,-1,1) = (-1,-2,2)
F(1,1,0) (4,6,1) — (1,—1,1) = (3,7,0)
F(2,0,0) (3,3,—1) — (1,—1,1) = (2,4,2)

Da {(1,1,1),(1,1,0),(2,0,0)} eine Basis des IR? ist, gibt es genau ein solches F. Die Darstellungsmatrix
A berechnet sich wie {iblich:

F(1,0,0) = 1F(2,0,0) = (1,2,-1) 1 2 —4
F(0,1,0) = F(1,1,0) — F(1,0,0) = (2,5,1) also A=| 2 5 -9
F(0,0,1) = F(1,1,1) — F(1,1,0) = (—4,-9,2) 11 2
1 2 —4 1
Es ist also f(¥) = 25 -9 |7+ |1
-1 1 2 1
Da A invertierbar ist (det A # 0), ist F' ein Automorphismus, also f eine Affinitét. Nach Satz 10.1 gilt
19 -8 2
also f~1(%) = F~1(¥) — F~'(wp). Man berechnet A~! = 5 —2 1 |, also F~1(w@) = A~ und
7T =3 1
29 19 -8 2 29
daher F~1(wp) = A~ = | 8|, also f~1(¥) = 5 =2 1 [9—]| 8
11 7T -3 1 11

Zusatzaufgabe (10 Punkte)

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und U C V ein echter Unterraum von V. Ferner sei
'

r:=dimV —dimU. Zeigen Sie, dass es Aq,..., A\, € V* gibt mit U = ﬂ ker ;.

i=1
Welche Aussage erhalten Sie daraus speziell fir dimU =n — 17
Losung:
Es sei dimV =n und dimU =k, also r = n — k. Nun sei {ay,...,a;} eine Basis von U. Diese Basis
kénnen wir dann durch r Vektoren a1, ..., ar4+, zu einer Basis von V erginzen.

Wir definieren nun r Linearformen )\; : V' — K (also Elemente aus dem Dualraum V*) durch:

/\i(aj):0ﬁirj7ék+i , )\,;(ClkJri):l 1=1,...,r



,
Behauptung: U = ﬂ Ker \;

i=1
Sei x € U. Dann gibt es aq,...,ap € K mit x = aja; + ... + agag. Fir i = 1,...,7 gilt \j(z) =
Ai(aiay + ... + agag) = 0 nach Definition der \;. Also ist x € Ker \; firi =1,...,r,

.
d.h.z e ﬂ Ker \;.
i=1
.
Sei x € ﬂ Ker )\;. Da z € V ist, gibt es ay,..., a4, € K mit
i=1

T =0o101 + ...+ orag + Qp10k+1 + - oo+ Qhr Qg -

.

Nach Definition von A; folgt \j(z) = agy; fiir i = 1,...,r. Wegen x € ﬂ Ker \; folgt ag; = 0 fiir
i=1

i =1,...,r. Damit hat x die Darstellung z = aja; + ... + apag, also x € U.

Fiir U mit dimU = n — 1 (solche Unterrdume von V' nennt man iiblicherweise Hyperebenen) gibt es

also eine Linearform, so dass U der Kern dieser Linearform ist, d.h. U ist durch eine lineare Gleichung

der Form ayx; +agxa+. ..+ apxy, = 0 beschreibbar (U ist die Losungsmenge dieses homogenen LGS).



FAKULTAT FUR MATHEMATIK UND PHYSIK Hannover, den 10. Juli 2006
UNIVERSITAT HANNOVER
Pror. Dr. W. EBELING, DR. D. WILLE

11. (und letztes) Ubungsblatt: Lineare Algebra II

Losungsskizzen
Aufgabe 1 (5 / 5 Punkte)
2 1 -1
a) EsseiB={[0]|,[2],] 1]} eineBasisdes R* Berechnen Sie die duale Basis B*, und geben
5 2 -3

Sie die Elemente von B* in der Form ¢(z1, 2, x3) = a1x1 + asxs + azrs an.
b) Essei P, der Vektorraum der Polynome vom Grad < 2. Die Abbildung ¢ : P, — R mit ¢(p) =
1
/ p(x) dx ist nach Vorlesung ein Element des Dualraums (P;)*. Geben Sie die Darstellung von
0

¢ beziiglich der zu B = {1, , 2%} dualen Basis B* von (P)* an.
Losung:
a) Nach Stundeniibung ergibt sich

2 0 5 8 =5 10
ME-(id) = (MEZ5(id) ")~ = 12 2 = -1 1 <1
-1 1 -3 -3 2 —4
Das bedeutet:
w1 = b] =8e] —ej — 3ej also ©1(Z) = 8x1 — x2 — 323
w2 = b5 = —be] + e5 + 2e} also ©2(T) = —bx1 + x2 + 223
w3 = by = 10e] — ed — 4e} also 03(%) = 10x; — x9 — 43

b) Gesucht ist die Darstellung ¢ = o+ 1* + 3 - 2* + v - (2?)*. Nach Definition von B* folgt (1) = «,
p(z) = B, p(a?) =, also

1 1 1 1 1
a:/ldazzl , B:/xdx:f , 'y:/xzda::f,
0 0 2 0 3

und damit ¢ = 1* + 12* + % (22)*.
(z* ist beispielsweise diejenige lineare Abbildung von P, in IR mit l'*(a21'2 + a1z + ag) = ay. Also ist
o(agz? + arx + ag) = ag + %al + %ag und das ist nach Definition von ¢ iiber das Integral klar.)

Aufgabe 2 (10 Punkte)
Gegeben sei der Unterraum U =span {(1,1,0,0, 1), (1,0,1,0,0)} des IR®. Bestimmen Sie unter Angabe
der zugehorigen 1 x 5-Matrizen eine Basis des zu U orthogonalen Unterraums U? von (IR®)*.

Loésung;:

Es ist U = {p € V*|p(u) = 0 fiir alle u € U}. Wegen dim U° =dim V—dim U und dim U = 2 folgt
dimUY = 3.

Gesucht sind also drei linear unabhiingige Linearformen ¢; = (a;1 a2 ... a;5) (1 = 1,2,3) mit
¢i(1,1,0,0,1) = ;(1,0,1,0,0) = 0. Das fiihrt auf ein LGS

r1 + X2 + x5 = 0
T + x3 = 0

Eine Basis des Losungsraumes kann als Basis von U interpretiert werden.

11001«»11001
1 01 00 0 -1 10 -1



liefert mit den freien Variablen z3, x4, x5 z.B. eine Basis {(0,-1,0,0,1),(0,0,0,1,0),(-1,1,1,0,0)}.
Diese Vektoren - als 1 x 5-Matrizen aufgefafit - sind eine Basis von U°.

Aufgabe 3 (5 / 5 Punkte)

B = {(1,1,0)7,(0,1,1)7,(1,0,1)"} und C = {(1,1,0,0)7,(0,1,1,1)7,(0,0,1,1)",(0,0,0,1) "} sind
11

Basen des R® bzw. RY. f: R® — R* sei gegeben durch ME(f) = (1] (2)

1 0

O O N

a) Berechnen Sie f*(¢)(2,1,2) fiir das Funktional ¢ mit p(&) = 321 — x5 + 4.
b) Berechnen Sie ker f und im f und hiermit Basen von ker f* und von im f*.

Losung:

a) Fir f: R* — R* ist die duale Abbildung f* eine Abbildung f* : (R*)* — (R3)*. f*(y) ist also
ein Element aus (IR®)* - wird also durch eine 1 x 3-Matrix beschrieben. Wir kennen (&) = 3z —x344,
also ist der Koordinatenvektor von ¢ beziiglich der zur kanonischen Basis des R* dualen Basis K B

gerade (3,0, —1,1)T. Multipliziert man diesen an die Matrix Mggg(f*) =: M, so erhilt man den

Koordinatenvektor von f*(p) beziiglich der zur kanonischen Basis des IR® dualen Basis K Bj - den
man dann als die gesuchte 1 x 3-Matrix, die f*(¢) darstellt, interpretieren kann.
Wir kennen die Matrix Mg (f) und damit nach der grundlegenden Formel der Vorlesung die Matrix

ME(f*) = (ME())T .
Die iibliche Transformationsformel liefert
KB}, % ., * KB ,.
M = Myp: (f) = Mg ()M (f)Mp. (id) . (%)
Nun ist Mg (id) = (M5 (id)) " = (Mg, (id) )" = (MEp, (id) ")~ =

-1

110 1 1 -1 1
1 01 -1 1 1
und
1 100
KBj . . 01 11
MC* 4(1d) = (]\4—I€B4(1(:1))T = 00 1 1
0 001
Damit lautet das rechts stehende Produkt in (*):
1 1 -1 1 1 2 00 é 1 (1) (1] 1 1 5 3 2
3 1 1 -1 1 011 0011| 2 1 11 2
-1 1 1 1 2 00 0 1 11 1 2
Aus
1 1 3 2 3 1
slr 2| =2
1 11 2 1 2

folgt f*(¢) = (1 2 2), also f*(¢)(x1,22,23) = 1 + 2w2 + 223, d.h. f*(¢)(2,1,2) = 8.
b) Mit A= ME(f) l6st man AZ = 0.

111 1 11 1 11
2 0 2 0 -2 0 010
o a4
010 0 10 0 00
010 0 1 0 0 00



-1

Der Losungsraum wird von 0 | aufgespannt, der als Koordinatenvektor beziiglich B zu interpre-
1

tieren ist. Damit folgt: ker f = span{—b_i + b_;;} =span{(0,—1,1)"}.
Ferner ist im f =span{¢j + 2¢3,¢1 + ¢é3 + ¢4}, da die ersten beiden Spalten von A linear unabhéingig
sind. Also ist im f = {(1,3,2,2)7,(1,1,1,2)T}.
Nach Vorlesung ist im f* = (ker f) und ker f* = (im f)°. Wie in Aufgabe 2 erhilt man (ker f)°
durch den Losungsraum von xy — x3 = 0, also durch span{(1,0,0)",(0,1,1)"} und (im f)° durch den
1+ 32+ 223+ 224 =0 _ T4 -
o1+ g b 23 4 224 _ 0 also durch span{(—2,0,0,1)",(-1,-1,2,0) " }.
ker f* wird also durch die Funktionale mit den Matrizen (1 0 0) und (0 1 1) aufgespannt, im f*
durch die Funktionale mit den Matrizen (—2 0 0 1) und (-1 —1 2 0).

Losungsraum von

Zusatzaufgabe (4 / 6 Punkte)

V sei ein K —Vektorraum endlicher Dimension, U und W seien Untervektorrdume von V.
Beweisen Sie:

a) (U+W)=0"nw?°

b) (UNW) =04+ w0

Loésung:

a) “C*«

Sei p € (U + W)Y also p(v) = 0 fiir alle v € U + W. Wegen U C U + W und W C U + W ist dann
¢(v) = 0 fiir alle v € U, also ¢ € UY und ¢(v) = 0 fiir alle v € W, also ¢ € W°. Es folgt ¢ € U°NWP.
“« 5«

Sei o € UYN W% und v € U + W. Zu zeigen ist ¢(v) = 0.

Esgibt x € U,y € W mit v =z 4+ y. Also

o) = wlx+y)=p() +p(ly) da e linear
= 04+0 dapecUund pc WP
=0

Sei p € U+ W0, also ¢ = @1 +p2 mit 1 € U und @o € WO. Fiir z € UNW gilt () = (o1+p2)(2) =
01(2) + ¢2(2) =0+0 =0, also p € (UNW)°.
[ C “
Sei o € (UNW)Y also ¢(z) = 0 fiir alle z € U NW. Zu zeigen ist: ¢ € U° + WP.
Sei Bj eine Basis von U N W. Wir ergédnzen durch By zu einer Basis von U und durch Bs zu einer
Basis von W. Dann ist B; U By U B3 eine Basis von U + W (Dimensionsformel), wobei die Vereinigung
disjunkte Vereinigung ist. Wir ergénzen nun noch durch By zu einer Basis von V. Nun kénnen wir
01 € UY und ¢y € WY definieren mit ¢ = 1 + @9. Wir setzen

v1(z) =0 fiir alle Vektoren aus Bi, By, By

v1(z) = p(2) fiir alle Vektoren aus Bs

w2(2) =0 fiir alle Vektoren aus By und B3

wa2(z) = p(z) fiir alle Vektoren aus By und By.
Dadurch sind ¢1 und (9 als lineare Abbildungen eindeutig festgelegt, da sie auf Basen von V' definiert
sind. Auf B = By U By U B3 U By gilt p(z) = v1(2) + ¢2(2) = (1 + ¢2)(2), also ist ¢ = @1 + ¢2. Es
ist o1 € UY, g € WO, also ¢ € U° + WO,

b) 43 D “
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Klausur zur Linearen Algebra 11
Jede Aufgabe 10 Punkte

Erlaubte Hilfsmittel: Eigene Aufzeichnungen, Skripte, Biicher
keine elektronischen Hilfsmittel

Losungsskizzen

Aufgabe 1

Sind die folgenden Matrizen diagonalisierbar iiber IR? Wenn ja, geben Sie eine zur Matrix dhnliche
Diagonalmatrix an.

- Lo o 0.0 01
A=]11 1 ., B=|110 . C=

1 11 0 1 1 0 100

1 0 0O

Hinweis: Die Aufgabe ist ohne Rechenaufwand lésbar; Sie miissen Ihre Antwort aber jeweils begriinden.

Losung:
A ist symmetrisch, also diagonalisierbar.
0 ist Eigenwert von A mit geometrischer Vielfachheit 2, da Rang A = 1. Ferner ist 3 ein Eigenwert

0 00
von A (Zeilensummen beachten!). Damit ist A &hnlichzu | 0 0 0
0 0 3

BT ist ein 3 x 3-Jordankasten mit Minimalpolynom pgr = (z — 1)3. Wegen up = pgr zerfillt das
Minimalpolynom von B nicht in paarweise verschiedene Linearfaktoren; B ist nicht diagonalisierbar.
(' ist symmetrisch, also diagonalisierbar.

C' ist (reell) orthogonal, besitzt also nur die Eigenwerte 1 und —1. Da Rang (C' + E) = 2 ist, ist 2 die
geometrische Vielfachheit vom Eigenwert 1. Also hat auch —1 die geometrische Vielfachheit 2, und
daher ist C dhnlich zu einer Diagonalmatrix mit genau zwei Einsen und zwei Eintrigen —1 auf der
Hauptdiagonalen.

Aufgabe 2
z+1 T T .. T
x z+1 T x
Zeigen Sie, dass die n x n-Matrix A := x T r+1 ... T genau dann positiv
T T .. r xz+1

definit ist, wenn z > —% ist.

Loésung;:

Fiir x = 0 gilt die Behauptung, da A = E positiv definit ist und 0 > —% gilt.

A ist diagonalisierbar, da A symmetrisch ist; A hat also nur reelle Eigenwerte. Wenn man erkennt, dass
fiir x # 0 die Matrix A — E den Rang 1 hat, so folgt, dass 1 Eigenwert mit geometrischer Vielfachheit
n — 1 ist. Es fehlt der letzte Eigenwert, den man aus den gemeinsamen Zeilensummen als nz + 1
erkennt. A ist also genau dann positiv definit, wenn nz + 1 > 0 gilt und das ist dquivalent zu = > —%.
2. Losungsmoglichkeit:

Man berechnet det A = nz+1 (z.B. 1. Zeile von allen anderen Zeilen subtrahieren, dann das (—1)-fache
der Spalten 2 bis n zur 1. Spalte addieren).



Ist A also positiv definit, so folgt aus dem Hurwitz-Kriterium x > —%.

Ist umgekehrt = > —%, so ist auch = > —% fir alle kK = 1,2,...,n und damit liefert das Hurwitz-
Kriterium die positive Definitheit von A.

Aufgabe 3
-2 0 0 1
. . 5 10 0 1 o
Der Endomorphismus f des IR® sei gegeben durch Mg (f) = 000 0l wobei E die Stan-
0 0 0 O

dardbasis des IR* ist. Bestimmen Sie eine Jordanbasis B des R* zu f, sowie die zugehorige Matrix
ME(f)-

Losung:

Man sieht sofort p4 = 2%(x+2). (A+2E)z = 0 liefert den Eigenraum Eig(A, —2) =span{(2,1,0,0)"}.
Ferner sieht man auch sofort Eig (A, 0) =span{ea, e3}. Damit ist der Hauptraum von A zum Eigenwert

0 der Losungsraum von A%r = 0. Von A? braucht man nur die erste Zeile, die sich zu (4 0 0 — 2)
berechnet. Das liefert sofort Hau (4, 0) =span{es, e3,(1,0,0,2) T }.

1 0
. 0 1
Mit A ol = lo folgt:

2 0

0 1 0 2 010 0

1 0 0 11,., . B/,n | 000 O

B=/{ ol lol 11110 } ist eine JB und Mg (f) = 00 0 0

0 2 0 0 0 00 =2

Aufgabe 4 (5 / 5 Punkte)
Gegeben sind die beiden Quadriken:

Q1 = {(z1,32) € IRQ‘;U%—2x1x2+x§+2\/§$1+2\@x2_8:0}
QQ = {($17x27x3> S |R3 ‘ o3 —+ X9 — xr3 = 0}

a) Bestimmen Sie jeweils die affine Normalform der Quadriken.
b) Skizzieren Sie den durch @; gegebenen Kegelschnitt in der x;, z2-Ebene.

Losung:
-8 V2 V2 1

a) Die Gleichung fiir Q schreibt sich (1,21,22) | v2 1 -1 z1 | =0.
V2 -1 1 T

-8 V2 V2

Mit A = V2 1 -1 und A* = ( 1 _i > ergibt sich Rang A* =Index A* = 1 und
V2 -1 1 a
Rang A = 3 (denn det A # 0).
Damit lautet die affine Normalform fiir Q1: 3 + 2y =0  (Parabel)
00 1 )
N . 0 00 O
Entsprechend erhilt man bei Q9: A = % 0 0 % ; Rang A = 3.
-2 03 0
0 0O 0 0O 00 O
A'=10 0 % ~ 1 0 1 % ~ 1 0 1 0
03 0 010 00 —1

Also ist Rang A* = 2 und Index A* = 1.
Die affine Normalform lautet: y —y5 =1  (hyperbolischer Zylinder)



b) Esist par = (z —1)2 = 1 = 2(z — 2). Ein Eigenvektor zu A\ = 0 ist \[ (i), zu A = 2 ist es
1 11 z z

1 . _ 1 1) _ 1 . . A .

7 (_1>. Mit T' 7 ( 11 > und <m2> T <22> geht die Gleichung der Quadrik {iber in

227 + 429 — 8 =0 bzw. 22 +2(290 — 2) = 0.

Wir setzen y; = 27 und yo = 29 — 2 und erhalten 3% + 2ys = 0 bzw. yy = —%y%. Damit 1é8t sich die
Parabel leicht skizzieren.

Aufgabe 5 (4 / 6 Punkte)

a) ¢ € (R?*)* sei gegeben durch ¢ = 2b} + b}, wobei B* = {b%,b3} die zu B = {by, by} mit b; = G)

und by = <(1)> duale Basis ist. Geben Sie ¢ in der Form ¢ ( )) = ax + by an.

(
b) Essei f: R® — R? gegeben durch f(Z) = ) . Berechnen Sie f*¢ (¢ wie in a))

-1
2
und MBI (f*). (E* ist die zu {e1, e2, €3} duale Basis in (R®)*, B* die Basis aus a).)

Losung:

1 o)) =1

Damit folgt gp((?)) = gp((i)) - go((é)) =2—1=1. Also ist go((f/)) =z+y.

b) Gesucht ist ME (f*) = M(BEZ)*(f*) = (Mg*(f)".
1 2 -1
3 1 2

a) Wir wissen @((1 ) =2 und ¢( L

Bekannt ist A := Mg;’(f) = ( ) Damit ergibt sich

-1

M'(f) = M§2<id>'M§§<f>=<i é) (:1; . _§>
3
2

(PG )2 )

3 -2
Also gilt MEX(f) =11 1
2 -3

3 —2 4
f*pist in E* gegeben durch | 1 =13
2 —3 1

o(z

d.h. f* ¢ = 4e] + 3e5 + €3 oder ausgeschrleben f* 1, T2, x3) = 4x1 + 322 + 3.



