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§0 Mengen, Abbildungen

Definition. (G. Cantor) Eine Menge ist die Zusammenfassung wohlunterschiedener Ob-
jekte unseres Denkens zu einem Ganzen.

Beispiele.
(i) N:={1,2,3,4,5,...} (natiirliche Zahlen)

(i) Z:={0,£1,%2,...} (ganze Zahlen)

(i) Q:= {g;p, q ganze, teilerfremde Zahlen, ¢ # 0} (rationale Zahlen)
(iv) R := Menge der reellen Zahlen

(v) M := Menge der Studierenden in diesem Horsaal

Schreibweise.
(1) a € A: aist Element von A (2€N,V2€R, 7 €R)

a ¢ A: aist kein Element von A (—2¢N,v/2¢Q)
(2) A C B: Aist Teilmenge von B. (a € A= a € B)

Ca )

Bemerkung. Dies ldait auch A = B zu.
Beispiel. NCZ Cc Q CR.

Abb. 1: Teilmenge

Operationen mit Mengen

(1) Durchschnitt AN B :={z; x € Aund z € B}

N
)
Sy

aw

Abb. 2: Durchschnitt
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Allgemeiner:
(A ={x; x € A fiir alle i € I}
iel
(2) Vereinigung
AUB :={z; v € Aoder z € B}

Abb. 3: Vereinigung

(3) Differenz von Mengen

A\ B:={zx € A; = ¢ B}.

Abb. 4: Differenz

(4) Kartesisches Produkt

Ax B:={(a,b); a € A,be B} (Menge von Paaren)

Beispiel.
R? := {(z1,22); 21,29 € R}



y

% Abb. 5: Zahlenebene

Allgemeiner:

Ay x o x Ay ={(a1,... ,a,); a; € A;} (Menge der n-Tupel)

Abbildungen

X,Y seien Mengen.

Definition. FEine Abbildung f : X — Y ist eine Vorschrift, die jedem Element z € X
genau ein Element f(z) € Y zuordnet.

X heifit Definitionsbereich, Y heiflt Zielbereich (Wertebereich) von f.

Beispiele.
(i)
f: M — N
Student/in —— Geburtsjahr

(i) Normalparabel:

(iif)
[ R o— {01}

0 fallsze@
flx) =
1 fallsx € Q.
Fiir jede Menge X ist die Identitét
dy: X — X
r —

definiert.
Definition. Essei f: X — Y eine Abbildung und M C X, N C Y Teilmengen.
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(i) Das Bild von f ist die Menge

f(X) = {f(x); z € X}.

Ist M C X eine Teilmenge, so ist entsprechend
fM) = {f(x); z € M}.
(ii) Ist N C Y eine Teilmenge, so ist das Urbild von N unter f definiert als

fYN):={z e X; f(x) € N}.

Beispiele. Fiir f: R — R, f(z) = 22 gilt:
(i) fR)={zeR; x>0} =Ry,

f<[072]> = [074]
(ii) fﬁl([074]> = [_272]‘

Definition. Essei f: X — Y eine Abbildung und M C X eine Teilmenge. Dann ist die
FEinschrdnkung von f auf M definiert durch

flu: M — Y
r — f(z).

Es seien f: X — Y, g:Y — Z Abbildungen.
Definition. Die Hintereinanderschaltung (Komposition) von f und g ist die Abbildung

gof: X — Z

z — g(f(2)).
X Y A
/ g
A A
Abb. 6: Komposition
Beispiel.
f: R—R;, flx) =2
1
Dann ist
1 1

(g0 f)(x) = g(f(x)) = g(V2z) =

1+ (V2o 14227



Lemma 0.1
Sind f: X -Y,g:Y —Z h:Z— W, so gilt

ho(gof)=(hog)of (Assoziativitdt von Abbildungen)

Beweis. Beides sind Abbildungen von X nach W. Fiir alle x € X gilt:

((hog)e fl(x) = (hog)(f(x))=hlg(f(x)))
(ho(gof))x) = hlgo f(x)) = h(g(f(x))).

Definition. Eine Abbildung f : X — Y heifit
(i) injektiv, falls gilt: Ist x # y, so ist auch f(x) # f(y).

(ii) surjektiv, falls f(X) =Y, d.h.zu jedem y € Y gibt es ein x € X mit f(z) =y.
(iii) bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Lemma 0.2
Die folgenden beiden Aussagen sind dquivalent:

(i) f ist bijektiv.
(ii) Es gibt eine Abbildung g : Y — X mit go f =idx und fog =idy.

Beweis. (i)=(ii) Es sei y € Y. Da f bijektiv ist, gibt es genau ein x € X mit f(z) = y.
Wir setzen g(y) := z. Dann ist nach Konstruktion von g:

(fog)y) = f@) =y, (90/)(z)=yg(f(z)) ==
(ii)=(i) Wir zeigen zunéchst, dal f injektiv ist:
flx)=f@@') = g(f(x)) =9(f(2)) = z=2a'.
Die Abbildung f ist auch surjektiv, da fiir y € Y gilt:
fl9() = .
0

Definition. ¢ heifit dann die Umkehrabbildung von f, bezeichnet mit f~!.

Beispiel. Die Abbildung f : R — R, f(z) = z? ist weder injektiv (f(—1) = f(1)) noch
surjektiv. Es ist

Die Abbildung f|r>o ist injektiv, aber nicht surjektiv. Dagegen ist die Abbildung

f . RZO — RZO

(x) = g2

(g

bijektiv mit Umkehrabbildung
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§1 Elementargeometrie

Man kann die reellen Zahlen als Zahlengerade interpretieren.

-2 -1 0 1 2

| |

—t——t — - Abb. 7: Zahlengerade
V2 71'

Wir betrachten nun eine Ebene E (z. B. die Tafelebene). Legt man einen Ursprung 0 und
ein Koordinatenkreuz fest, so kann man die Ebene mit R? identifizieren.

w
o~

Yp

y

Abb. 8: Ebene

Die Abbildung

E — R?

P +— (zp,yp)

ist bijektiv. Man nennt (z,,y,) die kartesischen Koordinaten des Punktes P. (Descartes,
1596-1650).

P P

Zp

Yp

y

Abb. 9: 3-dimensionaler Raum

Analog sei R der Anschauungsraum. Dann hat man nach Wahl eines Koordinatensystems
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eine Bijektion
R — R?
P +—— (xp,yp,zp).

Entsprechend nennt man R" den n-dimensionalen Raum. Ein Element

(T1,...,2p) ER" =R xR x--- xR

n-mal

heifit ein Vektor, genauer ein Zeilenvektor. Wir schreiben
r=(T1,..., %)

Man kann mit diesen Vektoren algebraische Operationen ausfiihren:

(1) Vektoraddition: x = (z1,... ,2,) € R", y = (y1,... ,yn) € R
rTty:= ($1+y1a"' 7xn+yn)-

Geometrische Deutung: (n = 2)

A
zyty, Tty
Yy v
v / v
2 /
. - - Abb. 10: Vektoraddition
Y ! Ty + yl

(2) Skalarmultiplikation: x = (z1,...,2,) € R",a € R

a-x = (axy, ... ,az,).
i
21, 2z
(~z:=-1-2)

z, v ax (z—y:=2z+(-vy))

— N
| 2z,

-z —, Abb. 11: Skalarmultiplikation
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Diese Operationen erfiillen eine Reihe von Rechenregeln:

(1) (i) Fir alle Vektoren z,y,z € R" gilt
(z4+y)+z=a+y+2).
(ii) Der Nullvektor 0 = (0,...,0) hat die Eigenschaft
r+0=0+zr=2x (fiir alle x € R™).
Zu jedem x € R" gibt es ferner —z := (—1) - x mit

r+ (—z) = 0.

(iii)

r+y=y+ux (fiir alle z,y € R").

(2) Fir z,y € R"; o, 5 € R gilt

(@+f)-z = (a-2)+(F )

a-(z+y) = (a-2)+(a-y)

a-(f-x) = (a-0)-x
l-x = =z

Denn: Wir begriinden etwa die zweite Formel von (2)

a-(z+y) = a-(z1+y, T+ yn) = (a(zr +y1), ., a(x, +yn))

Distributiv-
= (v + ayry ..o axy, + ayy)
gesetz in R

= (axy, ... ,axy) + (ay, ... ay,) = (a-2) + (a-y).

Die obigen Rechenregeln werden grundlegend fiir die Definition eines Vektorraums werden.

Wir werden im folgenden oft die Bezeichnungen ,, Vektoren* und , Punkte“ gleichbedeu-
tend verwenden.

Geraden im R”
Es seien v, w € R™. Wir setzen

v+R-w:={ueR"; u=0v+aw fiir ein a € R}.
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Abb. 12: Gerade

Definition. Eine Teilmenge A C R” heifit eine Gerade, falls es Vektoren v, w € R™ mit
w # 0 gibt, so daB
A =v+ Ruw.

Bemerkung. Die Abbildung
R — A

a — v+ aw
ist bijektiv.
Die Surjektivitét ist klar, die Injektivitéat folgt aus:

v+oaw = v+dw=aow=dw=
0
aw —dw = O:>(a—a’)w:Ow:#> a—a =0.

Lemma 1.1
(i) Essei A= v+ Rw eine Gerade. Ferner sei v' € A. Dann gilt A = v' + Ruw.

(ii)) Seien A =v + Rw und A" = v/ + Rw’. Dann gilt
A=A" & ANA #( und es gibt ein 3 # 0 mit w' = Sw.

Beweis.

(i) veA=v =v+dw firein o/ € R.
V+Rw>DA x€A dh x=v+aw fir ein a € R.
r=v+aw+dw—dw=v+dw+(a—a)w e v +Ruw.
/

V4+RwCA z=vV4+aw=v+dw+aoaw=v+(a/ 4+ a)w € A.
(i) ,=“ Dann ist AN A" # () klar.
vVeA=A =vV=v+dw
V4w eA=A =v+uv =v+d"w
w=v+ad"w—1v=w+ad"w) - (v+dw) = (" —)w.
——
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Also gilt w' = pw. Esist 8 #0, daw' # 0.
»<* Nach Voraussetzung gibt es u € AN A’. Nach Punkt (i) ist dann

A=u+Rw, A =u-+Ruw.
ACA: Asz=utaw=u+G- fuw :u+%w’€A/.
<~

AcCA: Asy=u+avw =u+a(fw)=u+ (af)w € A. O

Lemma 1.2
Durch zwei verschiedene Punkte v; # vy in R™ gibt es stets genau eine Gerade.

Beweis. Existenz:

U1

Abb. 13: Gerade durch zwei Punkte

o
\

0 w
Es sei w := vy — vy # 0 und A := v; + Rw. Dann ist

n=v1+0-weA vn=v+w=v+1-weA.

Eindeutigkeit: Es sei A’ eine weitere Gerade durch v; und v,. Sei etwa
A =v +Ru'.

Nach Lemma (1.1) (i) kann man schreiben
A =uv +Ru'.

Es gilt, da vy € A’, dafl vy = v; 4+ fu’ fiir ein € R. Andererseits ist v, = v; + w, durch
Subtraktion erhilt man

0=puw —w.
D.h.
w = Bw mit B #0, da w # 0.
Also
w = lw
g
Nach Lemma (1.1) (ii) folgt A = A’ O

Der folgende Satz besagt, dal man Geraden in der Ebene entweder mit einer Parameter-
darstellung oder durch lineare Gleichungen beschreiben kann.
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Satz 1.3
Eine Teilmenge A C R? ist genau dann eine Gerade, wenn es a, b, ¢ € R mit (a,b) # (0,0)
gibt, so daf3

A={(z,y) €R? azx +by —c=0}.

Beweis. 1. Schritt: Sei A = v+Rw mit w # 0. Wir miissen die Existenz einer Gleichung
zeigen. Zunachst die Idee.

U w = (wlayl)#(oa())
(Y
w
U —
Y=Y -
r — Xy T

Abb. 14: Beweisidee

Wir betrachten u = (z,y) € A. Dann ist
u—v=(x—20,y— Yo)

Elementargeometrische Uberlegungen ergeben

r — X T
=— = Iy — ToY1 = YT1 — YoT1
Y—Y Y1

also
xy1 — yr1 + (Yo — xoy1) = 0. (x,y als Variable betrachten)

Formale Ausfiihrung.
Wir definieren a := y;,b := —x1, ¢ := y179 — yox1 und setzen
B :={(z,y) € R az + by — c=0}.

ACB: weA=u=v+aw = (ro+ ary,yo + ay;). Einsetzen in die Gleichung fiir B
ergibt

(zo + ax1)yr — (yo + ayi)z1 + (Yor1 — Toy1)

Toy1 + ax1y1 — YoT1 — ax1y1 + Yor1 — Toys = 0
d.h.u e B.
B C A: Nehmen wir zunéchst an, dal a = y; # 0. Sei

u=(z,y) €D
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d.h.
ar +by —c=0.

Gesucht: Ein o mit v = v + aw.

Dann miifite gelten

y=1yo+ay, dh o= y;lyo (y1 #0).

Wir setzen also

Y=Y
o= :
Y1
Dann gilt
(1) Y=o+ ay
Fiir x gilt
_c—by  yiro—yor1 + 11y Y — Yo
Tr = = =9+ 21
a %N Y1
~
also
(2) T = T+ ary.

Aus (1) und (2) folgt dann:
u=(z,y) =v+awe A

Falls a = y; =0, so ist b = —x; # 0. Dann argumentiert man analog mit

r — 2o
o = .
T

2. Schritt: Es sei nun
A={(z,y) eR} ax+by—c=0}  (a,b) #(0,0).

Wir miissen v, w erraten. Sei a # 0 (b # 0 verlauft analog). Wir setzen

vi= (2,0), w = (=b,a) # (0,0).

B := v+ Ruw.

ACB: Seia::%.

_b ef. von «
(7,y) = (C y,y) Def: & (E —ab,aa) =v+aw € B.

a a

15
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B C A: Sei a € R. Dann gilt
v+ aw = (E,()) + a(=b,a) = (E - ab,aa) .

a a
Es gilt
a(g—ab> +blaa) —c=c—aab+baa—c=0

a

d. h.
v+ aw € A.
O
Ebenen im R”
Idee:
A
wq
wo
v E

\J

Abb. 15: Ebene im R?

Wir setzen fiir wy, wy im R™:
v+ Ruwy + Rwsy := {u; u= v+ dwy + pawsy mit A\, u € R}.

Wir miissen darauf achten, dafl w; und ws ,unabhéngig* sind, d. h.nicht in dieselbe Rich-
tung zeigen.

Definition. Zwei Vektoren wy, wy € R™ heiflen linear unabhéngig, falls gilt:
AMwi 4+ dwes =0 = A =X =0.

Ansonsten heiflen wy, wy linear abhéingig.

Beispiele.
1 0
(i) Gegeben seien die Vektoren w; = | 0 |, wo = | 2 |. Einsetzen in die obige
2 3
Definition liefert:
1)\1 + 0)\2 )\1 0
AWy + Agwg = 0)\1 + 2)\2 = 2)\2 = 0 = A =X =0.

2)\1 + 3)\2 2>\1 + 3)\2 0
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Also sind die beiden Vektoren linear unabhéngig.

2 3
(i) Wa&hlt man hingegen die Vektoren w; = | 6 | und wy = | 9 |, so hat man die
4 6
folgende nicht-triviale Linearkombination:
2 3 0
3’[1)1 - 211)2 =3 6 -2 9 = 0
4 6 0

Daher sind w; und wy linear abhéngig.

(iii) Ist etwa wy = 0, so sind wy, wy stets linear abhéngig, da
1wy 4+ Owy = 0.

Analoges gilt fiir wy = 0.

Lemma 1.4
Es seien wq,ws # 0. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) wy,wy sind linear abhéngig.

(ii) Es gibt p # 0 mit w; = pws.
(i) Es gibt p/ # 0 mit we = plwy.

Beweis. (i)=-(ii): Es gibt eine Gleichung
(3) )\1/1111 + )\2?1)2 =0 mit ()\1, )\2) 7é (O, 0)

Es ist A\; # 0 # Xg, denn wire etwa A; = 0, wiirde aus Apwy = 0 und wy # 0 folgen, dafl
A2 = 0 ist. Also kénnen wir (3) auflosen:

A
(4) wy = _A_ZMQ =pwy  (p=-7).
1

(il)=(iii): Es gilt w; = pwy. Da wy # 0 ist, ist auch p # 0. Also gilt wy = %wl.
(iii)=(1): Aus we = p'w; folgt

plwy + (—1)wy =0,
also sind wy, ws linear abhéngig. O

Definition. Eine Teilmenge E C R"™ heifit eine Ebene, falls es Vektoren v, wq, ws gibt,
so dafl wq, ws linear unabhéngig sind, und

E =9+ Rw; + Rws

gilt. Man nennt eine solche Darstellung die Parameterdarstellung von E.

Ist £ = v+ Rw; + Rws und v' € E, so zeigt man analog wie in Lemma (1.1) (i), daf}
E =" 4+ Rw; + Ruws.
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Satz 1.5
Es seien vy, vy, v3 Punkte in R™, die nicht in einer Geraden liegen. Dann gibt es genau
eine Ebene durch diese drei Punkte.

Beweis. Der Beweis verlauft ganz analog zum Beweis von Lemma (1.2). Die gesuchte
Ebene ist
FE = U1 +R(U2 — ’Ul) + R(Ug — Ul).

O

Fiir Ebenen im R3 hat man, #hnlich wie fiir Geraden im R? eine Beschreibung durch
Gleichungen.

Satz 1.6
Eine Teilmenge £ C R? ist genau dann eine Ebene, wenn es Zahlen a,b,c,d € R mit
(a,b,c) # (0,0,0) gibt, so daB

E = {(z1,29,23) € R? ax; + bry + cx3 —d = 0}.

Beweis. Ahnlich wie zu Satz (1.3). O]

Liangen und Winkelmessung

Die , Linge“ eines Vektors z = (z1,23) € R?, bzw. der Abstand des Punktes x = (21, z3)
vom Ursprung ist gegeben durch

|z|| := d(z,0) = \/ 23 + 2.

z = (x1,29

~

— /22
=Vt s

T2

T

Abb. 16: ,,Lénge* eines Vektors
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Analog ist der Abstand zweier Punkte x,y gegeben durch

d(z,y) = |lz —yll = V/(x1 — y1)? + (22 — 12)*

- Abb. 17: Abstand zweier Punkte

Fiir einen Punkt z = (1, 7, 3) € R3 gilt entsprechend

2]l = d(z,0) = \/ 2% + 23 + 3.

Dies fiihrt auf den Begriff des Skalarprodukts.

Definition. Fiir zwei Vektoren x = (z1,... ,2,),y = (y1,... ,yn) ist das Skalarprodukt
definiert durch

(@,y) =2+ T = > T
i=1
Damit erhalten wir eine Abbildung

(,): R*xR* — R,
(,y) — (z,y)

die folgende Regeln erfiillt (z,y,z € R" A € R):
(1) () (@+y2)=(2,2)+ {2

(Az,y) = Mz, y)

2) () (zy+2)=(z,y)+(z2)

)
(if)
(2)
(i) (=, A\y) = Mx,y)
(3)
(4)

1

—

3) (x,y)=(y,v)

4) (x,z) > 0 und (z,z) =0 genau dann wenn x = 0.

Dies 1488t sich leicht durch Nachrechnen bestétigen. Etwa bei (2) (i):

(z,y+2) = Zmz(yz +2;) = sz‘yz‘ + Z%Zz = (z,y) + (z,2).
=1 i=1 i=1
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Auflerdem ist
(z,2) =27+ + 22 >0

und dieser Ausdruck kann nur dann 0 sein, wenn z; = - -+ = x,, = 0 ist, d. h.wenn x = 0.

Definition. Die Lénge (Norm) eines Vektors z € R™ ist definiert durch

2]l = V{w,2) = Jai+ -

Aus der Definition folgen unmittelbar zwei grundlegende Eigenschaften der Norm:

[l =0 2=0  und  [Ax]| = [A][l]].

Definition. Fiir x,y € R" definiert man den Abstand durch

Fiir den Abstand gilt:

dlx,y) > 0
dz,y) = 0&z=y

Lemma 1.7
Es gilt:
i) [z +yl* = llzlI* + lyll* + 2z, y) (Satz von Pythagoras)

(i) |l +yl* + |z — yl|* = 2||=]]* + 2||y||* (Parallelogrammgleichung).

Beweis. Beides zeigt man direkt durch Nachrechnen:
(i)
le+yl* = (z+yzty) =(rot+y +{yz+y) =

= (v, 2) + (2,y) + (¥, 2) + (v, v)
= ] + 2(z, y) + [lyl>.

(ii) Analog. O
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Abb. 18: Zur Parallelogrammglei-
chung

Satz 1.8 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Fir z,y € R" gilt
(@, ) < [ll[ llyll

Gleichheit gilt genau dann, wenn x und y linear abhéngig sind.

Beweis. Ist y = 0, so sind beide Seiten gleich. Zudem sind = und y linear abhéngig. Wir
kénnen im folgenden also y # 0 annehmen. Dann setzen wir

A= (y,y) >0, p:=—(z,y).
Dann gilt:

0 < (Az+py, Ao+ py) = Nz, ) + 22z, y) + 1° (y, y)
——

— Ay ), 2) — 20z, 1) + (2, )%)
= A{y,9)(z,2) — (z,9)).
Da A\ > 0 folgt hieraus
0 < (y,y){z,z) — (z,y)*
also
(2,9)* < (z,2)(y, y),

und damit durch Wurzelziehen:

[z, ) < [ll[ llyll

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn Az + py = 0, also wenn x und y linear
abhéngig sind. O

Korollar 1.9
Es gilt die Dreiecksungleichung
Q) le+yl <zl +lvl (2,5 €R")



22

(11) d(&?l,l‘g) S d(Il, 1’2) + d(ﬂ?g,.ﬁlﬁg) (%1,%2,1‘3 < Rn)

Beweis.
(i) Es gilt

(t+y,z+y) = (z,2)+2xy) + (v, v)
(1.8)
< l® + 2l [lyll + llylI?

[

= (=l + llylh*

Durch Wurzelziehen erhalt man
|z +yll = Ve +y,x+y) < x|+ |y

(ii) Zu zeigen ist die Beziehung
21 = s]] < o1 — @l + 22 — 23],

Dies folgt aus (i) mit
T =T — T, Y = To — T3.

T2
d(l‘l’mQ) d(IQ,IS)
T3 Abb. 19: Dreiecksungleichung
1 d(331, Is)
Winkelmessung

Es seien x,y € R", x,y # 0. Wir wollen den Winkel zwischen = und y definieren.

2m =40 Abb. 20: Zur Winkeldefinition
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Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt

3 (z,y)
= (vl

<1

Also gibt es genau zwei Winkel 6, 0" mit 6’ = 2r — 0, fiir die gilt

(z,9)

cosf = cosf = 2
[ 2[| [y

Fordert man 6 € [0, 7], so ist € eindeutig bestimmt.
Definition. Die eindeutig bestimmte Zahl 6 € [0, 7] mit

(z,9)

cosf =
|| |yl

heifit der Winkel zwischen z und y.
Schreibweise. <(z,y) = 0.

Eigenschaften des Winkels

(i) (z,y) = Nzl lyll cos <(x, y)

(i)  <(z,y) = <(y, )
(ili) <Az, py) = <(z,y) fir A\, up >0
(iv) <(z,y) =0< x = My fiir ein A > 0.

Spezialfall:
(i) Im R? ist der oben eingefiihrte Winkel der iibliche. Es seien z,y # 0. Setzen wir

p 1 , 1
T = 57—, Yy =177Y
] [yl

so ist <(2,y') = <(x,y). Wir betrachten die folgende Situation (mit 5 > «):

i

Abb. 21: Winkel in der Ebene
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Es ist
7' = (cosa,sina), y' = (cosf3,sin3).
Damit gilt:
(2',y") = cosacos f + sinasin 3 = cos(f — a).
Also

<(z,y) 0 —« falls 6 —a <
T, y) =
Y a— [+ 2m sonst.

(i) TIm Fall des R? kann man auch einen ,orientierten Winkel einfiihren, der dann
Werte in [0, 27r[ annehmen kann.

Abb. 22: Orientierter Winkel

Es seien
A=u+Rw, B=u+Ruw

zwei Geraden, die sich in u schneiden.

Definition. Der Winkel zwischen den Geraden A, B ist definiert durch

(A, B) := min{<(w, w"), <(w, —w")}.

Abb. 23: Winkel zwischen Geraden

Bemerkung. Durch diese Definition hat man erreicht, dal <(A, B) € [0, 7] ist.
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Unsere obigen Uberlegungen ergeben noch folgende Eigenschaft des Winkels:

<z, y) = g & (z,y) =0.

Definition. Zwei Vektoren z,y € R" heilen zueinander orthogonal oder stehen senkrecht
aufeinander, falls (x,y) = 0.

Der Nullvektor steht nach dieser Definition auf allen Vektoren senkrecht.

Ist v L w, so erhélt der Satz des Pythagoras seine gewohnte Form

lv + wlf* = [[ol|* + [Jwl]}*

A v+ w

[[o 4 wl|

[l

Abb. 24: Satz des Pytagoras in Vek-
torschreibweise

Il

Definition. Ein Vektor s € R™ ist orthogonal zu einer Geraden A C R" falls (s, v; —wvg) =
0 fiir alle vy, v, € A.

Bemerkung.

Abb. 25: Normalenvektor zu einer
Geraden

(i) Ist A=wv+ Rw, so ist s genau dann orthogonal zu A, wenn s L w.
(i) Ist
A={(z,y) €R* ax +by —c=0} ((a,b) # (0,0)),
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dann ist s = (a,b) orthogonal zu A.

Beweis.
(i) ,= Esist v,v +w € A. Ist s orthogonal zu A, folgt nach Definition s L
((v+w) —v), also s L w.

,<=“ Es seien vy,vy € A, also
v =v+ A \w, vy =v+ pw.

Damit gilt:
(s,v1 —v9) = (8, \w — pw) = A(s,w) — u(s,w) = 0.

(ii) Es seien vy = (z1,v1), v2 = (z2,92) € A. Dann gilt

(s,v1 —v9) = (s,v1) — (s,v2) = (axy + by1) — (axs + bys)
= c—c=0.

Satz 1.10 (Normalengleichung)
Es gilt
(i) Ist 0# s € R? und v; € R? dann ist
A={ueR* (s,u—uv)=0}

eine Gerade durch vy, die orthogonal zu s ist.

(ii) TIst A C R? eine Gerade, v; € A und s # 0 orthogonal zu A, dann ist

A={uecR?% (s,u—wv) =0}

Bemerkung. s heifit Normalenvektor von A. Manchmal ersetzt man s durch den Nor-
maleneinheitsvektor n = ”‘;—” In diesem Fall erhélt man die Hessesche Normalform. Diese

ist dann bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt. (Das Vorzeichen kann man etwa noch
durch die Bedingung (n,v;) > 0 festlegen, falls 0 ¢ A ist.)

Beweis.
(i) Esseis=(a,b), u=(x,y), c=(s,v1). Dann gilt

(s,u—wv1) = (s,u) — (s,v1) = ax + by — c.

Aus Satz (1.3) folgt zunéchst, daB8 A eine Gerade ist. Da (s, v; —vy) = (s,0) ist, ist v, € A.
Liegt v € A mit vy # v, so ist w := v — vy ein Richtungsvektor von A. Es gilt

(s,w) = (s,v—wv1) =0

und damit ist nach obiger Bemerkung s orthogonal zu A.
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(ii) Esseiv € A mit v # vy. Mit w :=v; — v gilt
A=v+Rw.
Da s orthogonal zu A ist, gilt (s, w) = 0. Wir setzen
B :={u €R? (s,u—v) =0}

Nach (i) ist B eine Gerade. Offensichtlich ist v; € B. Es ist auch v € B, da (s,v —vy) =
(s,—w) = 0. Da eine Gerade durch zwei Punkte eindeutig bestimmt ist, gilt A = B. O

Wir wollen nun den Abstand eines Punktes von einer Geraden bestimmen.

Abb. 26: Abstand eines Punktes von
einer Geraden

Wir definieren diesen Abstand als
d(u, A) := min{d(u,v); v € A}.
(Dafl dieses Minimum existiert, werden wir gleich sehen.)

Lemma 1.11
Es sei A C R™ eine Gerade und u € R"™. Dann gibt es genau ein v' € A, so dafl u — v’
orthogonal zu A ist. Ferner gilt

d(u, A) = d(u,v")
(d. h.der senkrechte Abstand ist der kiirzeste).

Beweis. Es sei A = v+ Rw. Fiir v' = v + Aw ist u — v’ genau dann orthogonal zu A,
wenn
0=(u—2v,w)=(u—v— I2w,w)=(u—uv,w) — MNw,w).

Dies ist genau dann der Fall, wenn

5= (u—v,w)

[]]?
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Damit ist A und daher auch v" eindeutig bestimmt. Fiir beliebiges v; € A ist also (v;—v") L
(u— ') und nach dem Satz des Pythagoras gilt

lor =l = flvor = V" + lu = V| > [lu—o'|]%

Damit wird das Minimum genau fiir v = v; angenommen. U

Bemerkung. Wir haben damit eine Formel fiir d(u, A) hergeleitet. Da

v’:v+)\w:v+ww
[Jw]|
ist, gilt
d(u, A) = d(u,v") = [|[v" — ul|
also
(u—v,w)
dlu, A) = ~ Tw—
(1, 4) = o+ o — )

Ist A C R? eine Gerade in der Ebene, so vereinfacht sich dies noch. Es sei 0 # s orthogonal
zu A, v; € A. Dann ist eine Normalengleichung von A gegeben durch

A={veR? (s,v—v) =0}

u+ As

Abb. 27: Zur Bestimmung des Ab-
standes d(u, A).

u

Wir suchen ein A € R, so dafl u 4+ As € A ist. Dann gilt ndmlich
A, A) = d(u,u+ As) = [As]) = Al 5]
Die Bedingung u + As € A ist dquivalent zu
(s,u+As—v1) =0 & (s,u—wvy) + A(s,s) =0.
Dies ist dquivalent zu

(s,v1 — u)
[ s]2

A:

Damit gilt

[{s,u = v1)]
sl

d(u, A) =
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Die Normalengleichung fiir A hat die Form
A={(z,y) €R* ax +by—c=0}  (a,b)# (0,0)
wobei s = (a,b), ¢ = (s,v1). Also gilt fiir u = (z,yo), daB

 Jaxo + byo — |
)= p

Ist s ein Normaleneinheitsvektor, so vereinfacht sich diese Gleichung wegen |[|s|| = Va? + % =1
zu

d(u, A) = |azo + byo — ¢

D.h.man kann den Abstand eines Punktes von einer Geraden durch Einsetzen in die
Hesse-Normalform berechnen.

Es gibt auch eine Normalenform fiir Ebenen im R3.

Definition. Ein Vektor s € R™ ist orthogonal zu einer Ebene E C R", falls (s, v;—v) = 0
ist fiir alle vy, v, € E.

Ist £ = v + Rw; + Rwsy eine Parameterdarstellung von E, so ist s genau dann senkrecht
zu E, wenn s | wy; und s L ws.

Analog wie bei Geraden hat man nun die folgenden Aussagen:
Satz 1.12
(i) Esseis€R? s+#0und v; € R3 Dann ist

E:={uck?® (s;u—uv)=0}
eine Ebene durch vy, die orthogonal zu s ist.
(ii) Ist umgekehrt E eine Ebene, die durch v; geht und orthogonal zu s ist, so ist
E={ucR? (s,u—uv) =0}
Fiir einen Punkt u € R™ definiert man wieder den Abstand zu einer Ebene £ C R™ durch
d(u, E) = min{d(u,v); v € E}.

Satz 1.13
Ist £ C R3 eine Ebene durch vy, die senkrecht zu s # 0 ist, so ist

[{s,u = v1)]
Il

d(u, E) =
Ist speziell
E ={ajx1 + axy + azxs — b =0}
und u = (uq, ug, uz), so ist

ayuy + apuy + azuz — b

Vai+a3+a3

d(u, F)
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§2 Algebraische Grundstrukturen

Definition. Eine Verkniipfung auf einer Menge G ist eine Abbildung
o: GxG — G

(a,b) —— aob.

Schreibweise. aob, a-b, ab, a + b.

Beispiele.
i) G=N
o: NxN — N
(a,b) — a+b.
i) G=R

o: RxR — R
(a,b) — a-b.

(iii) M sei eine beliebige Menge.
G := Abb(M, M) ={f; f: M — M ist eine Abbildung}.
Als Verkniipfung wéhlen wir die Komposition von Abbildungen:

o: GxG — G
(f,9) — fog.

Definition. Eine Halbgruppe ist ein Paar (G, o), so dafl die Verkniipfung o das Assozia-
tivgesetz erfiillt, d. h.

(G1) (aob)oc=ao(boc) (fiir alle a,b,c € G).

Alle oben angefiihrten Beispiele erfiillen das Assoziativgesetz.

Definition. Eine Halbgruppe (G, o) heifit eine Gruppe, wenn gilt:

(G2) Es gibt ein Element e € G mit: eoa = a fiir alle a € G.
(G3) Zu jedem a € G gibt es ein @’ € G mit @’ oa = e.
Definition.

(i) e heifit neutrales Element (linksneutrales Element, Einselement).

(ii) a' heifit zu a inverses Element (linksinverses Element).
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Definition. Eine Gruppe G, o heifit kommutativ (abelsch), falls

(G4) aob=boa (a,beQq).

Schreibweise. Bei abelschen Gruppen schreibt man in der Regel

a+b:=aob, 0:=e.

Beispiele.
(i) (N, +) ist keine Gruppe. Man hat zwar

0+n=n,

fiir n > 0 gibt es aber kein n’ mit
n' +n=0.

Dagegen ist (Z, +) eine Gruppe.

(ii) (R,-) ist keine Gruppe, da 0 kein inverses Element besitzt. Es ist zwar stets
l.-x=uz,

aber 0 besitzt kein multiplikatives inverses Element.

Es sei
R*:={z e R, z # 0}.

Dann ist (R*, ) eine kommutative Gruppe.
(iii) Abb(M, M) ist keine Gruppe. Zwar gilt stets

idMOf:f,

im allgemeinen existiert aber kein Inverses.

(iv) Es sei
Bij(M, M) ={f; f: M — M ist bijektiv} C Abb(M, M).
Dies ist eine Gruppe, denn nach Lemma (0.2) gibt es zu jedem f ein g mit
go f=1idyy.
(v) Fiir den Spezialfall M = {1,... ,n} definiert man

S, := Bij(M, M).
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Definition. S,, heifit die symmetrische Gruppe in n Variablen. Die Elemente von S,
heiflen Permutationen von n Elementen.

Bemerkung. Fiir n > 3 ist S, nicht abelsch.

Um ein Gegenbeispiel zur Kommutativitdt anzugeben betrachten wir

I {1,...,n} —{1,... ,n}
f() = 1, f(2):=3, f(3):=2, f(n)=nfirn>4
g(1) = 3, ¢9(2):=2, g(3):=1, g(n) =n firn > 4.

Dann ist

(feg)1) = [flg(1)=/f(3) =
(go /1) = g(f(1) =9(1) =

also ist fog#go f.

Einfache Folgerungen aus den Gruppenaxiomen

Es sei (G, o) eine Gruppe.

Lemma 2.1
(i) aoe=a firalle a € G.

(ii) Es gibt genau ein neutrales Element e.
(iii) Ist @’ zu a invers, d.h. @’ oa = e, so gilt auch aod’ =e.
)

(iv) Zu jedem a gibt es genau ein inverses Element.
Bemerkung.
(i) Man kann also von dem neutralen Element sprechen.
(i) Ebenso kann man von dem inversen Element a’ zu a sprechen. Man setzt a™* := a’
(bzw. —a := @’ im abelschen Fall).
Schreibweise. Wir lassen im folgenden meist das Zeichen o weg.

Beweis. (iii) Nach (G3) gibt es a” mit a"a’ = e.

aa’' (€2 e(ad’) Def. yon a” (a"a)(ad’) (&) a’(a'(ad))
(@) a’((d'a)a) = a’(ed’) @ e
Def.a” -
= e

) ae - a(d'a) = (aad)a W eq P q.
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(ii) ¢ sei ein weiteres neutrales Element

; (i), Def. von €
e —=ee =

(iv) Es sei d'a = e, a"a = e.

G1 Def. von a’ G2
D () O ) (9

J' g de iii) a//(aa/) (

Lemma 2.2
(G, o) sei eine Halbgruppe. Dann sind dquivalent:
(i) (G,o) ist eine Gruppe.

(ii) Zu je zwei Elementen a,b € G gibt es genau ein x € G und ein y € G mit
ra =b,ay = b.

Bemerkung. Die Aussage (ii) ist eine Aussage iiber die Losbarkeit von Gleichungen in
der Halbgruppe G.

Beweis. (i)=(ii): Die Idee ergibt sich aus folgender Rechnung. Falls xa = b, dann gilt:

b=xa = ba ' = (va)a* (@ z(aa™t) FLED e GDO

Dies zeigt, daf3 z, falls es existiert, eindeutig ist. Analog zeigt man die Eindeutigkeit von
Y.

Wir sehen also x := ba™!. Dann gilt

ra = (ba_l)a (&) b(a_la) = be T

Analog fiir y := a~'b:

ay = a(a™'0) 'L (aa™)p “ Y b L0,

(ii)=-(i): Essind (G2) und (G3) zu priifen.

(G2): Esseia € G fest gewahlt. Dann gibt es ein e € G mit ea = a. Wir haben also ein
neutrales Element fiir a gefunden. Es sei nun b € G beliebig. Nach Voraussetzung gibt es
ein y mit ay = b. Fiir dieses y gilt dann:

eb = e(ay) (&) (ea)y Konstr.von e ay = b.

(G3): Zu a € G gibt es nach Voraussetzung ein o’ € G mit d'a = e. O
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Lemma 2.3
) (@) '=a
(i) (ab)™t=0b"ta"l

Beweis. (i) Nach (2.1) (iii) ist aa™! = e. Wegen der Eindeutigkeit des Inversen (Lemma
(2.1) (iv)) ist a = (a7 )71

(i) Bs gilt (b"'a)(ab) 'L b~ ((a"a) b) ‘L b 1b = .
I
Wiederum wegen der Eindeutigkeit des Inversen folgt b~ 'a™! = (ab)~t. O

Untergruppen

Es sei (G, 0) eine Gruppe und U C G eine nicht-leere Teilmenge.

Definition. U C G heifit eine Untergruppe von G, falls gilt:
(i) U ist multiplikativ abgeschlossen, d. h.fiir a,b € U gilt aob € U.

(ii) U ist zusammen mit der von G induzierten Verkniipfung

UxU — U

(a,b) —— aob,

eine Gruppe.

Beispiele.
(i) (Z,+)c(@Q+)C(R,+)

(i) (Q,)C(R,) (wobei Q" :={z€Q: x+#0}).

Satz 2.4
Es sind dquivalent:
(i) U C G ist Untergruppe.

(i) Mit u,v € U ist stets auch uv™" € U.

Ist U eine Untergruppe von (G, dann stimmen das neutrale Element von U und G iiberein,
und fiir jedes u € U stimmen das Inverse von u in U und G {iberein.

Beweis. (i)=-(ii) Es sei e¢* das neutrale Element in U. Damit gilt, da e das neutrale
Element in G ist
e'u=u = eu.

1

Multiplizieren wir diese Gleichung mit dem inversen Element, v~ von v in U folgt

(eu)u™' = (ew)(u™) = e*(uu™) =e(uu™) = e =e
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wobei wir Lemma (2.1) (iii) und Lemma (2.1) (i) verwendet haben. Es sei nun v~! das
inverse Element von v in G und v’ das inverse Element von v in U. Wir wollen zeigen,
daB v=! = ¢’ gilt. Dann haben wir auch uv=! € U gezeigt. Es gilt in G:

Wegen der Eindeutigkeit des Inversen nach Lemma (2.1) (iv) folgt v/ = v,

(i))=-(i) Es sei u € U. Nach Voraussetzung gilt mit v = u, dafl ¢ = vu™! € U. Damit
besitzt U ein neutrales Element. Ferner gilt wieder nach Voraussetzung, da v™! = eu™! €
U, also besitzt u ein inverses Element in U. Es bleibt zu zeigen, dafi U multiplikativ
abgeschlossen ist. Seien hierzu u,v € U. Dann gilt nach dem, was wir gerade gezeigt
haben, auch v~ € U. Nach Voraussetzung gilt dann uvv = u(v=')"! € U, O

Homomorphismen

G, G seien Gruppen. (Wir geben die Verkniipfungen nicht explizit an.)
Definition. Eine Abbildung f : G — G’ heifit ein (Gruppen-)homomorphismus, falls gilt

(H) f(ab) = f(a)f(b) (fir alle a,b € G).

Beispiele.

() G=G"=(Z+)

f:Z — 7
n +—— 3n.

Es gilt: f(n+m)=3(n+m)=3n+3m= f(n)+ f(m).

(ii) Gegenbeispiel:

f: 7 — Z
n —— n+1

ist kein Homomorphismus, da gilt f(n +m) =n+m+ 1, aber f(n) + f(m)=(n+1) +
(m+1)=n+m+2.
Definition. Ein Homomorphismus f : G — G’ heift

(i) Monomorphismus, falls f injektiv ist,

(ii) Epimorphismus, falls f surjektiv ist,

(iii) Isomorphismus, falls es einen Homomorphismus ¢ : G' — G gibt mit f o g = ide
und go f = idg.

Lemma 2.5
Fiir einen Gruppenhomomorphismus f : G — G’ sind dquivalent:
(i) f ist bijektiv.
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(ii) f ist ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. (ii)=(i) folgt aus Lemma (0.2).
(i)=(ii) Nach Lemma (0.2) gibt es eine Abbildung f~*: G’ — G mit f~'o f =idg, f o
ft =ide. Sei g := f~1. Zu zeigen ist, dafl g ein Gruppenhomomorphismus ist, d. h.daf
gilt:
f~Hab) = (@) (D).
Dies folgt aus der Injektivitdat von f, da gilt
_ _ (H) _ _ _
FU @) ) = (@) F(FH ) = ab,  f(f7'(ab)) = ab.
O

Es sei f: G — G ein Gruppenhomomorphismus; e, €’ seien die neutralen Elemente von
G bzw. G'.

Definition.
(i) Der Kern von f ist definiert als

Ker f ={g €G; f(g) =¢}.

(i) Das Bild von f ist
Im f={f(9) € G'; g € G}.
(D.h.Im f ist das mengentheoretische Bild von f.)

Beispiel. Es sei
G' :=Cla,b] :=={f; f:[a,b] — R ist eine stetige Funktion}.
Auf G' wird f + ¢ definiert durch
(f +9)(x) == f(x) + g(x).
Dann ist (C[a, b], +) eine Gruppe. Ferner sei
G :=C'a,b] .= {f; f:a,b] — R ist stetig differenzierbar}.

Dann ist G eine Untergruppe von G’. Die Abbildung

a4 G — ¢
dx i
————
f— f'= I
ist ein Homomorphismus, da
d d d
L ta)=—f+-g
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Es ist d
Ker— =1{7f: f =
er—={f; f=c},
d. h.der Kern besteht genau aus der Menge der konstanten Funktionen.

Lemma 2.6
Es sei f: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:
(i) fle)=¢"
(i) (f(a)™' = fla™).
(ii) Ker f C G ist Untergruppe.
(iv) Im f C G’ ist Untergruppe.
(v)
Beweis. (i) f(e)f(e) = f(ee) = f(e). Durch Multiplikation mit f(e)~! folgt f(e) = €.

(ii) f(a™)f(a) = f(a"a) = f(e) e Also folgt f(a™) = (f(a)™
(iii) a,b € Ker f. Nach Satz (2.4) geniigt es zu zeigen, dafl ab™! € Ker f. Dies gilt, da

f ist genau dann injektiv, wenn Ker f = {e}.

flab™) = f@) 07 = fa)f0) ! =€) = e =

(iv) u,v € Im f. Zu zeigen ist, dal uv™' € Im f. Da u,v € Im f gibt es a,b € G mit
fla) =wu, f(b) =v.

w™ = fa)(f0) " E fla)f(b) = fab™) € Im f.

(v) Es ist e € Ker f nach (i). = Ist f injektiv, so folgt aus e € Ker f, dal Ker f = {e}
gilt.

Umgekehrt sei f nicht injektiv. D.h.es gibt a # b mit f(a) = f(b). Wegen a # b ist
ab™! # e. Aber ab™! € Ker f, da

flab™) = (@) f 6 2 @) f0) " = fla)fa) =

Ringe
R sei eine Menge. Ferner seien +, - Verkniipfungen auf R.
Definition. Das Tripel (R, +, ) heifit ein Ring, falls

(R1) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
(R2) (R, -) ist eine Halbgruppe.
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Fiir r;s,t € R gilt:

(R3) (r+s)-t = r-t+s-t
r-(s+t) = r-s+r-t.
Beispiele.
Definition.
(i) Ein Ring heiBt kommutativ, falls
res=s-T (fiir alle 7, s € R).

(i) Man sagt R ist ein kommutativer Ring mit Einselement, falls es zusétzlich ein
Element 1 # 0 gibt (0 ist das neutrale Element von (R, +)) mit

l-r=r (fir alle r € R).

Beispiele. Wie oben.
Schreibweise. Meist schreibt man rs statt r - s.

Definition. R;, R, seien Ringe. Eine Abbildung f : Ry — R heifit ein Ringhomomor-
phismus, falls fiir alle r, s € R gilt:

(i) flr+s)=[f0r)+[f(s)
(i) f(rs) = f(r)f(s).

Korper

Es sei K eine Menge und +, - seien Verkniipfungen auf K.

Definition. Das Tripel (K, +,-) heifit ein Korper, falls gilt:
(K1) (K,+) ist abelsche Gruppe.

(K2) Ist 0 das neutrale Element von K, so setzt man
K™ := K\{0}.
Fir a,b € K* gilt a-b € K* und (K*,-) ist eine abelsche Gruppe.
(K3) Es gelten die Distributivgesetze:

a-(b+c) = (a-b)+(a-c)
(a+b)-¢c = (a-¢)+(b-c).
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Beispiele.
(i) (Q+,)
(i) (R, +,)
(iii) (Fa,+,-) Hierbei ist F5 = {0,1} und Addition und Multiplikation sind durch die
folgenden Tafeln erklart:

+]0 1 [0 1
010 1 0/0 0
1110 110 1
Schreibweise.
0 := neutrales Element von (K, +)
1 := neutrales Element von (K*,-) (Esgilt 1 #0)
—a := inverses Element zu a in (K, +)
1
— = a!:=inverses Element von (K*,-)(a # 0)
a
a—b = a+(=b)
% = ab™'  (b#£0).

Lemma 2.7
i) 0ca=a-0=0 (a€K).

(ii) Ist a-b=0, so folgt a =0 oder b =0 (Nullteilerfreiheit der Multiplikation.)
(iii) Ist a # 0, so gibt es genau eine Losung von a - x = b, ndmlich x =
)

a-(—=b)=(—a) -b=—(a-b), sowie (—a)-(—=b) =a-b.

b

a”

(iv

Beweis. (i) 0-a=(040)-a=0-a+0-a. Also folgt 0-a = 0. Die Aussage a-0 =0
zeigt man analog.

(ii) Dies folgt sofort aus (K2).

(iii) Ist b # 0, so folgt dies aus Lemma (2.2) und (i). Ist b = 0, so folgt nach (K2) aus

a-sz,a#O,daﬁszQO-ézg.

a

S

02 0. Also folgt a - (—b) = —(a - b). Ferner gilt
0. Damit folgt auch (—a)-b= —(a-b).

(iv)a-b+a-(=b)=a-(b+ (=Db)) =
(—a)-b+a-b=((—a)+a)-b=0-b
Schliefflich folgt

—~
—

i)

(—a)- (=) = —(a- (=b)) = —(~(a-b)) = a-b,
wobei wir beim letzten Gleichheitszeichen Lemma (2.3) (i) benutzt haben. O]

Es seien K und K’ Korper.
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Definition.
(i) Eine Abbildung f : K — K’ heifit ein Kérperhomomorphismus, falls gilt

fla+b) = fla)+ f(b)
fla-b) = fla)- f(b)
(ii)  f heifit Kérpermonomorphismus (-epimorphismus), falls zusétzlich f injektiv (sur-
jektiv) ist.

(iii) f heifit ein Korperisomorphismus, falls es einen Kérperhomomorphismus g : K’ —
K gibt mit fog=1idg und go f = idg.

Bemerkung. Wir verwenden hier mifibréduchlich dasselbe Zeichen fiir die Operationen
in K und K'.

Bemerkung. Ein Koérperhomomorphismus, der nicht identisch 0 ist, ist stets injektiv.

Lemma 2.8
Ein Kérperhomomorphismus f : K — K’ ist genau dann ein Korperisomorphismus, wenn
f bijektiv ist.

Beweis. Genau wie in Lemma (2.5). O

Schreibweise. Man schreibt auch hier meist ab statt a - b.

Der Korper C der komplexen Zahlen

Wir definieren

C=RxR
Hierauf definieren wir eine Addition und eine Multiplikation wie folgt:

Addition:
(a,b) + (d',b") == (a+d',b+ 1)

Mit dieser Definition gilt:
(K1) (C,+) ist eine abelsche Gruppe und es gilt
e=(0,0); —(a,b) = (—a, —b).

Multiplikation:
(a,b) - (a',b") ;== (ad’ — bV, ab' + a'b).

(K2):  Zu zeigen: Ist (a,b) # (0,0) # (', V'), so folgt (a,b) - (a’,b") # (0,0).

Wir nehmen hierzu an, daf3:

(a,b) - (a', V') = (ad' = bV, ab’ + a'b) = (0,0).
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1. Fall: a # 0. Dann gilt:

bt/
(1) ad' =V =0 = d = —.

Einsetzen ergibt:

b2l
abf +ab=0Eat + 72 =0 = @+ =0 =¥ =0.
a ——
£0

Mit (1) folgt auch ¢’ = 0, und damit (a’,0’) = (0, 0).
2. Fall:  Der Fall b # 0 kann analog behandelt werden.

Neutrales Element: Das neutrale Element ist (1,0), es gilt ndmlich

(1,0) - (a,b) =(la—00b,1b+a0) = (a,b).

Inverses Element: Das zu (a,b) # (0,0) inverse Element ist

a —b
a2 + b2’ a? + b2

(a,b)" = ( )-

Es gilt ndmlich

( a _b)(ab)—( a? n b? ab ba)
a2+ a2+ 7T a2+ a2 40 a2+ b0 @+ b

Das Assoziativitiatsgesetz fiir die Multiplikation und die Kommutativitdt rechnet man
leicht direkt nach.

(K3) Distributivgesetze: Man rechnet sofort nach:
(a,b) . ((al,b/)—l-(a”,b//)) — (a,b) . (al+a/1,b/+b//)
= (ad' +ad” —bb' —bb", ab’ + ab” + a'b + a"b).
Andererseits ist
(a,b) - (a',b") + (a,b) - (", 0") = (ad" =0V, ab + a'b) + (aa” — bb", ab” + a"b)
= (ad' —bb' +aad” =0V, al + a'b+ ab’ + a"b).

Das zweite Distributivgesetz folgt analog.
Definition. C heifit der Korper der komplexen Zahlen.
Wir betrachten die Abbildung
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Dies ist ein Koérpermonomorphismus: Die Injektivitéit ist klar. Es gilt aulerdem:

pla+b) = (a+b,0)=(a,0)+ (b,0)=¢(a)+ ob)
gp(a ) b) = (a - b, O) = (a? O) : (b7 O) = SO(CL> ) @(b)'

Mittels ¢ wird der Kérper der reellen Zahlen in den Korper der komplexen Zahlen einge-
bettet.

Das Element
i:=1(0,1)

heifit imagindre Einheit. Es gilt

Identifiziert man R mit ¢(R), so schreibt sich die letzte Formel in der Form
it=—1]

Gauflsche Zahlenebene

Man kann C mit der Ebene R? identifizieren. Ublicherweise verwendet man die Schreib-
weise

a+bi = (a,0)+ (b,0)-(0,1) = (a,0) + (0,b) = (a,b).

Die reellen Zahlen sind durch b = 0 charakterisiert.

Geometrische Darstellung

A
i (1,1) =1+

= RCC

Abb. 28: Die komplexe Zahlenebene

Addition und Multiplikation driicken sich mit obiger Schreibweise wie folgt aus:

(2) (a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i
(3) (a+bi)-(c+di) = ac+ adi+ bci —bd = (ac — bd) + (ad + bc)i.
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Definition. Es sei z = a + bi mit a,b € R. Dann heifit a der Realteil von z und b der
Imaginérteil von z.

Schreibweise. ¢ = Rez, b =Im z.
Definition. Ist z = a + bi eine komplexe Zahl, so heif3t
Z:=a—UW
die zu z konjugiert komplexe Zahl.
Bemerkung. Esgilt 2 +tw=z+w, zw=2zw, z=2 z2=2z2&z2€R.
Definition. Ist z = a + bi, so heifit
12| == V2Z = \/(a + bi)(a — bi) = Va? + b2

der Betrag von z. Der Betrag von z = a + bi ist also die Lange des Vektors (a, b).

In vielen Féllen ist es auch niitzlich, komplexe Zahlen durch Polarkoordianten darzustel-
len. Eine Zahl 0 # z € C = R? wird durch ihren Betrag r = |z| und den Winkel ¢ zur
x-Achse eindeutig bestimmt (¢ € [0, 27[):

A

z=re¥

\SO Abb. 29: Polarkoordinaten zur Be-
schreibung der komplexen Zahlene-
bene

\j

Setzt man
e'¥ 1= cos p + isin @,

SO 1st
z=re%.
Polarkoordinaten eignen sich besonders gut zur Beschreibung der Multiplikation. Mit

z=re¥, w=reV

gilt
22 = (re®)(r'e")
rr'(cos ¢ + isin @) (cos ) + isin )
= rr'[(cospcos ) — sin @ sin ) + i(sin @ cos ) + cos psin )]

rr'(cos( +¢) +isin(p +¢))
rr et
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Bemerkung. In der Analysis wird oft zuerst die komplexe Exponentialfunktion e* ein-
gefithrt und Sinus und Cosinus werden dann durch

€'Y = cos p + isin g,

bzw. durch ihre Reihenentwicklungen erklért.
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§3 Der Begriff des Vektorraums

Im folgenden sei stets K ein Kérper und V' eine Menge.

Gegeben seien Verkniipfungen

+: VxV — V d~:K><V—>V
(z,y) — x+y o (,x) — «a-z=:az.

Definition. (V,+,-) heifit ein Vektorraum iiber K (K-Vektorraum), falls gilt:
(V1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe
Fir a,0 € K, z,y € V gilt:

(a+pB)z = a-z+pf-x
a-r+oa-y
a-(f-x)

(V2)

NN NN
o
=
+
<
Il

Bezeichnungen.
(i) Die Elemente a, (3, ... € K heiflen Skalare, K heifit Skalarenkérper.

(ii) Die Elemente z,y,... € V heiflen Vektoren.
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(iii) Wir bezeichnen mit 0 = Ok (1 = 1k ) das additive (multiplikative) neutrale Element

in K. Das neutrale Element in V' wird mit 0 = 0y bezeichnet.

(iv) Man schreibt oft ax statt o - .

Lemma 3.1

V sei ein K-Vektorraum. Fir z € V,a € K gilt:
(1) OKQZ’ = Ov.

(i

) CYOV = Ov.
(ii) ax =0y = a =0k oder z = Oy.
)

(iv) (—a)z =a(-z) = —(ax).
Beweis.
(i) Oxx = (0x + 0g)x = Oz + Ogx, also Oxgx = Oy,

(V2)(i

(ii) a0y = a0y + 0y) ) a0y + a0y, also a0y = 0y.

(iii) Es sei a # 0. Dann gilt:

ar =0y = o Hazx) = a0y @ Oy =0y =a 0y =a az) =1z =

(V2)(iv)

x.
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(iv) (—a)z+ ax V20 ((—a) + a))r = 0gx = Oy.
Also folgt (—a)r = —(ax).

(V2)(ii)

Ferner gilt a(—z) +a(x) =" a((—z) +z) = aly s

D Oy, und damit a(—z) = —(ax). O
Schreibweise. Man schreibt meist O = 0 und 0y, = 0.

Beispiele.
(1) Standardbeispiel: Fiir einen Kérper K setzen wir

K" = Kx---xK mit
I
r = (r1,...,2,) € K" (2; € K).

Im Fall K = R erhalten wir das frither beschriebene Beispiel R".
Addition: z+y = (z1,..., %)+ W1, s Un) = (X1 + Y1, T + Yn)-
Skalarmultiplikation: ax = a(xy,...,z,) = (az1,... ,ax,).
(V1): (K™, +) ist abelsche Gruppe mit
0=1(0,...,0), —x=(—z1,...,—T,).
Von den Vektorraumaxiomen rechnen wir z. B. (V2) (i) nach:
(a+B)r = (a+B)(x1,... 2n) = (a4 By, ..., (a+ B)zn))

= (axy + Py, ... ,qx, + Pxy,)

= (axy,...,az,) + (Bzy,...,Bz,)

= ax+ (.
Die anderen Regeln verifiziert man analog.

Man nennt K™ den n-dimensionalen Raum der Zeilenvektoren iiber dem Korper K. Man
hat auch die Mdoglichkeit, mit Spaltenvektoren zu arbeiten.

4o
"Ki={x=|":|;z €K}

T

Man bezeichnet dann "K als den Raum der Spaltenvektoren.

1 (7 1+ %
Addition: z+y=| : [+ | : | := :
T axy

Skalarmultiplikation: axr=a | : | :=
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x1
Mittels der Identifikation (z1,... ,2,) — | ! | werden wir meist K™ und " K identifizie-

ren.
(2) Abbildungsraume:

(a) Man kann Vektorrdume von Abbildungen betrachten. Fiir einen Kérper K und eine
Menge M definieren wir:

Abb(M, K) :={f; M — K ist eine Abbildung}

Auf Abb(M, K) fithren wir wie folgt eine Addition und eine Skalarmultiplikation ein:
Addition: f + g wird definiert durch

(f +9)(@) = flz) + g(z) (ze€ M)
Skalarmultiplikation: Fiir o € K definieren wir
(af)(z) == af(z).

(V1): (Abb(M, K),+) ist eine abelsche Gruppe:

0 wird definiert durch 0(z) := O fiir alle z € M.
—f wird definiert durch (—f)(z) = —(f(x)).

(V2):  Wir zeigen beispielsweise: af + g) = af + ag.

Dies ist leicht nachzurechnen:

(a(f+9)(z) = al(f+9)(@) =alf(z)+g(z))
= af(x) +ag(r) = (af)(z) + (ag)(x)
= (af+a9)( )-

Die anderen Gesetze verifiziert man analog.
(b) Spezialfall

K=R, M:=[abCR
Abb(M, K) = Abb([a,b],R) = {f; f: [a b] — R}.
Dies kann man spezialisieren:
Cla,b] = {f; f:a,b] — R stetig} C Abb(M,R)
C'la,b] = {f; f:[a,b] — R stetig diff.bar}
C*la,b] = {f; f:a,b] — R beliebig oft diff.bar}

Die Verkniipfungen sind immer wie oben definiert.
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(3) Der Raum Abb(N,R) ist der Vektorraum der reellen Folgen.
(4) K=R,V=(C+)
KxV=RxC — C
(o,z) — azx.
(D. h.man fait C als R-Vektorraum auf.)
5) K=QV=(R+)
KxV=QxR — R

(,z) — az.
(D.h.man fait R als Q-Vektorraum auf.)
(6) K=R,V=Rz]={ap+ -+ a,z"; a; € R}.
V" heifit der Raum der Polynome in der Variablen z. Fiir « € R und
P=Px)=ay+ - +aa"
Q= Q) =by+ - + bya™
definieren wir (falls n < m, ansonsten analog):

P+Q = (ag+0bo)+ -+ (an+0by)x" + -+ bypa™,
aP = (aay) + -+ (aay,)x™.

V sei ein K-Vektorraum.

Definition. Eine Teilmenge U C V heifit ein Untervektorraum, falls:

(U0) U#0
(U1) wvel=u+vel
(U2) aceKuelU=auel.

Lemma 3.2
U ist zusammen mit den eingeschrankten Verkniipfungen U x U — U; (u,v) +— u+ v
bzw. K x U — U; (o, u) — au selbst ein Vektorraum.

Beweis. (V1): 0 € U, denn da U # () gibt es ein u € U. Also ist 0u € U nach (U2).
Nach Lemma (3.1) (i) ist aber Ou = 0 € V. Mit u € U ist auch (—1)u € U nach (U2).
Nach Lemma (3.1) (iv) ist (—1)u = —u. Damit ist (U, +) eine abelsche Gruppe.

(V2):  Die Rechenregeln (i)—(iv) gelten in U, da sie bereits in V' gelten. O

Lemma 3.3
V sei ein K-Vektorraum.
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(i) Sind U; und Uy Unterrdume, so ist auch U; N Uy ein Unterraum.

(ii) Sind (U;)ier Unterrdume, so ist auch ();.; U; ein Unterraum.

Beweis. Es geniigt (ii) zu zeigen.
(U0): Da 0 € U; fiir alle 7 € I, folgt 0 € (,¢; Ui, also ist (,c; Us # 0.
(Ul):w,v € (e Ui = w,v € Usfiiralled € I = u+tv € U fiiralle: € I = utv € (¢, Ui

(U2):ae Kiue (g UimueUfiraleic Il = auc Usfirallei € I = au € (), U
O

Bemerkung. Sind U;, U; Unterrdume, so ist im allgemeinen U; U Us kein Unterraum
von V.

Beispiel. V = R?

Uy = {(z,0); z € R} C R?
Uy = {(0,9); y e R} CR?

(1'0) ~ Abb. 30: Die Vereinigung von Un-
o terrdumen ist i.a. kein Unterraum

Offensichtlich sind U; und U, Unterrdume mit (1,0) € Uy und (0,1) € Us,. Es ist aber
(1,0) +(0,1) = (1,1) € Uy U Us.

Definition. Die Summe zweier Unterraume U; und U, ist definiert als
U1+U2 = {u, U = Uy + Uy mit Uy € Ul,'LLQ € UQ} cV.

Lemma 3.4
Sind Uy, Uy Unterrdume von V, so ist auch U; + U; ein Unterraum von V.

Beweis. (U0): 0€U;,0€U; = 0+0=0¢€U; + U,.

(Ul) ue U + U, :>UZU1+U2; u; € U
v e U +Us U:U1—|—U2;U¢€Ui
Also ist
U+U:(U1+U1>+(U2+’l}2)€U1+U2.
—_—

celU; € Us
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(U2): Esseiue Uy + Uy, d.hau = uy + up mit u; € U;.

Dann gilt:
au = au; + ug) = (auy) + (auy) € Uy + Us.

Bemerkung. U; + U, ist der kleinste Unterraum von V', der U; U Uy enthélt.
Beispiel. Im obigen Beispiel ist U; + U, = R2.
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§4 Elementare Vektorraumtheorie

Im folgenden sei K stets ein Korper.

Definition.
(i) Eine homogene Gleichung in den Unbekannten &, ... ,§, ist ein Ausdruck der Ge-
stalt

(1) i+ F & =0, (a; € K)

(ii) Ein homogenes Gleichungssystem von m Gleichungen in den Unbekannten &y, ... , &,
besteht aus m homogenen Gleichungen

ol + A gy =0
11+ g =0

(2) . ' (a; € K31 <i<m,1<j<n)
Oém1.§1 + -4 oq;mén = 0.
(iii) Eine Losung von (2) ist ein Vektor x = (z1,... ,x,) € K™ mit
a1y + -+ o, =0
a1 + -+ a9, =0

U1 T1 + - + Ay = 0.

Bemerkung. Es gibt stets die triviale Losung 0 = (0, ... ,0).

Definition. Die Menge L := {z € K"; x ist Losung von (2)} heifit der Ldsungsraum
des Gleichungssystems (2).

Lemma 4.1
L C K™ ist Unterraum.

Beweis. (U0): L#0,da0e€ L.
(Ul): =,y € L. Dann gilt:

Zaijxj =0 (121,77’”)
J=1

Zaijyj =0 (z:l,,m)
j=1

Damit

0="> ayw;+ > ayy; = ayle;+y)  (i=1,...,m),
j=1 j=1 j=1
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also gilt (x +y) € L.
(U2):

n n
re L= ZOQJ‘I']‘ =0 = O[(Z QT = 0)
j=1 Jj=1

= Zaij(aa:j) =0= azr € L.

J=1

Lemma 4.2 (Fundamentallemma)

Es sei m < n. Dann besitzt jedes homogene lineare Gleichungssystem von m Gleichungen
in n Unbekannten eine nichttriviale Losung.

Beweis. Wir betrachten
o+ aRé, =0

Oémlfl + -+ Cangn =0.

1. Schritt:  Sind alle a;; = 0, so ist jedes x € K™ Losung, und man ist fertig. Es sei also ein

a;; # 0. Nach Umnumerieren der Gleichungen bzw. Unbekannten kann man annehmen,
daf3 11 7é 0 ist.

2. Schritt: Man kann annehmen, da m = n — 1 ist. (Gilt die Aussage fiir m =n —1, so
auch fir m <n —1.)

3. Schritt: Wir kénnen gy = - -+ = a,,—1,1 = 0 annehmen. Dazu betrachten wir
anét + apd + -+ aRé =0 (mit gy #0)
anéy  + apbb + o+ g, =0

01181+ ap_128 + -+ ap1né, =0,

Dieses Gleichungssystem hat dieselbe Losungsmenge wie

Oénfla + Oé12§2a + -+ a1nén =0
21 2 a

(0421 —apn—)& + (a22 — CY12—1)§2 + - 4 (a9, — alna—ﬁ)fn =0
. a1 a1y

=0

Oénfl,lgl + to . Oénfl,nfn = 0.
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Analog verfahrt man mit den anderen Gleichungen. Dies fithrt auf ein homogenes Glei-
chungssystem der Form:

anét + a4+ 0+ aé, =0
agpbe  + 0+ gl =0
(%) : :
a;L—l,QfQ + -+ O‘/;z—l,ngn = 0.
Die letzten n — 2 Gleichungen sind Gleichungen in den n — 1 Unbekannten &, ... ,&,.

4. Schritt:  Wir beweisen nun die Losbarkeit mittels vollstdndiger Induktion nach n. Fiir
n = 2 ist die Aussage klar, wir haben die nicht-triviale Losung (—aa, a11).

Induktionsschritt: Es geniigt ein Gleichungssystem der obigen Gestalt anzusehen. Nach
Induktionsvoraussetzung besitzt das aus (n —2) Gleichungen bestehende System (x) eine
Losung (za, ... ,x,) # 0. Wir setzen

1

1y = ——— (T + -+ Qi)
a1
Dann ist
11201 + -+ Q= 0
und 0 # (21, ... ,x,) ist eine nicht-triviale Losung des urspriinglichen Gleichungssystems.

O

Erzeugung von Unterrdumen

Es sei V' ein K-Vektorraum und vy, ... ,v, € V seien Vektoren.

Definition. Man nennt
v=oqv; + -+ U, (eK;i=1,...,n)
eine Linearkombination von vy, ... ,v,. Die Linearkombination heifit trivial falls oy =
<o =y, = 0 ist.
Es sei A C V eine Teilmenge.

Definition. Man nennt
Span A:={v eV; v=av; 4+ + auu,, v; € A, a; € K}

den Spann oder das Erzeugnis von A.

Bemerkung.
(i) Span A ist ein Unterraum von V.

(ii) Span A ist der kleinste Unterraum, der A enthélt.
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(i) Ist A={v1,...,v,}, so schreibt man auch

Span A = Span(vy, ... ,v,).

Regeln.
(i) Span{v} = Kwv.

(i) AC B = Span A C Span B.

(ii) A = Span A < A ist Unterraum von V.
(iv) Span(Span A) = Span A.
Konvention. Span() := {0}.

Definition. Eine Teilmenge £ C V heifit Erzeugendensystem von V', falls V' = Span F
ist.

Bemerkung. Jeder Vektorraum V besitzt ein Erzeugendensystem, etwa £ = V.

Definition. FEin Vektorraum V heiflt endlich erzeugt, falls es eine endliche Menge £ C V'
mit V' = Span E gibt.

Beispiele.
(1) V = K" Dann ist

i-te Stelle

!
V = Span(ey,... ,e,) mite; =(0,...,1,0,...,0),
da fiir x = (x1,... ,2,) € V gilt

T =x1€1+ -+ THepy.

(2) Der Raum V = R[z| der Polymone in einer Variablen ist nicht endlich erzeugt, da
es Polynome von beliebig hohem Grad gibt.
Lineare Abhingigkeit/Unabhéingigkeit

Definition. Die Vektoren vy, ... ,v, € V heiflen linear abhingig, falls es a,... ,a, € K
gibt, so daf nicht alle o; = 0 sind und

avy + -+ a,v, = 0.

Ansonsten heiflen vq, ... , v, linear unabhéngig.

Bemerkung.
(i) Linear unabhéngig bedeutet also:

o+ Fau,=0=2a0=-=aqa,=0.
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(ii) Ein Vektor v ist linear abhéingig genau dann wenn v; = 0.

(iii) Zwei Vektoren vy, vy sind linear abhéngig, genau wenn es (o, ) # (0,0) gibt mit:
QU] + QU = 0.

Ist ay # 0, so folgt v = —z—ij. Ist ay =0, so ist as # 0 und damit vy = 0.

Definition. Eine Teilmenge A C V heift linear unabhéngig, falls je endlich viele Vektoren
v1,...,U, € A linear unabhéngig sind.

Beispiele.
(i) Im K" sind ey, ... e, linear unabhéngig.

(i) Im R3 sind je vier Vektoren der Form v = (a, 3,7), €1, €, e3 linear abhiingig, da

1lv — ae; — Pes — yez = 0.

(iii) In Abb(R,R) ist die Menge der Monome
A={1,z,2*% ... ,2". ..}
linear unabhéngig.

Lemma 4.3 (Abhingigkeitslemma)
Es seien vy, ... ,v, € V linear unabhéngig. Sind z, vy, ... , v, linear abhéngig, so ist x eine
Linearkombination von vy, ... ,v,.

Beweis. Da z,vy,...,v, linear abhéngig sind, gibt es eine Linearkombination
T + aqvy + -+ o, =0 (nicht alle a; = 0).

Wire ay = 0, so hitte man ajv; + -+ + a,v, = 0, und damit einen Widerspruch zur

Annahme, daBl vy, ... , v, linear unabhéngig sind. Also ist ag # 0, und damit
631 Ay,
T=——0U — - — —y
&o Qo

0J

Lemma 4.4 (Schrankenlemma)
V besitze ein Erzeugendensystem bestehend aus n Elementen. Dann sind je n+1 Vektoren
in V' linear abhéngig.

Beweis.
(1) V ={0}. Dannist V' = Span () und man hat n = 0. Je 1 Element ist linear abhéngig,
da 0O dies ist.
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(2)  Wir erkldren zunéchst die Beweismethode am Beispiel n = 1. Dann ist V' = Span v.
Es seien z,y € V.

Dann gilt
xr=av; y=[v (o, 0 € K).

Wir suchen v, € K mit (v,9) # (0,0), so daBl
0=~z + oy = (ya+ JB)v.
Dies ist moglich, da das homogene Gleichungssystem
a1+ & =0

nach dem Fundamentallemma nichttriviale Losungen besitzt.

(3) Es sei nun V' # {0}, und V = Span(vy,...,v,). Ferner seien wy,... ,w,41 € V.
Dann gibt es Darstellungen

wizz@jwj (izlv"-’n+1;QJiEK)'
j=1

Wir suchen Elemente i, ..., 8,41 € K, nicht alle zugleich 0, so dafl

n+1

=1

Nun ist
n+1 n+1 n n  n+l
> B = Bi(Y gy =D (Y Bagi)vy.
i=1 i=1 j=1 j=1 i=1

Man nun betrachte das Gleichungssystem

n+1

Z%‘ifizo (J=1....n).
i=1

Dies hat n+ 1 Unbekannte und n Gleichungen, besitzt also nach dem Fundamentallemma
eine nichttriviale Losung (51, ... , Bn11). Diese tut es. O

Der Begriff der Basis

Wie stets sei V' ein K-Vektorraum.

Definition. Es sei V' # {0}. Eine (ungeordnete) Basis von V ist eine Teilmenge B C V/
mit den folgenden Eigenschaften:
(B1) B ist Erzeugendensystem.
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(B2) B ist linear unabhéngig, (d.h.je endlich viele Elemente von B sind linear un-
abhéngig).

Konvention. () ist Basis von V = {0}.
Lemma 4.5

B = {v;}ier sei Basis von V' # {0}. Dann besitzt jedes Element v € V eine eindeutige
Darstellung

v = Z Q;v; (nur endlich viele «; # 0).

il

Beweis. Die Existenz einer solchen Darstellung folgt sofort aus (B1). Die Eindeutigkeit
sieht man wie folgt:

Es sei

vo= a1V + -t QU
vo= /Blwl_'_—i_ﬂmwm

Nach einer eventuellen Umnumerierung kann man annehmen, dafl

V1 = Wiy... yUp = Wy
ist und dafl die anderen Vektoren v,y1,...,vn, Wyri1,... ,w,, paarweise verschieden sind.
Aus
vo= U1+ U + QU 0 QU
v o= ﬁlwl + -+ ﬁrwr + 6r+1wr+1 + -+ ﬂmwm

folgt durch Subtraktion, dafl
0= (a1 = B)vi + -+ (o — Br)vp + 0py1Upg1 + -+ Uy — Bry1Wrg1 — =+ — BWi.
Da B eine linear unabhéngige Menge ist, folgt hieraus
ar=p0,...,a, =0, und «; =p0;=0firi,j>r+1,

und damit die gesuchte Eindeutigkeit. 0

Beispiele.
(1) Der Raum V = K™ hat die Basis

er =(1,0,...,0), ...,e=(0,...,1,...,0), ..., e, = (0,...,0,1).

Man nennt dies die Standardbasis des K™.
(2) Der Raum R[z] hat die (unendliche) Basis {1, z,z?,...}.
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(3)  Wir betrachten den Raum der reellen Folgen, d. h.
F := Abb(N,R)
und darin den Unterraum
F':= Abb|N,R] := {a € Abb(N,R); a(n) # 0 fiir nur endlich viele n}.

Fiir jedes n € N definieren wir

1 firm=n
On: N —R, 5n(m):{0 fir m #n

Dann ist (J,)nen eine Basis von F”; aber kein Erzeugendensystem von F. Legt man das
Zornsche Lemma zu Grunde, so hat jeder Vektorraum, und damit auch I’ eine Basis.

Satz 4.6 (Basissatz fiir endlich erzeugte Vektorriume)
Es sei V # {0} ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann gilt:
(i) V besitzt eine endliche Basis.

(ii) Je zwei Basen von V' haben gleichviele Elemente.

(iii) Sind vy,...,v, € V linear unabhéngig, dann ist entweder {vy, ... ,v,} Basis von V|
oder es gibt v,41,... ,v,, so daB {vy,... ,v,} Basis von V ist.

Bemerkung. Man nennt die Anzahl der Elemente einer Basis auch die Lédnge der Basis.

Beweis. (iii) Ist {v1,...,v,} ein Erzeugendensystem, so ist man fertig. Ansonsten ist
— C
U = Span(vy, ... ,v,) Z V.

Es sei v,41 € U, v,41 € V. Dann sind {vy, ... ,v.41} linear unabhéngig, da sonst nach dem
Abhéngigkeitslemma v, € Span(vy,...,v,) = U gilt. Damit ist {vy,...,v,11} linear
unabhéngig. Falls dies eine Basis ist, so ist man fertig. Sonst setze man das Verfahren
fort, bis es abbricht, was durch das Schrankenlemma garantiert wird. Man kommt so in
endlich vielen Schritten zu einer Basis, die vy, ... , v, enthélt.

(i) Da V # {0} ist, gibt es ein v # 0. Dann wende man (iii) auf v; = v an.

(ii) Es sei B eine Basis bestehend aus n Elementen. Nach dem Schrankenlemma sind je
n + 1 Elemente in V linear abhéngig. Sei also C' eine weitere Basis. Dann ergibt dieses
Argument, dafl

#C <n=#B.

Durch Vertauschung von C' und B erhélt man
#B < #C,
also #B = #C. O



§4. ELEMENTARE VEKTORRAUMTHEORIE 29

Satz 4.7 (Basisauswahlsatz von Steinitz)
Es sei {vy,...,v,} ein Erzeugendensystem eines Vektorraums V' # {0}. Dann gibt es
i1y yin €{1,...,7r}, so daB {v, ... ,v;, } eine Basis von V ist.

Beweis. Es sei
n := max{k; es gibt k linear unabhéngige Elemente in {vy,... ,v,}}.
Es seien v;,, ... ,v;, linear unabhéngige Vektoren. Wir betrachten
U := Span(v;,, ... ,v;,) C V.
Ist U =V, so ist man fertig. Ansonsten gibt es vy mit
v, € U.
Dann sind (v;,, ... ,v;,, ;) linear unabhéngig (Abhéngigkeitslemma). Dies ist ein Wider-

spruch zur Wahl von n. [l

Der Dimensionsbegriff

Es sei V' ein K-Vektorraum.
Definition. N(V):={m € NU{0}; Je m + 1 Elemente in V' sind linear abhéngig.}
Bemerkung. m € N(V),n >m = n e N(V).
Beispiele.

(1) V = K" Dann ist

N(V)={n,n+1,...}.
(2) V = Abb|N,R]. Dann ist N(V') = .
(3) V= Abb(N,R). Auch hier ist N(V') = (.

I [ 1

)i Abb. 31: Die Menge N(V)
n+1

Definition. Man nennt V' endlich-dimensional, falls N(V') # ) ist. Dann heifit
dim V' := Min N(V)
die Dimension von V. Ansonsten heif3t V' unendlich-dimensional und man setzt

dimV = oo.
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Bemerkung. dimV =0« V ={0}.

Beispiele.
(1) dim K™ =n.

(2) dim Abb|N,R] = oco; dim Abb(N,R) = oc.
(3) dimR[z] = oco.
Satz 4.8 (Aquivalenzsatz)

Es sind aquivalent:
(i) V ist endlich-dimensional.

(ii) V ist endlich erzeugt.
Beweis. (ii)=-(i): Man kann V' # {0} annehmen. V ist endlich erzeugt, etwa
V = Span(vy, ... ,v,).

Nach dem Schrankenlemma ist dann n € N(V). Also ist N(V) # 0 und damit ist V

endlich-dimensional.

(i)=(ii)) Essei0<n=dimV = MinN(V) < co. Also gibt es Elemente vy, ... ,v,, die
linear unabhéngig sind. Fiir alle z € V sind x, vy, ... , v, linear abhéngig (nach Definition
von n). Also gilt nach dem Abhéngigkeitslemma

x € Span(vy, ..., v,).

Damit ist
V = Span(vy, ... ,v,)

d.h.V ist endlich erzeugt. UJ

Korollar 4.9
Es sei V ein endlich erzeugter Vektorraum und U C V' ein Unterraum. Dann gilt
(i) U ist endlich erzeugt und dim U < dim V.

(ii) dimU = dimV gilt genau dann wenn U = V.
Beweis. (i) Essei U C V. Dann gilt
0 #NWV)cCcNU),
also ist N(U) # (), d.h.U ist endlich-dimensional und nach dem Aquivalenzsatz auch

endlich erzeugt. Aus N(V) C N(U) folgt MinN(V) > MinN(U) und damit dimV >
dim U.
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(ii) Es sei n = dimU = dimV. Wie beim Aquivalenzsatz zeigt man, daf es linear
unabhéngige Vektoren uq, ... ,u, gibt mit

U = Span(uy, ..., uy).

Sei x € V. Dann sind x, uy, ... ,u, linear abhingig. Nach dem Abhéngigkeitslemma folgt
x € Span(ug, ... ,uy,), d.h.
vV ="U.

O

Satz 4.10 (Basis-Kriterium)
Es sei V # {0}, n = dim V' < oo. Dann implizieren je zwei der folgenden Aussagen, dafl

{v1,... , vy} eine Basis ist.

(i) m=n.

(ii) wv1,..., vy sind linear unabhéngig.
(i) {v1,...,vn} ist Erzeugendensystem.

Beweis. (ii) und (iii): Dies ist die Definition einer Basis.

(i) und (ii): Es sei z € V. Dann sind wegen n = m = dim V' die Vektoren z,vy,... , vy,
linear abhéngig. Aus dem Abhéngigkeitslemma folgt x € Span(vy,... ,v,) und damit
V = Span(vy, ... , ).

(i) und (iii): Wéren vy,... , v, linear abhéngig, konnte man ein v; aus den anderen linear
kombinieren, etwa v;. Also wére V' = Span(vs, ... ,v,). Nach dem Schrankenlemma wére
dann n — 1 € N(V). Dies ist ein Widerspruch zu n = dim V' = Min N(V). O

Satz 4.11 (Dimensionssatz)
Es sei V' ein K-Vektorraum. Dann tritt genau einer der folgenden Fille ein:
(i) dimV =0und V = {0}.

(i) 0<dimV =n < oco. Dann gilt:
(1) Es gibt eine Basis mit n Elementen und jede Basis hat n Elemente.
(2) Je n+ 1 Vektoren sind linear abhéngig.

(i) dimV = oo. Zu jeder Zahl n € N gibt es n linear unabhéngige Vektoren.

Beweis. Klar aus dem bisherigen. 0

Beispiele.
(1) dimg C = 2. Eine R-Basis von C iiber R wird gegeben durch 1, 1.

(2) dimgR = oo. Um eine unendliche linear unabhéngige Menge zu finden, betrachten
wir die Menge der Primzahlen

P = {p € N; pist ein Primzahl}.
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Zunéchst ist P eine unendliche Menge. Géabe es ndmlich nur endlich viele Primzahlen
P, ..., Pk, SO betrachte man

p=p1--pet+ 1L

Offensichtlich ist p # p; fir alle py,...,px. Wir behaupten, da p, im Gegensatz zur
Annahme, wieder eine Primzahl ist. Ansonsten gédbe es eine Zahl p;, die p teilt. Aber
dann gilt

k
L=p—pi-pe=pp —p1-pe =00 — [ [ 2):
=1
7
Das heifit, dafl p; ein Teiler von 1 wére, ein Widerspruch.

Wir behaupten nun, dafl {log p; p € P} eine linear unabhéngige Menge ist. Falls dies nicht
der Fall ist, gibt es verschiedene Primzahlen p, ... ,p, und rationale Zahlen «; = % #0
mit

arlogpy + -+ + ay logp, = 0.

Durch Potenzieren erhalten wir

Wir konnen nun annehmen, dafl k;,... k. > 0 und k,,1,... ,k, < 0, sowie alle m; > 0
sind. Dann haben wir die Gleichung
ky ky kg1 —kp

m_l me Mp41 m
pl ...pTT_pr+1 ...pn”‘

Man erhélt einen Widerspruch zur eindeutigen Zerlegbarkeit einer natiirlichen Zahl in
Primfaktoren, wenn man diese Gleichung mit dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen N
von my, ... ,m, potenziert.

Alternativ kann man damit argumentieren, daf§ Q abzahlbar ist, R aber nicht.
Bisher haben wir die Existenz von Basen fiir endlich erzeugte Vektorrdume gezeigt. All-

gemeiner gilt:

Satz 4.12
Es sei V ein Vektorraum und {v;};c; eine Familie von linear unabhingigen Vektoren.
Dann gibt es eine Familie {v;};c; mit I C J, so daB8 {v;};c; eine Basis von V ist.

Beweis. Hierzu benotigt man das Zornsche Lemma, oder das dazu dquivalente Auswahl-
axiom der Mengenlehre. Hier verzichten wir auf die Details. 0

Korollar 4.13
Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.
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Homomorphismen von Vektorrdumen

V, V' seien Vektorrdume iiber demselben Grundkorper K.

Definition. Eine Abbildung : V' — V’ heifit ein Homomorphismus ( Vektorraumhomo-
morphismus, lineare Abbildung, lineare Transformation, linearer Operator), falls gilt

(H1) flea+y)=fl@)+ fly) (z,yeV)
(H2) flaz) = af(x) (x eV,a € K).
Lemma 4.14

f:V — V' sei ein Homomorphismus. Dann gilt

(1) flaaw+ -+ ann) = o1 f(@1) + - + anf (@)

(ii) f(0)=0, f(=z) = —f(2).

(iii) Sind f:V — V' und ¢g : V' — V” Homomorphismen, so ist auch go f : V. — V"
ein Homomorphismus.

(iv) Ist f bijektiv, so ist auch f~': V' — V ein Homomorphismus.

Beweis.
(i) Sofort durch vollstiandige Induktion.

(ii) f:V — V'ist ein Homomorphismus von abelschen Gruppen. Hierfiir hatten wir
die Aussagen bereits gesehen (Lemma (2.6)).

(iii) Die Eigenschaft (H1) zeigt man wie bei Gruppenhomomorphismen.

Die Eigenschaft (H2) folgt aus:
(f o g)(ax) = f(g(ax)) = flalg(x))) = a(f(9(2))) = a((f © 9)(z)).

(iv) Wir hatten bereits in Lemma (2.5) gesehen, da§ f~! : V' — V ein Homomorphismus
abelscher Gruppen ist. Um (H2) fiir f~! zu zeigen, betrachten wir die Gleichung

(H2)

flaf=(z)) = af(f(z)) = az.

Da f bijektiv ist, folgt hieraus

Definition. Ein Homomorphismus f : V' — V' heifit ein
(i) Monomorphismus, falls f injektiv ist,

(ii) Epimorphismus, falls f surjektiv ist,

(iii) Isomorphismus, falls es einen Homomorphismus ¢ : V' — V mit g o f = idy und
f °g = idV’ glbt7
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(iv) Endomorphismus, falls V' =V ist,
(v) Automorphismus, falls f ein Isomorphismus und V' =V ist.

Wie bereits frither bei Gruppenhomomorphismen gilt auch hier:

Lemma 4.15
Ein Homomorphismus f : V' — V' ist genau dann ein Isomorphismus, wenn f bijektiv ist.

Beweis. Sofort aus Lemma (4.14) (iv). O

Definition. Zwei Vektorrdume V und V' heiBen isomorph (V' = V') falls es einen Iso-
morphismus f : V' — V' gibt.

Bemerkung. Es gilt:
(1) v=v

(2) VEV eV =V
(B) VEV V2V VY

Das heiBt, daB der Begriff Isomorphismus eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller
Vektorrdume definiert. Meist identifiziert man isomorphe Vektorrdaume.

Beispiele.
(1) Die Abbildung

f: R — R?3
flz1,20,23) = (21 + 29 + 23, T2 + T3, 23)

ist ein Automorphismus mit Umkehrabbildung
F w20 08) = (91— Yo, 92 — U3, 43)-

(2) Die Abbildung

g: R2 — R3
(21, 22) +— (1’1—1—%2,7372;55%)

ist kein Homomorphismus.

(3) Die Abbildung

K" — "K
T
(X1, ..., xy) +—
Iy
ist ein Isomorphismus.
Satz 4.16
V', V' seien Vektorrdume iiber K. Es sei vy, ... , v, eine Basis von V, sowie v, ... ,vl, € V.

Dann gibt es genau einen Homomorphismus f : V — V' mit f(v;) =v,,i =1,... ,n.
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Beweis. Existenz: Es sei x € V. Dann besitzt  nach Lemma (4.5) eine eindeutige
Darstellung:
T = v + -+ ayv,. (o; € K)

Wir setzen
f(x) = av] + - + an;,.

Nach Konstruktion ist f(v;) = v]. f ist ein Homomorphismus; denn fiir

101 + -+ Qg Un,
= ﬁlvl—f'"'—i_ﬁnvn

gilt:

fl+y) = (ar+P)oy+ -+ (an + Bn)v,
= (oqvy + -+ auy,) + (Brvy + -+ Buuy,)
= [(@)+fy).
Die Eigenschaft (H2) weist man analog nach.

Eindeutigkeit: Es sei g : V' — V' ein weiterer Homomorphismus mit ¢g(v;) = v.. Dann gilt
g g i

g(z) = gloquy+ -+ a,vy,) (L) arg(vy) + - + ang(vy,)

H1),(H2
= ) + -+ apu, = f(x).

Kern und Bild

Es sei f:V — V'’ ein Homomorphismus von Vektorrdumen.

Definition.
(i) Fir U C V setzt man

fU) :=={f(u); ueU}.
(ii) Das Bild von f ist
Im f = f(V) = {f(v); veV}
(iii) Der Kern von f ist

Ker f:={v e V; f(v)=0} = f'{0}.

Lemma 4.17
(i) Ker f C V ist ein Unterraum von V.



Im f C V' ist ein Unterraum von V.
f ist injektiv < Ker f = {0}.
f(Span(vy, ... ,vn)) = Span(f(v1), ..., f(va)).

Ist £ ein Erzeugendensystem von V', so ist f(F) ein Erzeugendensystem von Im f.

<

(vi) Sind vy, ... ,v, € V linear abhéngig, so auch f(vq),..., f(v,).

(vii) Sind f(v1),..., f(v,) linear unabhéngig, so auch vy, ... , v,.
(viii) Ist V endlich erzeugt, so ist auch f(V') endlich erzeugt, und es gilt dimIm f <
dim V.

Beweis. Die Beweise von (i)—(iii) verlaufen analog denen bei Gruppenhomomorphismen.

(v) Essei E = {v;}ics. Betrachte y € Im f. Dann gibt es ein x € V mit f(z) =y. Man
hat eine endliche Teilmenge J C I mit

T = ZOz]’Uj.
Jje€J
Also gilt
y=f(x) =Y a;f(vy).

jeJ
Daher ist f(FE) Erzeugendensystem von Im f.
(iv) Dies folgt unmittelbar aus dem obigen.
(vi) > vy =0=>" o f(v;) =0.
(vii) Dies ist die logische Umkehrung von (vi).

(viii) Da V endlich erzeugt ist, gilt nach dem Aquivalenzsatz (4.8), dal dimV =: n <

oco. Es sei vy,...,v, eine Basis von V. Dann ist nach (v) die Menge f(v1),..., f(v,)
ein Erzeugendensystem von f(V). Wiederum nach dem Aquivalenzsatz ist V' endlich-
dimensional und nach dem Schrankenlemma (4.4) gilt dim f(V) <n =dim V. O
Beispiele.

(1) Der Homomorphismus

f: R} — R?
($1,$27$3) — (1‘1—$2,$1—l‘3,0)

hat folgenden Kern und folgendes Bild:
Kerf = R(1,1,1) = Span(e; + e3 + €3).
Imf = {(y1,92,93); ys =0} = Span(ey, e2).

Es ist also
dimKer f =1, dimIm f = 2.
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(2) Wir betrachten den Raum der konvergenten Folgen
Fronv = {(an)nen; (ay) ist eine konvergente Folge}.

Dies ist ein Unterraum des Raums aller Folgen. Die Abbildung

f: Fkonv — R
(@p)neny +—— lima,

ist ein Vektorraumhomomorphismus mit

Ker f = {(an)nen; (an) ist Nullfolge}.

Dimensionssatz fiir Homomorphismen

Satz 4.18
Zwei endlich-dimensionale Vektorrdume V', V'’ sind genau dann isomorph, wenn dim V' =
dim V.

Beweis.
(i) f:V — V' sei ein Isomorphismus. Dann ist f(V) = V' und nach Lemma (4.17)
(vii) ist
dimV’' = dimIm f < dim V.
Das analoge Argument gilt fiir f=1 : V/ — V. Dies ergibt

dimV < dimV’,

also dim V' = dim V".
(ii)) Sei dimV = dim V' = n. Ferner sei vy, ... , v, eine Basis von V und vy, ... ,v), eine
Basis von V', Dann gibt es genau einen Homomorphismus f : V — V' mit
f(v;) =l (t=1,...,n).

Nach Lemma (4.17) (iv) ist f surjektiv. f ist auch injektiv. Es sei ndmlich

0= f(z)= f(z ;) = Z&if(vi) = Z&ivg.

Da die v} linear unabhéngig sind, folgt a1 = --+ = v, = 0, d. h.x = 0. Also ist Ker f = {0}
und damit ist f injektiv nach Lemma (4.17) (iii). O

Bemerkung. Es gibt Vektorrdume V.V’ mit dimV = dimV’ = oo, aber V' 2 V.
Beispielsweise gilt

Abb[N, Q] 2 Abb(N, Q).
Der Grund hierfiir ist, dafl Abb[N, Q] abzahlbar ist, aber Abb(N, Q) iiberabzahlbar ist.
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Korollar 4.19
Ist 0 <dimV =n < oo,s0ist V= K"

Satz 4.20
f:V — V' sei ein Homomorphismus. Dann gilt:

dim Ker f + dimIm f = dim V.

Beweis. 1. Schritt: Wir kéonnen annehmen, daf§ dim Ker f < oo, dimIm f < oco. Anson-
sten gilt

dim Ker f = oo KLV im v = oo
dimIm f = o0 (4'12§Viﬁ) dimV = oc.

In diesen Fillen gilt die Aussage des Satzes offensichtlich.

2. Schritt: Wir betrachten vy, ... ,v,, w1y,... ,w,, € V mit:

(1) U1, ..., 0, € Ker f ist Basis von Ker f

(2) f(wy), ..., f(wy,) € Imf ist Basis von Im f.

Dies schliefit auch die Fille Kerf = {0} oder Imf = {0} ein. In diesen Fillen ist
{v1,... ,v,} oder {w;.... ,wy,} die leere Menge.

Behauptung: vy, ... ,v,, w1, ... ,w, ist eine Basis von V. Daraus folgt die vorherige Be-

hauptung, denn dann gilt
dimKer f +dimIm f =n+m =dim V.

Lineare Unabhéngigkeit: Es sei
vy + - QU £ frwy + -+ B = 0.

Anwenden von f ergibt:

Buf(wy) + -+ B f(wn) =0 & gy = .. =8, =0,

Also ist

1
061U1+"'+05nvn:0(:>)051:"':anzo‘

Erzeugendensystem: Es sei x € V. Also ist f(z) € Im f, d. h.
flx) = Buf(wi) + -+ Bnf(wm)

= o — [fw — - — Bpw, € Ker f
= &= [y = = Py = @11 + - anvy
= =+ -+ o+ Swy + - F B,
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Korollar 4.21
Es sei dimV = dim V'’ < oo. Dann sind fiir einen Homomorphismus f : V' — V' dquiva-
lent:
(i) f ist injektiv.
(ii) f ist surjektiv.
(iii) f ist bijektiv (d.h.ein Isomorphismus).

Beweis. (i)=-(ii) Die Dimensionsformel ergibt
dimIm f = dimV = dim V".
Daraus folgt Im f = V' nach Korollar (4.9).

(il)=(iii) Im f = V’. Also ist dimIm f = dim V' = dim V. Nach der Dimensionsformel
folgt dim Ker f = 0, d. h.Ker f = {0}, und damit ist f injektiv.

(ii)=(i) Trivial.
Bemerkung. Der Satz ist falsch in unendlicher Dimension:

(1) L :R[z] — Rlz], f — f’ ist surjektiv, aber nicht injektiv.

(2) [ :Rlz] = Rlz], f — [, f(t)dt ist injektiv, aber nicht surjektiv.
Definition. Fiir einen Homomorphismus f : V — V' heifit

Rang f := dimIm f

der Rang von f.

Wir halten nochmals fest:

‘dimKerf—kRangf :dimV‘

Direkte Summen und Komplemente

V sei ein Vektorraum iiber K und Uy,... ,Us seien Unterrdume von V. Wir erweitern
unsere frither gemachte Definition der Summe zweier Unterrdume wie folgt:

Definition. Man nennt
U=U1+ - +Us={us+-+us; u €U;; i=1,...,s}
die Summe von Uy, ..., U,.
Bemerkung. Es gilt
U+ 4+ Us;=Span(U; U---UUy).

Insbesondere ist Uy + - - - 4+ U, ein Unterraum von V.

Schreibweise. Y ., U;.
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Satz 4.22
Ui, ..., U, seien Unterrdume von V und U = Zle U;. Dann sind dquivalent:
(i) wi+-+us=0firu; €eU; =u =---=us=0.

(i) Fir W; =20, U gilt U;nW; = {0}.

Definition. In diesem Fall nennt man U die direkte Summe von Uy, ...

Schreibweise. U=U,®---® U; = P;_, U.

Beweis. (i)=(ii) Es sei

Dann folgt
0= (u; —uy)+-+ (us — ul). (uj —u; € U;)

Aus (i) folgt dann
Up = Uy, .., Us = UL

(i)=-(iii) Es sei W; N U; # {0}. Also gibt es 0 # u; € U; mit
Ui = Uy + o Uy + Ui+ U (u; € Uy)
Dies ist ein Widerspruch zu (ii).
(ili)=(1) Esseiu+---+u;, =0 (u; € U;). Also folgt
;= —(ug + - F Uy + Uiy )
d.h. u; € U; N W;. Daher folgt u; =0 fir:=1,...,s.

Korollar 4.23
dim(U; & ---® Us) =dim Uy + - - - + dim Us.

Beweis. Es geniigt, dies fiir dim U; < 0o zu zeigen, sonst stiinde auf beiden Seiten co. Es
geniigt ferner die Aussage fiir s = 2 zu zeigen. Die Aussage fiir allgemeines s folgt dann

durch Induktion, da
U@---aeUs;=U10 U, @---dU,).

Sei also uq,...,u, eine Basis von Uy, sowie vy,...,v,, eine Basis von Us;. Wir werden
zeigen, dal uq, ... , Uy, vy, ... , U, eine Basis von U; ®Us ist. Hieraus folgt die Behauptung,
da dann
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Offensichtlich erzeugen wuq, ... ,u,,vq,...,v, den Raum U; @ U,. Diese Vektoren sind
auch linear unabhéngig. Es sei ndmlich

(Qug + -+ + auy) + (Brvr + -+ - + Bvm) = 0.

. i .
-~ -~

el el

Nach Satz (4.22) (i) folgt daraus

ajuy + -+ au, = 0
6lvl+"'+6mvm = 0

Da uq,... ,u, und vy, ... , v, linear unabhéngig sind, folgt oy = --- =, = 3, = -+ =

Bm = 0. O

Beispiel. Es sei V = R3. Ist U; = Span(ey, e3), Us = Span(ey), so ist V = U; @ Us.

Ist dagegen Us = Span(ea, €3), so ist zwar V = U; + Us, die Summe ist aber nicht direkt,
da U; N Us = Span(es).

Definition. U C V sei ein Unterraum. Ein Unterraum W heifit Komplement von U in
V, falls
UasW=1V.

Bemerkung. Zu einem Unterraum U ist das Komplement I nicht eindeutig bestimmt.

Definition. Ist V endlich-dimensional, so heifit
codimU :=dimV — dim U
die Kodimension von U in V.
Bemerkung. Ist W ein Komplement von U in V| so gilt codim U = dim W.

Satz 4.24
Jeder Unterraum U besitzt ein Komplement in V.

Beweis. Es sei {u;};cr eine Basis von U. Dann gibt es nach Satz (4.6), bzw. Satz (4.12)
eine Indexmenge J D I, sowie eine Familie {u;};c;, die eine Basis von V ist. Es sei

W = Span{u;; j € J\ I}.

Dann ist offensichtlich U +W = V. Diese Summe ist sogar direkt, d.h.es gilt V =U&® W.
Es sei ndmlich v € U N W. Dann ist

u:ailuil—i—---—l—ainuin {il,...,in}CI7
u:/Bj1Uj1+"‘+/8ijjm {(7177.]m}cj\[
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also erhalt man durch Subtraktion

Uiy + - U, — By, — - = B, = 0.
Aus der linearen Unabhéngigkeit folgt, oy, = =0, =5;, =---=0;, =0, d.h.au = 0.
Also ist die Summe direkt. O]

Satz 4.25 (Dimensionsformel)
Uy,Uy C V seien Unterrdume von V. Dann gilt

dim(U; + Us) + dim(U; N Us) = dim Uy + dim Us.

Beweis. Ist dim U; = oo oder dim Uy = o0, so ist auch dim(U; + Uy) = oo. Es sei daher
dim U; < oo fiir i = 1,2. Dann gilt auch dim(U; 4+ Us) < oo (verwende den Aquivalenzsatz
(4.8)) und dim(U; NUs) < oo (Korollar (4.9)). Es sei

U = U1+U2
W = UlﬁUQ.

Nach Satz (4.24) gibt es Komplemente Wi, Wy von W in U; und Uy; d. h.

(1) U, = WoW,
(2) U, = WoW,.

Behauptung. U =W @& W; & W,. Dann folgt nach Korollar (4.23):
dlIIl(Ul + UQ) = d1m(U1 N UQ) + dim U1 — lel(Ul N Ug) + dim U2 — d1m(U1 N Uz)

Beweis der Behauptung. U = W + W, + W, ist klar. Es bleibt zu zeigen, dafl diese
Summe direkt ist. Dazu sei

w+ wy +wy = 0. (wEW; wZEWZ,z:l,Z)

Dann gilt
wgz—(w—l—wl) EUIﬂWQCUlmUQZW
—_——
elUy
Also gilt
QUQGWQQW(:QQUJQZO.

Analog folgt w; = 0, und damit auch w = 0. Die Summe ist also direkt. O
Satz 4.26

V' sei ein endlich-dimensionaler Vektorraum, und f : V' — V sei ein Endomorphismus.
Dann sind dquivalent:
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(i) V =Imf®Kerf.
(ii) Im fnNKerf={0}.

Beweis. (i)=-(ii) Dies ist die Definition von direkter Summe.

(ii)=-(i) Aus der Dimensionsformel (4.25) und aus Satz (4.20) folgt

dim(Im f + Ker f) = dimIm f 4+ dim Ker f = dim V.

Also ist Im f 4+ Ker f = V und nach Voraussetzung ist die Summe auch direkt.
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§5 Matrizen

K sei ein fest gewéhlter Korper.

In dem linearen Gleichungssystem

anés + apée + 0 Faé, =0
0421§1 + te +a2n§n =0
ol + 0+ s Fapéy =0

wollen wir die Koeffizienten zusammenfassen zu einer Matrix
Qp o Qg
A=
(0 (79777

Die naive Definition einer (m x n)-Matrix ist also ein rechteckiges Schema mit m Zeilen
und n Spalten, dessen Eintriage Elemente in K sind. Formal definieren wir:

Definition. Es seien m,n > 1 natiirliche Zahlen. Eine (m x n)-Matrix ist eine Abbildung

A:{l,... ,m} x{1,... ,n} — K.

Schreibweise.
(i) = A(,)) € K,

Qrip 0 Qg
A= (Oéz‘j) 1<i<m =

1<j<n
Am1  Qmp

(i) Man sagt, A hat m Zeilen und n Spalten. Die «;; heien Komponenten (Eintréige)
der Matrix A. Die Indizes i bzw. j heilen der Zeilenindex bzw. der Spaltenindex.

Definition.

(i) Eine Matrix heifit quadratisch, falls m = n.

(ii)) Ist A eine quadratische Matrix, so heilen die Eintrige a; mit 1 < ¢ < n die
Diagonalelemente.

(iii) Eine quadratische Matrix A heifit eine Diagonalmatrix, falls a;; = 0 fiir ¢ # j,
d. h.falls
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Definition.
(1)
K = Mat(m, n; K) == {A; A= () ist (m x n)-Matrix iiber K}

heifit der Raum der (m x n) Matrizen.
(ii) Mat(n; K) := Mat(n,n; K).

Bemerkung. Mat(m,n; K) ist in natiirlicher Weise ein K-Vektorraum (vgl. Beispiel (2)
auf Seite 47).

Addition:

Mat(m,n; K) x Mat(m,n; K) — Mat(m,n; K)
(A,B) — A+B

ist wie folgt erkléart: Fiir A = (ay;), B = (5;;) ist

(A+ B) := (aij + By).

Neutrales Element:

0 --- 0
0=
0 --- 0
Inverses Element:
G5 R € 5 77}
A=
—Qpy =l

Skalarmultiplikation: Die Abbildung

K x Mat(m,n; K) — Mat(m,n; K)
(AMA) — N
ist definiert durch
Das Nachpriifen der Vektorraumaxiome ist trivial.
Bemerkung.
(1)
KM = Mat(1,n; K) = K"

(0411,... 7a1n) = (alla-" 7&1n)-



KM = Mat(m,1; K) = ™K
11 11

—
(07951 (07°%%1

Im folgenden seien m, n fest gewéhlt.
Definition. Das Kroneckersche §-Symbol ist definiert durch

s [ 1 falls i—j
Y 0 falls g # g

Definition. Fiir 1 < k <m; 1 <[ < n definieren wir

Ey = (6?})1§i§m € Mat(m,n; K)

1<j<n

durch
(eg)ij = 5ik5jl-
Die Matrizen Ey; heiflen Elementarmatrizen.

Bemerkung. Fy; ist die Matrix, die in der k-ten Zeile und der [-ten Spalte den Eintrag
1, und sonst iiberall den Eintrag 0 hat:

1 | « k-te Zeile

0 -+ --- 0
T [-te Spalte.

Satz 5.1
Die Matrizen Ey;; 1 < k <m,1 <[ < n bilden eine Basis von Mat(m, n; K). Insbesondere
ist dimy Mat(m,n; K) =m - n.

Beweis. Es liegt ein Erzeugendensystem vor, denn fiir

Qy1 0 Qp

Am1 Qg
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hat man

n m Q11 - Oap

dm1 Amn

sofort ay; = 0 fiir alle &, [ folgt.
Definition. Die Matrix

E, = (51']') 1<i<n =

1<j<n 0 1

heifit die Einheitsmatrix der Grofle n.
Schreibweise. E = E, = E™.

Transposition einer Matrix

sia= (0

QAm1l ** Omn

) € Mat(m,n; K).
Definition. Die zu A transponierte Matrix ist definiert durch

tA = (tOéij) 1<i<n € Mat(n,m; K)
1<j<m

wobel

Beispiel.

(1)
10
A:((l) ? g) A= (2 1
3 2
(ii) Im quadratischen Fall hat man

Q11 v Oqp € N 0 7% |
tA:

Qp1 - Qpg Q1p 1+ Qpp

A:

77
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d.h.man erhélt die transponierte Matrix durch Spiegeln an der Hauptdiagonalen. Trans-
ponieren einer Matrix bedeutet, dal man die Rolle der Zeilen und Spalten vertauscht.

Lemma 5.2
(i) Fir A, B € Mat(m,n; K);«, 0 € K gilt:

"aA+BB)=ad'A+ 3'B.
(i) '(*A) = A.
Beweis.

(i) (aA+ BB) = (aqy; + £6;;) Dann gilt:
t(OéA + ﬁB) = (OéOéji -+ ﬁﬁﬂ> = Oé(OéjZ') -+ ﬁ(ﬁﬂ) = OétA —+ ﬁtB

(i) A= (ay) ="A=(az) = "("A) = (ay). O

Korollar 5.3
Die Abbildung

Mat(m,n; K) — Mat(n,m; K)
A — A

ist ein Vektorraumisomorphismus.

Beweis. Die ist ein Homomorphismus wegen Lemma (5.2) (i). Wegen Lemma (5.2) (ii)
ist

Mat(n,m; K) — Mat(m,n; K)
B +—— 'B.

eine Umkehrabbildung. 0

Definition.
(i) Eine Matrix A € Mat(n; K) heifit symmetrisch, falls ‘A = A. Man nennt

Sym(n; K) := {A € Mat(n; K); 'A = A}

den Raum der symmetrischen (n x n) Matrizen.

(ii) A heifit schiefsymmetrisch (alternierend), falls A = —A. Man nennt
Alt(n, K) := {A € Mat(n,K); 'A = —A}

den Raum der alternierenden (n x n) Matrizen iiber K.

Bemerkung. Sym(n, K) und Alt(n, K) sind Unterrdume von Mat(n; K).
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Spalten- und Zeilenrang

Wir betrachten eine Matrix

a1 a5 A1p
A= an - @y - oy | €Mat(m,n; K).
Am1 Qg Qmn
Definition.
(i) Die Vektoren

Oélj

aj = : e™K (j=1,...,n)
Oémj

heiflen die Spaltenvektoren von A.
(ii) Die Vektoren

bi::(ail,...,am)EK” (221,,m)

heilen die Zeilenvektoren von A.

b
Schreibweise. A = (a1,...,a,) = | :
b
tay
Bemerkung. A= ("by,... 'b,) =]
t
Qn

Definition.
(i) Der Spaltenrang von A ist definiert durch

Spaltenrang A := dimg Span(ay, ... ,ay).

(ii) Der Zeilenrang von A ist definiert durch

Zeilenrang A := dimg Span(by, ... ,by).

Bemerkung.

(i) Der Spaltenrang ist also die maximale Anzahl von linear unabhéngigen Vektoren
in der Menge {ay,...,a,} der Spaltenvektoren von A. Analog ist der Zeilenrang die
maximale Anzahl von linear unabhéngigen Vektoren in der Menge {b1, ... , b, } der Zeilen
von A.
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(ii) Nach Definition gilt

Spaltenrang A = Zeilenrang ‘A
Zeilentang A = Spaltenrang ’A.

Beispiel.

o O O =
S O = O
o = O O
O = = =

Hier gilt Spaltenrang A = Zeilenrang A = 3.

Elementare Umformungen
Es sei A eine Matrix gegeben durch ihre Spaltenvektoren, d. h.
A= (ay,...,a,) € Mat(m,n; K) (a; € "K).

Wir betrachten folgende elementare Spaltenumformungen:
(ES1) Addition einer Spalte zu einer anderen Spalte:

(@1, @iy @Gy Q) N (1, G F QG QG Q).
(ES2) Multiplikation einer Spalte mit o € K*:

(@1, .oy iyeenyan) (A1, Q. Gy).
(ES3) Addition einer Linearkombination von Spalten zu einer weiteren Spalte

(a1, s Q5. a,) N (ag, ... ,ai—{—Zozjaj,... L Ap).
i

(ES4) Vertauschen zweier Spalten:
(@1, ooy @iy @Gy Q) N (A1 QG Gy Gy

Lemma 5.4
Die Operationen (ES3) und (ES4) ergeben sich durch endliche Anwendung der Operatio-
nen (ES1) und (ES2).
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Beweis. (ES3): klar.

(ES4):
A = (a1, GG ., 0y)

(F?\VSI) (ay, , ya; + ag, Q)

(]?\VSQ) (@1,..., =iy 05+ iy Gp)

A (ar,...,—a;+ (aj +a;),...,a; +a;, ... ap)

(FF\VSZ) (a1, ..., —aj,...,a;+a...,a,)

=Y (@1,...,—aj, ... ,a; +a; —aj, ..., ap)

(F?\VSQ) (a1, ,aj, , @y, , Q)
Analog fithrt man elementare Zeilenumformungen (EZ1), ..., (EZ4) ein.
Satz 5.5

Es sei A € Mat(m,n; K). Dann gilt

‘ Zeilenrang A = Spaltenrang A.

Damit erhélt man folgende wichtige

Definition. Der Rang einer Matrix A ist definiert durch

Rang A := Zeilenrang A ((555) Spaltenrang A).

Bemerkung. Rang A = Rang ‘A.
Dies folgt aus:

Rang A = Zeilenrang A (22 Spaltenrang A
= Zeilenrang ‘A = Rang ‘A.

Beweis von Satz (5.5). Es sei

r := Spaltenrang A

s := Zeilenrang A.
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(1) A:(Gl,... ,an):

Wir betrachten das Vertauschen von Spalten (ES4):

all DY all DY al] DY aln all .o .. alj ... al’[/ ... aln
A= : : : f ~

aml DY amz DY am] DEREY amn aml .o .. am] ... amz ... amn
Dies dndert weder den Spaltenrang noch den Zeilenrang von A. Nach einer geeigneten
Umordnung kann man dann annehmen, dafl die ersten r Spalten aq,... ,a, linear un-

abhéngig sind. Ebenso kann man durch Vertauschen der Zeilen erreichen, daf§ die ersten
s Zeilen by, ... ,bs linear unabhéngig sind.

(2) s<r

Wir beweisen dies durch Widerspruch und nehmen s > r an. Dann betrachten wir folgen-
des Gleichungssystem

(1) dap&=0  (k=1,....7).
=1

Dies ist ein homogenes Gleichungssystem mit r Gleichungen und s Unbekannten. Nach
dem Fundamentallemma (4.2) gibt es aufgrund der Annahme s > r eine nicht-triviale
Losung xq,... ,zs € K.

Behauptung. xb; +---+ z:bs = 0.
Dies ist ein Widerspruch zu der linearen Unabhéngigkeit von by, ... , bs.

Beweis der Behauptung. ay,... ,a, erzeugen Span(as, ... ,a,). D.h.es gibt p;; € K
mit

(2) aj:ijkak. (j=1,...,n)
k=1

kann man dies auch schreiben als

(3) aij:ijkozik. (t=1,...,m;j=1,....,n).
k=1
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Also gilt
Z Tt (3:) Z € Z PikCik
i=1 i=1 k=1
= Z Pk Z o, = 0.
k=1 i=1
=0 nach (1)
D.h.

(4) > oy =0. (j=1,...,n)
=1

Wegen
b; = (Oéﬂ, e 704m)

bedeutet dies
(5) S by = 0.
i=1

(3) s > r. Dies folgt nun formal aus:

2. Schritt
r = Spaltenrang A = Zeilenrang ‘A <  Spaltenrang ‘A

= Zeilenrang A = s.

Korollar 5.6
Fiir eine (m x n)-Matrix A gilt

Rang A < Min(m,n).

Satz 5.7

83

Elementare Spaltenumformungen und Zeilenumformungen &ndern den Rang einer Matrix

nicht.

Beweis. Wegen Lemma (5.4) geniigt es, dies fiir (ES1) und (ES2) zu zeigen.
(ES2): Fiir o # 0 gilt offenbar Span(ay, ... ,a;, ... ,a,) = Span(aq, ... ,aaq, ...

(ES1): Zu zeigen ist:

Span(ay, ... Q... , a5, ...,a4,) = Span(ay, ... ,a;, ... ,a; +aj,...
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Hierzu geniigt es zu zeigen, dafl
Span(a,b) = Span(a,a + b).
Dies gilt, da
Span(a,b) = {aa+ pb; a,p € K}
= {aa+ f(a+b) — Pa; o, € K}
= {(a=Pa+pla+b); a,pe K}

= {ya+d(a+b); 7,6 € K}
= Span(a,a+0).

Beispiel. A = (411 g g) € Mat(2, 3; Q). Dann gilt:

4 o_ (v 2 3\Em (1 2 3
- 456 0 -3 —6
pz2 (12 3\ ez (10 —1

01 2 01 2
Bsi (10 0\mss (100
01 2 010)

Insbesondere gilt
Rang A = 2.

Kastchenschreibweise

Es sei A € Mat(m,n; K). Ferner sei 1 < p < m, 1 < ¢ < n. Man schreibt dann oft die

Matrix
Qil o Qg Al,g+1 0 Qn
A= Qpl 0 Qpg Qp,g+1 0 Opn
Qp+1,1 ** Qptlyg Qp+l,g+1 *° Qptln
: ; : : m—=p
aml ° Qmgq Am,qg+1 = Omn
N o >4
v Vv
q n—gq

in der Form

(A A
Eara)
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mit

Ay € Mat(p, ¢; K); Ay € Mat(p,n — ¢; K)
As € Mat(m —p,q; K); Ay € Mat(m —p,n — ¢; K)

Spezialfall:  p=q=1:

o b
ae K, be Knt

A= c D ce™ K, DeMat(m—1,n—1;K)

Satz 5.8
Jede Matrix A € Mat(m,n; K) vom Rang r kann durch elementare Zeilen- und Spalte-
numformungen auf folgende Gestalt gebracht werden:

- (5)

Beweis. Wir beweisen dies per Induktion nach r.
r=0: Dann ist A =0 und es ist nichts zu zeigen.

r— 1+ r:  Wir kénnen annehmen, daf§ A # 0 ist. Nach endlich vielen Umformungen
vom Typ (EZ4), (ES4) kann man annehmen, daf

mit o # 0.

Mit (EZ2) erhélt man

Es ist
Rang A =1+ Rang A”.
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Nach Induktionsvoraussetzung erhélt man schliefSlich:

110 0

0 0 (ETO)
r : Er—l = )

: 0 010

0]0 0]0

Matrizenmultiplikation

Zur Motivation kommen wir nochmals auf homogene Gleichungssysteme zuriick:

atéy + 0+ aé, = 0
(1) O‘ilgl + .- + Oéinén — 0
amlgl + -+ O‘mnfn = 0.

Die Koeffizientenmatrix lautet dann

(0 I € 5 77} a1
A= oy - | = a |,
Om1 - Qmp Am,
wobei aq, ... ,a, die Zeilenvektoren von A sind. Fiihrt man den Vektor
&1
=1 :
&n

ein, so ist die i-te Zeile des Gleichungssystems (1) gerade das ,,Skalarprodukt*

&1
@ = (1, ..., ) | 1| =an& + -+ ainén.
én

Damit schreibt man (1) abkiirzend in der Form

A€ = 0.
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Wir haben damit das ,,Produkt® der (m x n)-Matrix A mit dem Vektor £ definiert. Dies
wird verallgemeinert zur Matrizenmultiplikation. Wir haben bereits die folgende Notation
eingefiihrt:

Km*m) = Mat(m, n; K).

Damit ist insbesondere

K(lxn) — K" K(mxl) — M

Die Matrizenmultiplikation ist eine Abbildung

K (mxn) o pr(nxp)  __ pr(mxp)
(A,B) — AB.

Definition. Sei A € K™ B ¢ K®*P) Dann ist das Produkt C' := AB € K(m*»)
erklart durch

mit

n
Yij = E Oéz'kﬁkj-
k=1

Man erhélt also des Eintrag «;; von C als das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit
der j-ten Spalte von B.

Q11 0 Qg Yoo Y1t Vp
: : B o | By | Py : : :
Qi1 o Qg | : : : = Yaa - Vg o Yip
aml ... amn f}/ml DEEE "}/mj DR f}/mp
mit
ﬁlj n
Yijg = (Oéil, c ,Oém) = Z aikﬂkj-
k=1

ﬁnj
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Beispiele.
(1)
Q1p Q2 Bin P2 _ aq1 011 + 12021 a11B12 + 222
Qo1 Qg9 Bo1 Paz o111 + 2221 o112 + B )
(2)
0 2 1
3040 1 00| (0 18 3
2 010 03 0] \0o 7 2/)°
000
(3) E=(d;), Ae K.
(1 ) o1 Q1n 11 Q1
1 (07751 Qnp Qn1 Qnn
d. h.
FA=A

Lemma 5.9
Es gilt:
(i) (a0A)B = a(AB) = A(aB),

(i) A(B+C)=AB+ AC,
(ii) (A4 B)C = AC + BC,
(iv) (AB)C = A(BC),

(v) Y AB)="'B'A.
Beweis.

(i) Klar.

(ii) Essei A= (a;), B=(Bjk), C = (7). Dann gilt:
(AB+ ) = Z i (Bjk + k) = Z ik + Z QijVjk
= (AB)i + (AC).

(iii) Zeigt man analog.

(iv) Essei Ae KM Be KmP ¢ e KP) mit

, B

A = () 1<i<m1<j<n,
B = (Bx) 1<j<n1<k<p,
C = (w) 1<k<pl<i<r
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Wir betrachten das Produkt
C':= AB = (v); 1<i<m;1<k<p
mit .
Vi =Y i B
j=1

Dann ist (AB)C = C'C' mit

p p n
(C'Crar=>> Vi =D O B -
k=1

k=1 j=1

Setzen wir

mit

so gilt fur A(BC) = AC™:

(AC//>il = Z Oélij;/l - Z Qjj Z 6jk7kl
j=1 j=1

Also folgt
(AB)C =C'C = AC" = A(BC)
und dies ist gerade die Behauptung.
(v) Esgilt

("(AB))ij = (AB);i = > _ B

Andererseits ist
n

(‘B'A)i; = > (B)u(‘A)x Zﬁkz%k

k=1
Dies zeigt die Behauptung. 0

Bemerkung. Im allgemeinen ist die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ, wie fol-
gendes Beispiel zeigt:

COED-CHCD-GIEY
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Spezielle Fille der Matrizenmultiplikation

Im allgemeinen ist die Matrizenmultiplikation eine Abbildung

K (mxn) o pr(nxp) ___, pe(mxp)

1. Fall: m=n=1. Dann ist A = («)
AB = (a)(f1,--.,0p) = (af1, ... ,ab)).
2. Fall: n=p=1.Dannist B= ()

o a3 aq
p=| : | =0

o a3 o,

3. Fall: p=1,d.h. B=0b¢c K™ ist ein Spaltenvektor. Dann gilt:

Zzzl Oélkﬁk

Q11 o Oqp 51

e Kl =K.

AUm1  Omp 611 ZZ:I amkﬁk

Wir halten also fest:

‘Matrix - Spaltenvektor = Spaltenvektor‘

4. Fall: m=1,d.h. A=a¢c K" = K" ist ein Zeilenvektor. Dann gilt:

Bu - By
(a1, .., ap) : :

: : :(Z@iﬁﬂ,--- 72%5@)6}((1“):-’(’9-
Bar -+ Bup i=1 i=1

Damit haben wir

‘ Zeilenvektor - Matrix = Zeilenvektor‘

5 Fall: n =1, A =a e K™D ist ein Spaltenvektor und B = b € K®*P) igt ein
Zeilenvektor. Dann ist

31 affy - aaf
(Brseoo s Bp) = : :

: c K(mxp)’
O amﬁl e amﬁp

‘ Spaltenvektor - Zeilenvektor = Matrix‘
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6. Fall: m = p = 1. In diesem Fall ist a € K> ein Zeilenvektor und b € K™V ein
Spaltenvektor. Hier schliefilich haben wir
Bl n
(1, y0) | 204151-1—"'-1—6%571:2%5@‘-
By =

‘ Zeilenvektor - Spaltenvektor = Skalar‘

Als Spezialfall von Fall 3 halten wir hier noch fest:

0
a1 Tt Qny ot Qg : Qyj
Q1 e amj o Oyp amj
0
D.h.fiir A = (aq,...,a,) gilt:
Aej = CLj.
Damit gilt fiir 2 = Y77 | xje;:
T n n
Ar=A = A(Z :1:]-6]-) = Zi[)j@j.
Ty j=1 j=1

Schreibweise. Wir verzichten im folgenden endgiiltig auf die Unterscheidung von Zeilen-
und Spaltenvektoren und identifizieren "K mit K™.

Definition. Das (Standard) Skalarprodukt auf K™ ist definiert durch
(,): K"x K" — K
Y1 n
(r,y) = tzy=(v1,...,2) | ¢ | = szyz
Yn i=1

FEigenschaften: Das Skalarprodukt ist
(i) bilinear, d. h.

(aa’ + 2" y) = ol y) + 50", y),
(0" +0y") = alz,y)+ Blw,y"),
(ii) symmetrisch, d.h.
(z,y) = (y, 7),
(iii) nicht ausgeartet, d. h.
(r,y) =0 firaleye K" = x=0.

Dies folgt wegen (z, ex) = xy = 0 fiir alle k, und damit x = 0.
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Lineare Abbildungen zwischen Standardriumen
Es sei A € Mat(m,n; K) = K™,
Definition. Die Abbildung h, ist definiert durch

hy: K" — K™

z — Ax.

Bemerkung. h, ist linear:

hale+y) = Alw+y) "2 Av+ Ay = hae) + haly),
halox) = Alax) "2 a(Ar) = aha(x).
Satz 5.10
Ist f: K™ — K™ linear, so gibt es genau eine Matrix A mit f = hy4.

Beweis. {e;}1<j<n, {€i}1<i<m, seien die Standardbasen von K™ und K™. Wir betrachten

m a5
6]) = Zaijei = = a; e K™.
— i
Setze
A= (ay,...,a,) € K™,
Dann ist

ha(e;) = Aej = a; = f(e;).
D. h.es folgt, dal hy = f ist.
FEindeutigkeit: Sei A’ = (a},... ,a]) eine weitere Matrix mit f = hu . Dann gilt
aj = f(ej) = ha(ej) = Ale; = a;-
und damit A = A'. O
Satz 5.11

hAB = hA o hB-

Beweis.

hap(z) = (AB)(z) = A(Bz) = ha(hp(z))
= (haohg)(x).
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Anwendung auf Linearformen

Definition. Eine Linearform auf K™ ist eine lineare Abbildung A : K" — K.
Es sei a € K. Dann ist
AN K" — K
r — 'ax = {(a,7)
eine Linearform.

Korollar 5.12
Fiir jede Linearform A\ auf K™ gibt es genau ein a € K™ mit

MNz) =ax = (a,z) (fiir alle x € K™).
Beweis. Nach Satz (5.10) gibt es eine Matrix A € KX mit A = hy. Setze a :='A €

K1) = K Dann gilt
MNz) = ha(z) = Ax = "ax.

Aus Satz (5.10) folgt auch die Eindeutigkeit. O

Dimensionsformel

Sei A € K<™ Dies definiert eine lineare Abbildung
hy: K" — K™
r — Ax.

Ist A= (a1,...,a,), so gilt Az =377 | x;a;. Damit folgt:

Imhy = {Az; z € K"} = Span(ay, ... ,an)

Hieraus ergibt sich die Beziehung

‘RanghA = RangA‘

Man setzt:

ImA = {Az; v € K"} =Imhy
KerA := {z; Az =0} = Ker ha.

Damit nimmt die Dimensionsformel die folgende Gestalt an:

’dimKerA+RangA:n‘

SchlieBlich ergibt sich noch fiir quadratische Matrizen A € K™*™):

KerA={0} ©ImA=K"< RangA=n
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Die allgemeine lineare Gruppe

Ist E = E, die Einheitsmatrix, so gilt fiir alle A € K™x™):

AE =FEA=A.

Definition. U € K™*™ heiit invertierbar, falls es eine Matrix V € K™ gibt mit

UV =VU=FL.

Bemerkung. V ist eindeutig bestimmt. Man schreibt

V=U"

Definition. GL(n, K) := {U € K™™: U ist invertierbar}.
Lemma 5.13
(i) U,V eGL(n,K)= UV € GL(n,K) mit (UV)~! =V-1Uu~L
(i) UeGL(n,K)=U"'€eGL(n,K)mit (U 1)t =U.
(iii) U € GL(n,K),a € K* = aU € GL(n, K) mit (aU)™ ' =a U
(iv) U € GL(n,K) ='U € GL(n, K) mit (*U)~* =t (U™).
Beweis.
(1)
oy vt = uwvvhut=uUt=FE,
vuhov)y = v iUttty =vlv = E.

(ii) Sofort aus der Definition.

(i)
(@)(a U™ = aa 'UU=E,
(@ 'U Y aU) = ataU 'U=E.

vt = B iw=E=F
vv = Py = E=E

Korollar 5.14
GL(n, K) ist zusammen mit der Matrizenmultiplikation eine Gruppe.
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Bemerkung. Fiir n > 2 ist die Gruppe GL(n, K) nicht abelsch.

Definition. GL(n, K) heifit die allgemeine lineare Gruppe (general linear group) in
Dimension n.

Satz 5.15
Fiir U € Mat(n x n; K) sind dquivalent:
(i) U e GL(n, K), d.h. U ist invertierbar.

Die Abbildung hy : K™ — K", x +— Ux ist bijektiv.
hy ist injektiv.

hy ist surjektiv.

)
)
)
(v) Die Spalten von U bilden eine Basis von K™.
) Die Zeilen von U bilden eine Basis von K™.

) RangU = n.

) Esgibt V € Mat(n,n; K) mit UV = E.

(ix) Es gibt V € Mat(n,n; K) mit VU = E.

In den beiden letzten Fillen ist V = U1

Beweis. (i)=(ii) Esgibt V mit UV = VU = E. Also ist hy o hy =idg = hy o hy und
damit ist Ay bijektiv.

(i)=(@1) Es sei

hy' t K" — K™

Diese Abbildung ist linear, also gibt es V € Mat(n x n; K) mit h;' = hy. Dann ist
hyy = hyhy = id = hg. Aus Satz (5.10) folgt hieraus UV = E. Analog zeigt man
VU = E.

(i)« (iii)«<(iv) Folgt aus Satz (4.20).
(iv)e(v)  Dies folgt, da fiir U = (uy, ... ,u,) gilt

Im hy = Span(ug, ... , uy).

(v)<(vi)e(vii) Dies folgt sofort aus Satz (5.5).

(i)=(viii) Folgt aus der Definition einer invertierbaren Matrix.

(viil)=(iv)(=(i)) Sei a € K",z := Va. Dann ist Uz = UVa = Ea = a, also ist hy
surjektiv.

(i)=(ix) Nach Definition.

(ix)=(iii) (=(i)) Aus hy(z) = Uz = 0 folgt VUz = 0, also x = Ex = 0. Damit ist
hy injektiv. Die Aquivalenz von (i), (viii) und (ix) kann auch direkt aus Lemma (2.1)
geschlossen werden. O
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Satz 5.16
Es sei A € Mat(m,n; K). Fir U € GL(m, K), V € GL(n, K) gilt

Rang(UAV') = Rang A.

Lemma 5.17
Es sei A € Mat(m,n; K), B € Mat(n, p; K). Dann gilt

Rang(AB) < Min(Rang A, Rang B).

Beweis. Wir betrachten die Abbildungen
kP By g s gm
Es gilt hy o hg = hap und damit folgt

Rang AB = dimImhyp = dim(Im(hs|Imhp)).
< Min(dimImhp,dimImh,) = Min(Rang B, Rang A).

Beweis von Satz (5.16).
(i) Aus
(5.17

(5.17) )
Rang(UA) < Rang A = Rang(U '(UA)) < Rang(UA)

folgt
Rang UA = Rang A.

(ii) Ebenso zeigt man
Rang AV = Rang A.

(iii) Damit gilt dann (wobei (ii) auf UA angewendet wird)

Rang(UAV) = Rang((UA) - V) W RangUA o Rang A.

Das Zentrum von Mat(n; K) und GL(n, K)
Definition. Man nennt
Z(Mat(n; K)) = {A € Mat(n; K); AT = TA fiir alle T € Mat(n; K)}

das Zentrum von M (n; K).
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Satz 5.18
Z(Mat(n; K)) = {\E; A € K}.

Beweis. Die Matrizen

Ey = 1 GMat(n;K),

die in der k-ten Zeile und der [-ten Spalte eine 1 und sonst nur den Eintrag 0 haben,
liefern eine Basis von Mat(n; K). Es sei

A=>"anEy
kol
im Zentrum. Dann gilt
E A=Y auyE.Ey=Y oubaEn=> aqEy,.
kol kol l

Andererseits gilt

AE,, = Z apBEyEs = Z QO Elys = Z gy Es.
kol kol k

Aus
AErs = E’I’SA
folgt nun
(1) Qg = 0 (l 7& S)7
(2) ass=a, (=sk=r).
Insgesamt folgt daher
A=akF.

Bemerkung. In obigem Beweis geniigt es, den Fall r # s zu betrachten.
Analog definiert man fiir die allgemeine lineare Gruppe:

Definition. Man nennt
Z(GL(n,K)) = {A € GL(n,K); AT =TA fir alle T € GL(n, K)}

das Zentrum der Gruppe GL(n, K).
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Satz 5.19
Z(GL(n, K)) = {aF; a # 0}.

Beweis. Es sei U € Z(GL(n, K)). Es geniigt zu zeigen, da} U € Z(Mat(n; K)) ist. Es
geniigt also zu zeigen (vgl. die Bemerkung nach Satz (5.18)), dafl

Nun ist
Ey=(E+ Ey) — E.

Da E + Ej, den Rang n hat (vgl. auch Lemma 5.20), ist F + Ey; € GL(n, K). Also folgt

UEy = U(E + Ey) — UE = (E + Ey)U — EU = EyU.

O
Normalformensatz
Wir setzen
1
1 -.-1 0 — k
Fu:=FE+ Ey = e (k#£1)
1 —
0
1
Tk 711
1
Fi(@) == E+ (o — 1) B = a — 1 (a€K").
1
Tk

Definition. Die Matrizen Fy,;, Fi.(«) heiflen Elementarmatrizen.

Lemma 5.20
Die Elementarmatrizen sind invertierbar, d.h.Fy;, Fy(a) € GL(n, K)(a # 0). Ferner sind
die Inversen der Matrizen Fy;, Fj(«) wieder Produkte von Elementarmatrizen.
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Beweis.
(i) Esist

Fu(E — Ey) =

Also ist

Nun ist

1
1
1
Tk 11
1
1
1
Tk 11
— E— By

1
-
1k
1
-
1k
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a1 =F.
1
-1 1
1 . 1
1
1
1
-1
1
Tk T1
1
1----1
1
1
Tk 11
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Zusammenhang mit elementaren Umformungen

1 Q11 o Qap (S q1p
(1) Fi(a)A = o Qg1+ 0 Qgg aQy - Qg
1 anl e ann anl e aTLTl

Multiplizieren von A mit Fj(«) von links bedeutet also Multiplizieren der k-ten Zeile von
A mit o (EZ2).

Analog bedeutet Multiplizieren von A mit F(«) von rechts Multiplizieren der k-ten Spalte
von A mit a (ES2).

a “ .. a
1 }1 ln
. 0 : :
1 ---1 gl Qgn
(2) FuA = : : :
1 apn
0 . .
1 : :
Op1 - Opp
aqq ce (0517
Q1+ o 0 Qrp + Qi
aq1 s A
(67751 e Apn

Multiplizieren von A mit Fj; von links bedeutet also Addition der [-ten Zeile von A zur
k-ten Zeile von A (EZ1).

Analog bedeutet Multiplizieren von A mit Fj; von rechts Addition der k-ten Spalte von
A zur I-ten Spalte von A (ES1).

Zusammenfassend kann man sagen, dafl Multiplizieren mit Elementarmatrizen von links

(rechts) gerade den elementaren Zeilenumformungen (Spaltenumformungen) entspricht.

Satz 5.21 (Normalenformensatz)
Zu jeder Matrix 0 # A € K™ gibt es Matrizen U € GL(m, K),V € GL(n, K), die
Produkte von Elementarmatrizen sind, so dafl

UAV = (%) (r = Rang A).
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Beweis. Dies folgt nun aus der entsprechenden Aussage iiber elementare Umformungen
(Satz (5.8)). OJ

Satz 5.22
Sei A € K™ Dann sind dquivalent
(i) A€ GL(n,K)

(ii) A ist Produkt von Elementarmatrizen.

Beweis. (ii)=-(i) Folgt, da Elementarmatrizen nach Lemma (5.20) invertierbar sind
und GL(n, K) eine Gruppe ist.

(i)=(ii) Es gibt nach Satz (5.21) Matrizen U, V, die Produkte von Elementarmatrizen
sind, so da UAV = E ist. Da U,V invertierbar sind, folgt A = U1V~ Die Aussage
folgt dann aus dem zweiten Teil von Lemma (5.20). O

Satz 5.23
Sei A € GL(n, K). Dann kann A allein durch elementare Spaltenumformungen in F
iibergefiihrt werden.

Beweis. Sei A € GL(n, K). Dann ist auch A~! € GL(n, K). Nach obigem Satz (5.22)
gibt es Elementarmatrizen Fi, ... , F} mit

AV'=F - F,.
Hieraus folgt

AFy---F,=F.
Da Multiplikation mit Elementarmatrizen von rechts elementaren Spaltenumformungen
entspricht, ergibt dies die Aussage. 0

Bemerkung. A sei invertierbar. Es sei AF} --- F, = E. Dann ist
A'=EFE.-F .. F,.

Das heif3t, fithrt man dieselben Spaltenumformungen, die A in E iiberfiihren, fiir £ durch,
so erhiilt man die inverse Matrix A~!. Dies liefert ein Verfahren zur Berechnung der
inversen Matrix.

Beispiel.

— W
o O

w
o

e YR

= o =
- o = O
N —

—_
—_

)
—_

O =
i)

/\/\w/\/\
o
N N

N\
-
N [—=
= O ik O
N—
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Definition. Zwei Matrizen A, B € K™*™ heiien dquivalent, falls es U € GL(m, K),V €
GL(n, K) gibt mit
A=UBV.

Schreibweise. o
A"RY B, Lies: A ist #iquivalent B.

Bemerk__ung. Y st Aquivalenzrelation, d. h.
(i) A aqulv
(i) A" Bo BN A
(i) A™RY B B*RY (0= A" O,
Beweis. (i) Mit U = E,,, € GL(m,K) und V = E,, € GL(n, K) folgt A = UAV, also
A 5«0}3}V
(ii) Ist A=UBV, so folgt B =U"'AV~! und umgekehrt.
(iii) Aus A=UBV und B =U'CV’' mit U,U" € GL(m, K) und V, V' € GL(n, K) folgt

A=UBV =U(U'CV')V = (UU)C(VV").

Da UU’ € GL(m, K) und VV' € GL(n, K) ist, folgt A “%" C. 0

Also kann man den Normalenformensatz (5.21) wie folgt formulieren:

RangA=r< A g (%’i) )

A B o Rang A = Rang B

Folgerung 5.24

Beweis. ,=“ Folgt aus Satz (5.16).

»,<="* Nach Voraussetzung folgt

aquiv ET 0 aquiv E,« 0
v (S) o ()

Da ~ eine Aquivalenzrelation ist, folgt A ~ B. 0
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§6 Lineare Gleichungssysteme

Unter einem linearen Gleichungssystem verstehen wir ein System von Gleichungen

apér + -+ awé, = A

Odmlél + -+ Canfn = ﬁm

mit Koeffizienten «;;, 3; € K und Unbekannten §;. Dieses Gleichungssystem hat m Glei-
chungen mit n Unbekannten. Wir setzen

A = (aj)1<icm € K™

1<j<n
& b
x=1|:1]1eK" b= : | €K™
&n Brm
Dann ist obiges Gleichungssystem gerade
(*) Ax =10
Schreibt man A als Matrix von Spaltenvektoren
Qs
A= (a,...,a,); a=1| + | € K™
Qg

so lautet das Gleichungssystem auch

§1a1+~--+5nan:b.

Definition. Die Matrix A heifit die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems, b nennt
man auch die rechte Seite. Das Gleichungsystem heifit homogen, falls b = 0, ansonsten
inhomogen.

Fragestellungen bei linearen Gleichungssystemen

(1) Losbarkeit: D.h. unter welchen Bedingungen an A, b ist (x) losbar?

(2)  Universelle Losbarkeit: D.h. unter welchen Bedingungen an A ist (x) fiir alle b
16sbar?

(3) Losungsraum: Beschreibung der Losungsmenge.

(4) Eindeutigkeit: Unter welchen Bedingungen an A, b ist (x) eindeutig 16sbar?
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(5)  Berechenbarkeit: Man gebe einen Algorithmus zur Losung von (x) an.

Satz 6.1
Es sind dquivalent:
(i) Az = b ist losbar.

(i) belImA.
(ii) Rang A = Rang(A,b).

Definition. (A, b) heiit die erweiterte Koeffizientenmatrix.

Beweis. (i)<(ii)

Ax = b losbar < Es gibt x € K" mit Az =b< b e Im A.

(ii) = (i)
belmA = Esgibt xy,...,2, € K mit x1a1 +---+ z,a, = b
= b€ Span(ay, ... ,a,)
= Span(ay,...,a,,b) = Span(ay, ... ,a,)

= Rang(A4,b) = Rang A.
(iii)=(i)

Rang(A,b) = Rang A Abhlgmmay, o Span(ag, ... ,an)
= Es gibt xy,... ,2, € K mit b = z1a1 + - - - + xpa,
=

(%) ist losbar.

Satz 6.2
Es sind aquivalent:
(i) () ist universell 16sbar.

(i) Rang A =m.
Beweis. Es gilt fiir die Abbildung
A: K" — K", o+ Ax
das folgende:

Rang A =m <« A ist surjektiv
& Zu jedem b € K™ gibt es x mit Ax = b

& (*) ist universell 1osbar.
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Satz 6.3
(i) Die Losungsmenge Ly von Ax = 0 ist ein linearer Unterraum. Genauer gilt

Lo =KerA, dimLy=n— RangA.

(ii) Die Losungsmenge L, von Ax = b ist ein affiner Unterraum von K™. D.h. ist ug
eine spezielle Losung von Ax = b, so gilt

Lb :U0+L0.

Beweis. (i) Es gilt
Az =0 & x € Ker A.

Aus der Dimensionsformel folgt dann

dim Ker A + Rang A = n.

(i) wo+ Lo C Ly Es sei z € Ly. Dann gilt

A(UO+1’):AUO+ Ar = Aug=b = ug+x € L.
=0

Ly Cug+ Lo: Es sei y € Ly. Wir setzen z := (y — ug). Dann ist y = = + ug. Ferner gilt

Ar = A(ly —w) = Ay — Aug =b—b =0,

also x € Ly. D.h. y € ug + Ly. O
Ly=wug+ Lo
K"
Uug
Lo
- Abb. 32: Losungsmenge L, als affi-

ner Unterrraum

Satz 6.4
Ax = b sei losbar. Dann sind dquivalent:
(i) Ax = b ist eindeutig lsbar.

(i) Ker A= {0}.
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(ii) Rang A = n.
Beweis. Da L, = ug + Ly ist, gilt:

Ax = b ist eindeutig l6sbar < Az = 0 ist eindeutig l6sbar
& Ker A= {0}
< Rang A =n.

Hierbei folgt die letzte Aquivalenz wieder aus der Dimensionsformel.

Quadratische Gleichungssysteme (m = n)

Wir betrachten das Gleichungssystem
(%) Ax =D, A € Mat(n; K); be K".

Satz 6.5
Fiir quadratische Gleichungssysteme (m = n) sind dquivalent:
(i) Ax = b ist fiir jedes b € K™ l6sbar.

(ii

(ii

Az = b ist fiir ein b € K" eindeutig 1osbar.
Az = 0 besitzt nur die Losung = = 0.

Ax = b ist fiir jedes b € K" eindeutig losbar.
A e GL(n, K).

)
)
(iv)
(v)
Beweis. Es gilt:

(i) & Az = b ist universell losbar & Rang A =m =n & (v).

(ili) & Ker A = {0} & Rang A = n < (v).

. (6.4) (62 | Az = b ist stets losbar | (6.4) .

(ii)=" Rang A =n = { Ker A — {0} } =" (iv)

(iv)=-(ii) ist trivial.

(i) @ KerA=0e A QL. K) & (v).
Bemerkung. Essei A € GL(n, K). Dann erhélt man die Losung von

Ax=1b

durch
x=A"'h.
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Der Gauf3-Algorithmus

Wir beschreiben nun einen Algorithmus zur Losung eines linearen Gleichungssystems
(*) Axr =b.

Es besteht aus drei Schritten:

I. Vorwértselimination
II. Losbarkeitsentscheidung (nur fiir b # 0)

III. Riickwartssubstitution.

I. Vorwirtselimination

1. Eliminationsschritt Wir fragen zunéchst, ob aq; # 0 ist. Falls nicht, suchen wir in der
ersten Spalte ein Element ag; # 0 und vertauschen die erste mit der k-ten Zeile. Falls
alle ag; = 0 sind, fahren wir mit der néchsten Spalte fort, bis wir ein Element «;; # 0
finden. (Falls A = 0 ist, so ist die Aufgabe trivial, weil dann entweder jedes x € K™ ein
Losung ist, falls b = 0 ist, oder die Losungsmenge leer ist, falls b # 0.) Wir sind dann
in der Situation, daf§ wir annehmen koénnen, dafl die ersten £ — 1 Spalten von A gleich 0
sind, und daf oy # 0 ist. Wir ziehen dann das *-fache der ersten Zeile von der i-ten

k
Zeile ab. Das Ergebnis sieht fiir die erweiterte Koeffizientenmatrix dann wie folgt aus:

0 --- 0 O = S * | *
0O --- 0 0 0 --- 0f=* x| %

Dabei bezeichnet [J eine von Null verschiedene Zahl und * eine beliebige Zahl.

2. Eliminationsschritt Wir wenden dasselbe Verfahren nun auf die eingezeichnete Rest-
matrix an. Das Ergebnis ist eine Matrix in Zeilenstufenform:

0 x| B
0 * 52
0 * 53
0 0 |O =« x| B,
0 0 0 0 Bria
0 0 0 0 B
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II. Losbarkeitsentscheidung

Ist einer der Eintriige Bri1,...,0m # 0, so ist Rang(A,b) > Rang A = r, und das Glei-
chungssystem ist nicht l6sbar.

ITI. Riickwirtssubstitution

Allgemeines Verfahren
(i) Die zu Spalten ohne [O-Stelle gehérenden Unbekannten sind die freien Variablen.
Sie werden der Reihe nach gleich Ay, ..., \,_, gesetzt.

(ii) Man 16st dann das Gleichungssystem nach den zu den [-Stellen gehérenden abhéngi-
gen Variablen aus und bestimmt diese nacheinander in Abhéngigkeit von Ay,... , A,_,.

Alternatives Verfahren

(i) Man ermittelt eine spezielle Losung ug von (x), indem man A\ = --- = A\, =0
setzt.
(i) Man ermittelt den Lésungsraum von Az = 0: Setze f; = --- = (,, = 0 und wiihle
firj=1,... ,n—r:
\@) 0 fire#£j
i 1 fiir i = j.
Die Auflésung nach den abhéngigen Variablen gibt dann linear unabhéngige Losungen
U1,... ,Un_p. Die allgemeine Losung ergibt sich dann nach Satz (6.3) durch
r=uy+ v+ F Uy (C1,...  Chy € K).
Beispiele.

(1)  Wir betrachten das lineare Gleichungssystem (K = R).

S +86+E8
26 -6 +& = 0
—4& + 26 —-& = 0.

Dann kann man das Gauf-Verfahren etwa in der folgenden Form aufschreiben:

SIRSIRS Regie
G+&6L+8 =1 1 1 1 94
2 —b+& =0 2 1 1 o |
—48+265—-& =0 —4 2 -1 0 1
G+&+86G =1 L1 1 1
36 —& =-2 1 0 —1 | -2 ]2
62 + 3§ = 0 6 3 4 1
&1+ &+ & =1 1 1 1 1
36 —& =-2| 0 -3 -1 | -2
£ =0 0 0 1 0
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Riickwartssubstitution ergibt

2 1
xg,:O, To = = ry = —.

Das Gleichungssystem ist eindeutig gelost durch

8
|
O wihowl—

(2)  Wir betrachten das lineare Gleichungssystem (K = R):

S+6E+6+4+HEG = 1
—&+& = 1
§4—& = 2
0 0.
Die erweiterte Koeffizizentenmatrix ist daher
111 1 1|1
00 1
00 0

Im Sinne des oben erlduterten Schemas hat diese Matrix die Gestalt

U
0
0
0

D ¥ Xk X

O O O ¥

Wir haben also folgende freie Variable:
To = )\1, Ty = )\2.
Riickwartssubstitution ergibt dann:

Ty = 2—|—{L‘5:2—|—)\2
r3 = 1+l’4—$5:3
ry = 1—x2—x3—x4—x5:—4—)\1—2)\2.

Alternativ konnen wie zuerst eine spezielle Losung bestimmen. Fiir Ay = Ay = 0 erhilt

man
—4

Uy =

O NN WO
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Losungen des homogenen Systems erhélt man wie folgt:

A =1, Ay =0: Riickwértssubstitution ergibt

—1

V1 =

o O O

A =0, Ay =1: Riickwértssubstitution ergibt

—2

Vo =

—_—_ O O

Damit erhélt man den Losungsraum des homogenen Systems als
Ly = Span(vy, v2).

(Man beachte, dafl dim Ly = 2 = 5 — Rang A ist.) Die Losungsmenge des linearen Glei-
chungssystems (x) ist damit

0 0
LZUO+L0:{ 3 +c + Co 0 ;Cl,CQER}.

2 1

0 1
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§7 Determinanten

Vorbereitungen

Fiir zwei Vektoren z = (il), y = (zl); x,y € R? definieren wir die Determinante
2 2

provisorisch als

1 %
T2 Y2

det(z,y) := det (xl yl) =

T2 Y2

‘ = T1Y2 — T2l

Bemerkung. Es gilt

x,y linear abhéngig < det(x,y) = 0.

Beweis. ,=“ Ist 2 =0, so ist offensichtlich det(x,y) = 0. Ist = # 0, gibt es ein A € R
mit y = Azx. Dann ist

T )\.]71

det(z,y) = det <:c2 )\1;2) = \z1T9 — Axox; = 0.

,<=" Essel x1ys —x2y; = 0. Ist 1 = x5 = 0 sind x, y linear abhéngig. Wir nehmen nun
x1 # 0 an (der Fall z5 # 0 kann analog behandelt werden). Ist y; = 0, so folgt yo = 0,
also y = 0. Ist y3 # 0 und y» = 0, so folgt x5 = 0. In diesem Fall sind x und y linear
abhéngig. Ist y1,ys # 0, so erhalten wir z1/y; = x2/ys. Also gilt fiir A := x1/y1 = 22/1y0,
dal x = \y ist. O

Bemerkung. Das von z,y aufgespannte Parallelogramm
S={ r+py; 0 <A\ p< 1}

hat die Flache
|S] = | det(z,y)|.

Beweis. Es sei x = (il), Y= (zl) Der Vektor y' = (—yyz) steht auf y senkrecht.
2 1



112

fg

Yy
\ Y
S
: -z Abb. 33: Flacheninhalt eines Paral-
lelogramms
Es gilt
: T
S| =zl lyll [sing| = [[=| [[y]] |cos(§ + )]

= 2, 9)] = l21(—y2) + 2291
~ Jdet (i; Z) ]
Im R? betrachten wir in diesem Zusammenhang das Vektorprodukt von zwei Vektoren.
Definition. Fiir zwei Vektoren x,y € R? ist das Vektorprodukt definiert durch
L2Y3 — T3Y2

XY= |T3Yy1 — T1Y3
T1Y2 — T2l

Beispiel. Es gilt

Analog erhélt man
ey X €3 =¢€1, €1 Xeg= —es.

Man kann sich die Definition des Vektorprodukts formal auch wie folgt merken

€1 T1 U1 Ty Y Ty Ty
2 Y2 1 1 1 1
T XY=|e Ty Ya|:= e — e + €3.
T3 Y3 xr3 Y3 T Y2
€3 T3 Y3

Wir werden das spéter als das , Entwickeln einer (3 x 3)-Matrix nach der ersten Spalte“
erkennen.
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Lemma 7.1
Fiir Vektoren x,y, 2 € R® und A € R gilt:
(i) (z4y)xz=xxz+yxz, xxX(y+z)=zxy+rxz, Mzxy)= (Az)xy=1xx(A\y).
(i) (zxyz)=(zxyy =0.
(i) o x gl = ll=l* yl* = (2, 9)*.
(iv) zxy=—-yxzxz, xxx=0.
)

(v

Beweis. (i), (ii) und (iv) rechnet man sofort nach.

(iii) Es gilt

x X y=0 & z,y sind linear abhéngig.

o x ylI* = (22y3 — w3y2)* + (way1 — 2193)* + (2192 — w23n)”
= (z192)” + (21y3)” + (2201)” + (22y3)° + (z391)° + (w302)°
—2(x1T2Y1Y2 + T1T3Y1Y3 + T2T3Y2Y3)
= (¢f + a3 +a23) (Y] + 3 +u3) — (Tayr + Tays + 23y3)°
= lPllyll® - {z,9)*

(iv) Die Aussage ist klar fiir y = 0. Es sei also y # 0. Nach (iii) ist 2 x y = 0 dquivalent
zu

[ llyll* = (z, y)*.

Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (Satz(1.8)) ist dies wiederum dquivalent da-
zu, dafl x und y linear abhéngig sind. O

Korollar 7.2
Es gilt
|z <yl = [l=l lyl| sin <(z,y).

Beweis. Es sei ¢ := <(z,y). Dann gilt nach der Definition des Winkels

(@, y) = [l llyll cos .
Aus Lemma (7.1) (ii) folgt daher
le > yl® = Jllyll* = ()’

= Jzl*llylI*(1 — cos® )
= [z]*[lyl* sin® .

Da 0 < ¢ < 7 ist, gilt sinp > 0, also erhilt man die Behauptung durch Wurzelziehen. [

Folgerung 7.3
Der Vektor = x y steht senkrecht auf x und y, und die Lange von x x y ist gleich dem
Flacheninhalt des von x und y aufgespannten Parallelogramms.
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Beweis. Dies folgt sofort aus Lemma (7.1) (i) und Korollar (7.2). O

Die in Folgerung (7.3) genannten Eigenschaften bestimmen den Vektor x x y bis auf das
Vorzeichen. Letzteres kann man durch die ,, Dreifingerregel“ der rechten Hand bestimmen:
Zeigen Daumen und Zeigefinger der rechten Hand in Richtung von x und y, so zeigt der
Mittelfinger in Richtung von z x y.

Schliefflich fithren wir noch das Spatprodukt ein.
Definition. Fiir Vektoren z,v, z € R? ist das Spatprodukt die reelle Zahl

[z,y, 2] == (x X y, 2).

Lemma 7.4
Es sind aquivalent:

(i) [2,9,2]=0
(ii) z,y,z sind linear abhéngig.

Beweis. Wir hatten bereits gesehen, dafl x x y = 0 genau dann gilt, wenn x und y linear
abhéngig sind. Die Aussage folgt dann aus der

Behauptung. Es sei z x y # 0. Dann gilt

[z,y,2] =0 & z € Rz + Ry.

Beweis der Behauptung. Ist x x y # 0, so ist
E:={zeR% (z xy,2) =0}

nach Satz (1.12) eine Ebene durch den Nullpunkt, die wegen Lemma (7.1) (ii) die Vektoren
x und y enthélt. Da x und y linear unabhéngig sind, gilt

E =Rx + Ry.
Also ist z € E genau dann, wenn

[2,y,2] = (v xy,2) =

Wir definieren wieder provisorisch die Determinante durch

det(z,y, 2) = [, y, 2] = (¥ X y, 2).

Bemerkung. Direktes Nachrechnen zeigt sofort, dafl

T Y1 21
det(m,y,z) = T2 Y2 R2| =
T3 Yz =3

T2 Y2
T3 Y3

1 U

21 —
T3 Ys
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Schliefflich betrachten wir fiir drei Vektoren x, 3, z den durch diese Vektoren aufgespannten
Spat
S={x+py+vz; 0< A\ p,v<1}

- Abb. 34: Von drei Vektoren aufge-
spannter Spat

Lemma 7.5
Es gilt fiir das Volumen des Spates:

S| = |z, y, ]| = |det(z,y, 2)|.

Beweis. Es gilt

[y, 2]l = (e xy,2) = [z xyll||z]] | cos <(z x y, )]
= |51
O

Wir haben gesehen, dal Determinanten bei zwei Typen von Problemen natiirlich auftre-
ten, und zwar einmal bei der Frage, ob Vektoren im R" linear unabhéngig sind, und zum
anderen bei der Volumenberechnung. Der erste Aspekt wird uns in der linearen Algebra
interessieren, der zweite Aspekt spielt in der Integrationstheorie eine Rolle. Bevor wir zur
allgemeinen Theorie iibergehen, betrachten wir noch zwei Anwendungen fiir Geraden und
Ebenen.

Ebenengleichungen im R3

Es seien wy, wy linear unabhéngig und
E=v -+ Rwl -+ R’U)Q

eine Ebene im R3. Wegen Folgerung (7.3) steht der Vektor s = w; x wy auf E senkrecht.
Ist s = (a1, as,as), so gibt es nach Satz (1.6) ein b € R, so dal E durch die Gleichung

a1x1 + asxs + agrs = b
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beschrieben wird. Die Zahl b kann man durch Einsetzen eines Punktes auf F bestimmen.

Beispiel. Gesucht ist die Gleichung der Ebene E durch die Punkte

1 1 0
U1 = 0 ) Vg = 2 s V3 = 1
—1 0 2

0 -1
Wy = Vg — V1 = 2 s W9 = V3 — V1 = 1
1 3
verwenden. Dann ist
5}
S= 1w X Wy = -1
2

Damit ist
E 5$1—l‘2+2$3:b.

Die Zahl b erhalten wir durch Einsetzen, etwa von vy, d. h.
b=3.

Also ist
E: b5xy— x4 223 =3.

Abstand zweier windschiefer Geraden

Gegeben seien zwei windschiefe Geraden
A1 :Ul+Rw1, A2:U2+Rw2.

Der kiirzeste Abstand zwischen zwei Punkten auf A; und A, ist (wegen des Satzes von
Pythagoras) der senkrechte Abstand.

Ul

/ .

\ . Abb. 35: Abstand zweier windschie-
. fer Geraden
2
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Die Aufgabe besteht also darin, Skalare A1, Ay € R so zu finden, daf fiir
U, = vy + /\1?1)1, Uy = Vg + )\QUJQ
der Vektor
dI:UQ—Ul :U2—211+)\21U2—)\11U1

auf A; und A, senkrecht steht. Da A; und A windschief sind, ist w; X wy # 0 und
w1, Wa, w1 X wy bilden eine Basis von R3. Also gibt es, da w; x w, senkrecht auf w; und
wy steht, und d dieselbe Eigenschaft hat, einen Skalar o mit d = a(w; X ws). Fiir dieses
a gilt also

(1) a(wy X wy) = (vg — v1) + Agwy — \jwy = d.

Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir A;, Ao und o und da wy,w, und wy X ws eine
Basis von R3 ist, besitzt dieses Gleichungssystem eine eindeutige Losung. Wir betrachten

T = Uy — V1.

Da A; und A, windschiefe Geraden sind, sind wy, w, und x linear unabhéingig, bilden also
eine Basis des R?. Also gibt es eindeutige bestimmte Skalare o, ji1, tto mit

(2) Wy X Wy = 0T + pwy + paWs.
Um (2) zu berechnen, wenden wir die Linearformen
(wy X wa, =), (wy X x, =), (wy x z,—) € (R*)*

auf (2) an. (Es sei daran erinnert, dafl jeder Vektor a # 0 nach Korollar (5.12) eine
Linearform
(a,—): R® — R
r — {(a,x)

definiert.) Dies ergibt wegen Lemma (7.1) (ii):

= <w1 X wa, Ql’>
= <wl X $,M2w2>

= (wy X T, pywy).

<w1 X Wo, W1 X W

(
)
(wy X @, wy X ws)
(wy X x,wy X ws)

Hieraus folgt dann sofort, dafl

_ o x ws|?

 {wy X wy, 1)

 (wr xzwy xwe) (Wi Xz, wy X wa)
fz = (wy X z,wy) (wy X wy, )
b= (we X T, wy X wo) _ (wg X T, wy X way)

(wg X ,w1) (w1 X wy, x)
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Da wy, wy und & = vy — vy gegeben sind, sind o, i1, 42 hieraus eindeutig berechenbar. Wir
behaupten, dafl dies die eindeutig bestimmte Losung von (2) ist. Nach unserer Rechnung
ist (0, wy,wq) die einzig mogliche Losung von (2). Andererseits ist nach Satz (6.5) das
lineare Gleichungssystem eindeutig losbar. Also muf} (o, wy, ws) die eindeutig bestimmte
Losung sein. Damit erhélt man den Abstand ||d|| und die Skalare, die zu den Fulpunkten
uy, us gehoren, wie folgt. Durch Vergleich von (1) und (2) ergibt sich, dafl o = L%, A =&
Ay = “—; ist. Also erhilt man:

Jal = ol ] = Lt )
o] [Jwr X ws|
No— N2 (w1 X we, (Vg — v1) X Wa)
0 [Jwr x wo|?
N = p2 (wy X wa, (Vg — v1) X wy)
0 [Jwr x ws?

In diese Formeln kann man bei gegebenen Geraden A; und A, direkt einsetzen.

Wir wenden uns nun der allgemeinen Theorie der Determinanten zu.

Die symmetrische Gruppe
Es sei n € N und M,, die Menge

M, :={1,2,... ,n}.

Definition. Die Gruppe
Sy = Bij(M,, M,) ={o; o :{1,... ,n} — {1,... ,n} ist bijektiv}
heifit die symmetrische Gruppe (Permutationsgruppe) von n Elementen.

Lemma 7.6

#S, =nl.

Beweis. Wir beweisen dies durch Induktion nach n.
n=1. Klar.
n—n+1: Firi=1,... ,n+ 1 betrachten wir die Menge

St =10 € Spi1; o(1) = i}.
Dann ist S, die disjunkte Vereinigung

Sn+1 = Sl

n

1
U usSiL

n
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Die Menge S?_, ist bijektiv zu der Menge der bijektiven Abbildungen
{o"; 0" : Mo \{1} — M,;1\{i} bijektiv} <5 S,

und damit selbst bijektiv zur symmetrischen Gruppe S,,.

Also gilt
Sy = H#S 4+ #SH E (4 1)nl = (n+ 1)L,

Schreibweise. o € S,,; ¢ — o(7) schreibt man als

oty oty 2 ot

(12 3 (123
G1=\9 1 3) 27(3 1 2/

1 2 3 1 2 3
01002:(3 9 1), 02001:(1 3 2)7&01002.

Bemerkung. Wir hatten bereits gesehen, dal die Gruppe S,, fiir n > 3 nicht abelsch
ist.

Beispiel.

Dann ist

Definition. FEin Element 7 € S,, heifit eine Transposition, falls es zwei Elemente ver-
tauscht und alle anderen festlaf3t, d.h. falls es k& # [ gibt mit

(1) 7k)=1, )=k

(2) 7(i) =i fur i # k, L.
Bemerkung. 72 =id, 7 =7"%

Lemma 7.7
Jede Permutation o € S, 1483t sich als endliche Hintereinanderschaltung von Transposi-
tionen schreiben, d.h. die Transpositionen erzeugen die Gruppe .S,,.

Beweis. Ist o = id, so gilt o = 72 fiir jede Permutation 7. Sei nun o # id. Wir setzen
iy := min{i; o(i) #i}.
Dann gilt o(i1) > 4. Es sei 7 diejenige Transposition, die i; und o(i;) vertauscht.
01 :=T100.

Dann gilt
o1(i) =1 firi <iy.
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Sei
iy := min{i; o1(i) # i}.
Es ist
g > 1.
Dann wiederhole man obiges Verfahren. Dies mufl nach endlich vielen Schritten abbrechen,
d.h. es gibt Permutationen 74,... , 7 mit

Tpo---om o0 =id,

d.h.

0‘:(Tko...of]—l)_l:7‘1_10...07-16_1:7'10...07—]6.

(123 .
=9 13 ... n)
Lemma 7.8
1

Sei 7 eine Transposition. Dann gibt es eine Permutation ¢ € S,, mit T =comoo™".

Definition.

Beweis. Die Transposition 7 vertausche k£ und [. Wiahle o mit o(1) = k, 0(2) = [. Ist
i # k1, soist o71(i) # 1,2. Also gilt:
i#kl: (comoo Ni)=0com(c (i) =0c(c(i)) =1i.
i=k: (comoo ') (k)=0co0T7(1) =

1=1: (007000_1)(l):c7070(2):

Insgesamt folgt daher, dafl
1

goTyo00  =T.
O
Definition. Essei o € S,. Ein Fehlstand von o ist ein Paar (7, j) mit ¢ < j, o(i) > o(j).
Beispiel.
(1234
7= \2 1143
Fehlstéande:

Definition. Das Signum einer Permutation o € 5, ist definiert durch

) +1, falls # Fehlbestande gerade
signo =
8 -1, falls # Fehlbestinde ungerade.



§7. DETERMINANTEN 121

Beispiele.

(i)

=.
(0]
=
3
Il
=.
(0]
=
N\
N =
— N
W W
3
~
Il
|
—_

Lemma 7.9

signo = HM.

i
1<J J

Beweis. Ist m die Anzahl der Fehlstdnde, so gilt

[[e() =@ = (J]eG) —o@N(]] lo() —a@D(=1)"

i<j 1<j 1<J
o(i)<a(j) a(i)>a(j)
= ()" [Jle() =@ = (=" ]]G -
i<j 1<j

Hierbei folgt das letzte Gleichheitszeichen aus der Bijektivitdt von o. Insgesamt folgt:

o(j)—oli)  \m 1 falls m gerade .
1:1 j—i (=" = —1  falls m ungerade [ Slen g
i<j

Lemma 7.10
Fiir o,7 € S, gilt: sign(7 o o) = sign - signo.

Bemerkung. Obiges Lemma besagt gerade, dafl die Abbildung
sign : S,, — {1}

ein Gruppenhomomorphismus ist.

Korollar 7.11

sign(c~!) = signo.

Beweis. sign(c™')-signo = sign(c o) = sign(id) = 1. Also gilt

1
: —1 —
= ) = — .
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Beweis von (7.10). Nach Lemma (7.9) gilt:

sign(too) =

B Too(j)—Too(i) o(7) —o(i)
-G 5=
B Too(j)—T1oo(i sion o
T e P
Das Lemma folgt dann aus der
Behauptung. 0 "
Too(j)—Too(i  sion
== =
Die gilt, da
Too(j)—Toao(i) Too(j)—Too(i) Too(j)—Too(i)
1} o(j) —oli) g o(j) —o(i) g o(j) —ol(i)
a(i)<o(j) o(i)>o(j)
B Too(j)—Too(i) Too(j)—Too(1)
B g o(j) —o(i) ]1:[, o(j) —o(i)
o(i)<a(j) o(4)>0(i)
) roo(j)—rooli) T Tool)-roal)
U(igw o(j) —o(i) ”(ig(” o(j) —o(i)
) roa(j) = 7ol
O(ig(ﬂ') o) = o(@)
= H T(‘]; : Z(Z> = sign .

Hierbei folgt das zweite Gleichheitszeichen durch Umbenennen im zweiten Faktor und das
letzte Gleichheitszeichen wieder aus der Bijektivitat von o.

Korollar 7.12
(i) Fiir jede Permutation 7 gilt sign7 = —1.

(ii) Ist 0 =75 0+ o7 wobei die 7; Permutationen sind, so gilt signo = (—1)*.

Beweis. (i) Nach Lemma (7.8) gibt es eine Permutation o € S,, mit

7'2007'00071.

OJ
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Also gilt

signt = signo -signr - sign(o )

(LY (signo)? - sign 7 = sign ) = —1.

(ii)) Wegen Lemma (7.10) gilt

signo = sign ;- - -sign 7, = (—1)".

Definition. Die alternierende Gruppe ist definiert durch
A, ={o€S,; signo =1}.

Lemma 7.13
Die alternierende Gruppe A, ist eine Untergruppe von S,,.

Beweis. Es ist zu zeigen: Sind 0,7 € A, so ist auch 0 o 77! € A,,. Dies gilt, da
sign(o o 77') = signosign(77!) = signosignt =1-1= 1.

(Alternativ kann man auch argumentieren, da§ A,, der Kern des Homomorphismus sign :
S, — {£1} ist.) OJ

Lemma 7.14
Fiir die Anzahl der Elemente der alternierenden Gruppe gilt #A4, = %n! fir n > 2.

Beweis. Wir setzen

Apro:i={oom; o€ A}

Dann ist

A, — A,19, o— 00T

eine Bijektion. Die Behauptung folgt dann aus:
(i) S, =A4,UA,7,
(ii) An N An’fo - @

Zu (i): Sei o € S,,. Ist signo = 1, soist o € A,,. Seisigno = —1. Dann ist sign(comy) = 1.
Esist 0 = (g om) o1 € ApTo.

Zu (ii): Ist 0 € A, 7, so ist signo = —1. Also folgt (ii). O
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Determinanten
Es sei

A= : | € Mat(n; K) = K™
an
eine quadratische Matrix, gegeben durch die Zeilenvektoren a;.

Definition. Eine Determinante (oder Determinantenfunktion) ist eine Abbildung
det : Mat(n; K) = K™ — K

mit folgenden Eigenschaften:
(D1) det ist linear in jeder Zeile, d. h.

ay ay ay
det | Al 4 pa? | = Ndet | @ | + pdet | a”
a, a, 0,
(D2) det ist alternierend, d.h. gibt es i # j mit a; = a;, so ist det A = 0.
(D3) det ist normiert, d.h. det £ = 1.

Satz 7.15
Es gibt genau eine Determinante.

Bevor wir den Beweis erbringen, betrachten wir das folgende

Beispiel. K =R, n = 2.

det : Mat(2;R) — R
M=% ) aby — asb; =: det M.
by by

Wir zeigen, daf§ die Eigenschaften (D1) — (D3) erfiillt sind:

(D1):
Aa Aa; Aa a
det ( b ) = det ( bll b;) = AMayby — asby) = Adet (b) )

! /! /
det (a _Z “ ) = det (a1 ;_ f G2 2_ a2) = (a1 + aj)by — (ag + ay)by
1 2

/
= (albg — a2b1> + (allbg — a,/2b1) = det (Z) + det (CIL)) .

Analog zeigt man die Linearitét in der zweiten Zeile.
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(D2):
det (Z) = det <Zi Zz) = qiay — asa; = 0.
(D3)
det ((1) ?) =1
Satz 7.16

Es sei det : Mat(n; K) — K eine Determinante. Dann gilt
(D4) det(AA) = A" det A.

(D5) Ist a; = 0 fiir ein 4, so ist det A = 0.

(D6)
0 .
det | : | =—det| :
a; Q5
(D7)
a; + >\(lj CLZ
det : =det | :
a a

(D8) Ist o eine Permutation, so gilt:

€s(1)
det : = signo.
€o(n)
(D9)
A1 N
det =X A
0

(D10) det A=0< ay,...,a, sind linear abhéngig.
(D11) det A #0< A € GL(n, K).
(D12) det(A- B) =det A - det B.
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Bemerkung. Die Formeln (D6) und (D7) beschreiben das Verhalten der Determinante
bei elementaren Zeilenumformungen vom Typ (EZ4) und (EZ3).

Beweis. (D4): Mehrfaches Anwenden von (D1).
(D5): Aus (D1) mit A = p = 0.
(D6): Es gilt:

a; a; Q; Qa;

a; + a;
0 et [ "0 7 et | ;| wdet| ;| wdet | 7|+ det
a; + a; a; a; a; a;
=0 (D2) =0 (D2)
Also folgt:
a; Cl.j
det | : | =—det] :
Q; a;
(DT7):
a; + \a; al a
det : T2 et ]+ Adet |
aj a; aj
\—,'_/
=0 (D2)

(D8): Ist 7 eine Transposition, so gilt nach (D6)

€r(1) €1
det : = —det | : @ —1 =signr.
€r(n) €n

Sei nun o € S, beliebig. Nach Lemma (7.7) gibt es eine Darstellung

O=T0- 0T

mit Transpositionen 71, ..., 7. Dann folgt mit (D6)
€o(1) €1
det | = (=1)"det | : ) (—1)* = signo.
€o(n) €n
(D9): Es sei
A1 N
A=
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1. Fall: Es gibt ein ¢ mit A\; = 0. Wéhle dieses maximal, d. h.

A ke e %
>\i—1 ke *
A: 0 * s * 3 )\i+1,...,)\n%0-
)\’i+1
An

)\1 * *

Niog % e e %

A/\,B: O “ .. O “ e P O
Ait1

An

Die Eigenschaft (D7) besagt gerade, dafi elementare Zeilenoperationen vom Typ (EZ3)
die Determinante nicht d&ndern. Also folgt:

det A=det B2 0= Ap--- Ay A,

2. Fall: Alle \; # 0. Dann gilt wegen (D1)

1 *
det A= (A1---\,) - det
0 4
—_———
=:B
Man erhalt:
(EZ3) 1 0
B ~ E=
0
Also
(D7)
detA=X---\,-detB =" A;--- A\, det E .
=~
=1 (D3)

(D10): Durch Umformungen vom Typ (EZ3) und (EZ4) kann man erreichen (vgl. den
Gaufl-Algorithmus), daf
A1
A =: B.
O )\n
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Wegen (D6) und (D7) dndert dies die Determinante hochstens um das Vorzeichen, also
det A= +det B2 42\,

Behauptung. Rang A = Rang B < n < ein \; = 0.

,= FEs seien alle \; # 0. Dann erhalten wir jeweils durch Zeilenumformungen

>\1.* ml‘*mllo
.)\n o 0-1

Also ist Rang A = Rang B = n.
,<=“ Essei \; = 0. Dann gilt fiir die Zeilenvektoren von B:

b = (0...0,)
\YJ
. /

b, = (O.t.O,bn)
mit b, ... b € K" % Nach dem Fundamentallemma sind b}, ... , ¥, linear abhingig, also
auch b;, ... ,b,. Damit gilt, dafl Rang B < n.
(D11):

A e GL(n,K) L Rang A =n Vi (a1,...,ay) sind linear unabhéngig
2 qet A £ 0.

(D12): 1. Fall: Rang A < n. Dann ist det A = 0 nach (D11). Nach Lemma (5.17) ist
Rang(AB) < Rang A < n. Also ist nach (D11) det(AB) = 0, und es gilt

0 =det(AB) = det A - det B.

2. Fall: Rang A = n. Dann ist A € GL(n, K). Nach Satz (5.22) gibt es Elementarmatri-
zen C1, ... ,Cy mit
A=Cy---Ch.

Also folgt
det(AB) = det(Cy - - - CsB).

Es geniigt daher zu zeigen:

Behauptung. Ist B eine beliebige Matrix, und ist C; eine Elementarmatrix, so gilt
det(C;B) = det C; det B.
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b1
1. Fall: C; = Fy(a) = a . Dann ist C;B = oz:bk

: 1 bn

Damit folgt:

det(C;B) 2 a - det B2 det(C,) - det B.

2. Fall:

C;=Fy =

Aus (D9) folgt
det Cz = det Fkl =1.

Andererseits ist

Also erhalten wir

det(C;B) 2 det B = 1-det B = det C; - det B.

Satz 7.15’
Es gibt genau eine Determinante

det : Mat(n; K) — K
und zwar gilt fir A = (;):

(%) det A = Z SIgN 0Q14(1) " * * Qo (n)-

gESy
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Beweis. Eindeutigkeit: Falls es eine Determinantenfunktion gibt, muf (x) gelten. Dazu

sel

ai
A= mit a; = a;1e1 + -+ - + ey,

7

Also gilt
€Z‘1
" a
det A 2 S ay det |
i1=1 :
Qn,
67;1
n n Ciy
(]2) Z Q44 Z a2, det as
i1=1 ig=1 :
an
n n n €iy
f— Z Z P Z a1i1a2i2 e O{’I’Lin det
=1 do=1  in=1 e
Nun ist
Cir 0, falls i), = 4, fiir ein k # [ (D2)
det | @ | =19 . falls es eine Permutation o € S,, gibt
e SEUT it iy = o(1), ... i, = o(n) (D8).
Also folgt

det A = Z Q15(1) * * * Qno(n) sign o.

gES,

Existenz: ~ Wir miissen zeigen, daf () die Eigenschaften (D1) — (D3) erfiillt.
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(D1): Es gilt
a1

det | \a) + paf

oESy

Qn

— )\ Z Slgn Uala(l) e aiU(i) .o ana(n) + M Z 0510(1) e (0,

io(i) "

O‘ESn

ai ai

~

Adet | af | +pdet | af

Qn Qn

Z SIgN o g(1) * ()‘O‘;o(i) + MOé;/o(i)) " ng(n)

JES’n

1
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* Opg(n)

(D2): Es sei k # [ mit ay = a;. Ferner sei 7 € S,, diejenige Transposition, die k& und [

vertauscht. Dann gilt
S, =A,UA,T.

Nun ist
Moor(1) " " Okoor(k) * * " Qoor(l) " * * Anoor(n) =

Uo(1) " Aka(l) " " Alo(k) " Ono(n) =

A1) """ Ao(l) " A g(k) " " Apo(n) = A1g(1) * " Upo(n)-

Damit folgt, da sign(o o 7) = —sign o gilt, dafl
det A = 0.

(D3): Wir betrachten die Einheitsmatrix E = (¢;;). Dann gilt:

det £ ® Z Sign 0015(1)  * * Ono(n) = sign(id)oiy - - - Opy = 1.

O'GSn

Berechnung von Determinanten

n=1 A=(a), detdA=a.

Qo1 (g2

a1 Q12
n=2. A= < s det A = 110099 — (V12(X91 .



132

Q11 Q12 0a3
n=3 A= |ay an a3|. Esist#S3=3=06. Aus (x) ergibt sich
Q31 (Qrzg (33
detA = Q11 Qo33 — (¥11(v23(V32 — (X12(V21 (X33

+Q120i93031 + Q13021 Qi30 — Q11322031

Die Determinante von (3 x 3)-Matrizen kann man auch mit folgender Regel berechnen:

Regel von Sarrus

Q1100033 + QiiaQio3izr + Qi13Qo1 (i3
—Q31 02013 — (3ag3 (1] — (X331 (X12.

Achtung: Diese Regel ist nicht auf n > 4 verallgemeinerbar.

Satz 7.17
Es gilt
det A = det ‘A

Beweis. ‘A = (‘o;;) mit ‘oy; = oy Also gilt

det tA = Z sign O'tala(l) cee tozm,(n)

oESy

= Z SIgN 0Qg(1)1 * * * Ao (n)n
O'ESn

= Z Signaoqofl(l) T Qpo—1(n)
O'ESn

(7.11) . 1

= Z sS1gn o Oélg—l(l) cee ana—l(n)
JGS’n

= Z Sign 0 Q15(1) " * Ono(n)
oESy

= det A.

O

Bemerkung. Dies bedeutet, dafl die Aussagen, die wir iiber die Zeilenumformungen vom
Typ (EZ3) und (EZ4) gemacht haben, analog auch fiir die Spaltenumformungen vom Typ
(ES3) und (ES4) gelten.

Satz 7.18
A= A C . (Ay, Ay quadratisch.)
0 | Ay

Es sei
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Dann gilt
det A = det A; - det As.

Beweis. Durch elementare Zeilenumformungen vom Typ (EZ3) und (EZ4) erreicht

man
b «
Bn,
Hierbei sei ky die Anzahl der Zeilenvertauschungen.
[C/ -
(2) Ay ~ By = 0'-. und es sei ky die Anzahl der hier durchgefiihrten
/

Zeilenvertauschungen. Dann gilt nach (D6) und (D7):
det A; = (—1)"det B;, i=1,2.

Dieselben Operationen bewirken

/61 * PR *
B, | D B By o
Am(o B2> T % o« =: B.
*
/
n2

Hierbei wurden k; + ko Zeilenvertauschungen vorgenommen. Damit folgt

detd = (=1 det B2 (<1 (B 8,)(8; - B,)

ng
= (—1)k1 det Bl(—l)kz det BQ
= det Al - det AQ.

Entwicklung von Determinanten

Es sei A = («;;) eine quadratische (n x n)-Matrix.

Definition.
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11 s 151 0 aq 41 A1p
Q11 0 0151 0 Oi—15+1 " Oi_1n
Ajj = 0 e 0 1 0 e 0 — i-te Zeile.
Qir11 o OGragor 00 Qi o Qi
751 e Ay j—1 0 Qn 41 e Qnp

T j-te Spalte.
(ii) Die Matrix

A= (Gj)
mit
&, = det Aj;
heifit die zu A komplementére Matrix.
(iii) Die Matrix

a1 7 A1p,
/ .
Al = | e 7 e, | — i € Mat(n — 1; K)
anl e )énj CEEEEY ann

T j-te Spalte.
heiBt Streichungsmatrix (zur Stelle (i, 7)).
(iv) Ist A= (aq,...,a,) setzt man schliefllich
AT = (ay, .y @1, €4, A4y, ).
Lemma 7.19
(i) det Ay = (—1)""7 det Aj;.
(ii) det AY = det A;;.

Beweis. (i) Durch (i—1) Zeilenvertauschungen und (j—1) Spaltenvertauschungen erreicht
man



§7. DETERMINANTEN

Dann ist unter Verwendung von (D6) und Satz (7.17)

det Ay = (=1)(=1)"""det A7, "2V (—1)"9 2 det A,

= (=1)"det A};.
(ii) Mit Spaltenumformungen vom Typ (ES3) erreicht man
oS R e S0 S W Uy S 1 N R 0 S 1

y
AV =l a - a1 1 g o Qg

Qp1 0 Qpj1 0 Apjr1 - Opp
Also folgt mit (D7) und der Bemerkung nach Satz (7.17):
Satz 7.20
AA = AA = (det A)E.

Beweis.

ij-

(AA)zk = Z d/ijajk = Z det Aj,-ajk (7.12(11) Z det Ajiajk
j=1 j=1 j=1

n
= E ajpdet(ar, ..., ai—1,€5,Qit1,. .. Q)
7=1

= det(ay,... ,ai—1,0k Qit1, ... ,0p)
= 5zk det A.
Also gilt

AA = (det A)E.

Analog zeigt man

AA = (det A)E.

Korollar 7.21
Ist A invertierbar (det A # 0), so gilt

Al = A.

det A

n
=" det(a,..., a1, E Qjk€j, Ait1, - . 5 0p)
j=1

135
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Beispiel. (n = 2):

0 0

A o det All det A21 . Q99 —Q12
o det Alg det A22 o — Q921 11 ’

Also folgt, falls det A # 0 ist:

A1 — 1 Qigg —O2
Q11092 — Qo1 \ —Q21 Q11

Satz 7.22 (Entwicklungssatz von Laplace)
Es sei A € Mat(n; K). Dann gilt fiir festes i, bzw. j:
(i) detA=37" (1) adet Aj;.
(i) det A=737" (—=1)"ay;det Aj;.
(Man sagt, dafl man die Determinante nach der i-ten Zeile, bzw. der j-ten Spalte ent-
wickelt.)

Damit ist

Beispiel.

s

I
o~ K~
— o N
DO DN W

Entwickeln nach der zweiten Zeile:

2 3 13 1 2
_(_1)\2+1 _1)\2+2 _1)\2+3
det A = (=1)*""1det (1 2>+( 1) Odet(o 2)+( 1) 2det<0 1)

= —(4-3)+0-2-(1)=-3.

Merkregel: Das Vorzeichen kann man sich nach dem ,,Schachbrettmuster merken:

+

+ 1+
I+ 1+ |
+ 1+ 1 +
I+ 1+
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Beweis von (7.22)
(i)): Es gilt

det A WﬁO) (AA)]] = Z djiaij = Z Q5 det Ai]’
=1 =1
7190 > (=) ay; det Al
=1
(i): Zeigt man analog. O

Cramersche Regel

Wir betrachten ein quadratisches Gleichungssystem

(%) Ax =1b (A= (ay,...,a,)).
Ist A € GL(n, K), so hat (*) genau eine Losung, namlich
r=A""b
Satz 7.23 (Cramersche Regel)
Ist A invertierbar, so gilt fiir die eindeutig bestimmte Losung « = (z1,... ,x,) von (x):
= det(al, ey, b, Ait1y- - - ,(Zn)
o det A '
Beweis. Es gilt
r=A""b
D.h.
(1) €T; = Z(A_l)ijbj-
j=1

Nun ist nach (7.21)

(A1), = det Aji (7.19)Gi) det AT _ det(ar, ... ,a;i-1,€j, i1, ... ,an)
Y det A det A det A '
Wegen (1) folgt also:

1

n
Z; = @(;bjdet(al,... y Ai—1, €5, Ajt1, - - - ,CLn)

1 n
- detAdet(al’”' ’ai‘l’zlbj%am,... , Q)
]:

B detAdet(ab”' ;Ai1, 0,41, . ,an).
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Beispiel.

Bemerkung.

$1+ZE2 2
ZE1—2$2 = -1
1 1
A = <1 _2>, det A = —3.
1 2 1 1
1 1 2 1
= —gdet (1 _1>_—§(—1—2)_1.

Die Losung héngt algebraisch (rational) von A,b ab.
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§ 8 Eigenwerttheorie I

Wir hatten bereits frither den Polynomring in einer Variablen {iber einem Ko&rper K
betrachtet:

K[z] = AbbN, K] = {P; P = anz" + ap 12" ' + - +ag; a, € K}.

Definition. Eine Funktion f : K — K heifit eine Polynomfunktion, falls es ein Polynom
P € Klz] gibt mit f(a) = P(a) fir alle a € K.

Eigenwerte und Eigenvektoren

Es sei A € Mat(n; K) eine quadratische Matrix.

Definition. Ein Skalar A € K heifit Eigenwert von A, falls es einen Vektor 0 # v € K"
gibt mit

Av = .
v heiffit dann auch Eigenvektor von A zum Eigenwert .

Die geometrische Deutung ist, dafl fiir A # 0 die Gerade Kv unter der Abbildung hy :
K" — K™ x+— Ax fest bleibt.

Bemerkung. Es gilt

0 ist Eigenwert von A < Esgibt 0 #v € K" mit Av=0-v=0
& KerA# {0} < A¢ GL(n, K).

Definition. Zwei Matrizen A, B € Mat(n; K) heilen dhnlich, falls es ein Element W €
GL(n, K) gibt mit
B =W TAW.

Schreibweise. A ~ B.

Bemerkung.
(i) Ahnliche Matrizen sind insbesondere dquivalent.

(ii) ~ ist Aquivalenzrelation, d.h.
A~ A
A~B& B~A
A~B,B~C=A~C.

Die Begriindung erfolgt genau wie bei dquivalenten Matrizen.
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Wir werden spiéter sehen, daf§ dhnliche Matrizen denselben Endomorphismus beziiglich
verschiedener Basen beschreiben.

Definition. A € Mat(n; K) heifit diagonalisierbar, falls A zu einer Diagonalmatrix &hn-
lich ist.

Satz 8.1
A ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis vq,... ,v, von K" gibt, die aus
Eigenvektoren von A besteht.

Beweis. ,<“ Dawvq,...,v, eine Basis ist, ist
W= (v,...,v,) € GL(n, K).
Dann gilt mit Av; = \v;:

AW = A(vy,...,vn) = (Avy, ..., Avy) = (Mg, ..., Aty)

A O 0
= (V1,...,0) 0 A =WD
c. '.' O
0 0 A\
-
und damit
WAW = D.
N O - 0
.= EsseiD:= o : und W € GL(n, K) mit
: o0
0 - 0 X\,
WTAW = D.
Dann ist
AW =WD.
Mit
W= (v1,...,0,)
gilt
N OO o 0
0 .
Avy, ..oy on) = (U1, ... ,0,) _ _
0 0 X\,

= (Avy, ..., Avy) = (Mo, ..., A0y)
= AUZ:/\@'U,L, 1=1,...,n.
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Da W invertierbar ist, sind vy, ... ,v, eine Basis von K. 0

Das charakteristische Polynom

Es sei A € Mat(n; K).
Definition. Die Abbildung

Xa: K — K; xa(z) :=det(zE — A)

heifit charakteristische Polynomfunktion von A.

Bemerkung. Es ist

Tr — Oag1 —Q2 s —Q1n
—Q21 T — Qg - —Qop
xa(x) = det
_anl o x_ann

Entwickelt man diese Determinante entsprechend der Formel

det A = Z sign O0015(1) " " Ong(n),

O’GSn

so erhélt man ein Polynom von Grad n. Man nennt dies das charakteristische Polynom
von A.

Definition. Fiir A = (a;;) € Mat(n; K) heifit

Spur A := i Qi
i=1

die Spur von A.
Lemma 8.2
Es gilt
xa(z) = 2" — Spur Az" ' + -+ + (=1)"det A.
Beweis. Wir schreiben

xa(z) = anz™ + ap_12" - 4+ ayz + ag.

Nun ist
ap = xa(0) = det(—A) = (—1)" det A.
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Um die anderen Koeffizienten zu bestimmen, geht man so vor:

r—ap;  —Qiz2 o —Qin
wF— A= —0.421 T — g2 - _O.Qn _— (z)
cay e z—an,
wobei
Yi(z) = x—ay,
Vij(z) = —ay (i #J).
Nun ist

xa(x) = det(%’j (z)) = Z sign 0'710(1)(1‘) ** " Tno(n) ().

oESy

Ist o # id, so ist o (i) # 4 fiir mindestens zwei i. D. h. der zu o gehorige Summand enthélt
x hochstens zur Potenz n — 2. Also erhalt man a,,, a,_1 aus

(x— ) (x—ag) - (T —app) = 2" —2" (a1 + - - -+ apn) + Terme niedrigerer Ordnung.

Damit folgt
a, =1, a,_1=—SpurA.

Lemma 8.3
Sind A, B #@hnliche Matrizen (A ~ B), so gilt x4 = xB.

Beweis. Da A ~ B gibt es ein W € GL(n, K) mit
B =W tAW.
Also gilt

2E—B = zE—W'AW = 2W'EW — W 1AW
W zE — A)W.

Nach dem Determinantenmultiplikationssatz folgt
det(zE — B) = det W' det(zE — A)det W = det(zE — A)

und damit
xs(z) = xa(z).
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Korollar 8.4
Sind A und B #hnlich, (A ~ B), so gilt Spur A = Spur B.

Bemerkung. Die Umkehrung von Lemma 8.3 gilt im allgemeinen nicht, wie das folgende

Beispiel zeigt:
0 0 01
A_<O O)%B_<O O)’

Xa(x) = det (g 2) =22 xg(x) = det (g _1) = 2%

X

es gilt aber

Satz 8.5
Fiir A € Mat(n; K) sind dquivalent:
(i) A ist Eigenwert von A.
(i) xa(A) =0.
A k%
0

(iii) A~ |- 3 mit B € Mat(n — 1; K). Ferner gilt
0

xa(z) = (z = ANxs(@).

Beweis. (i)<(ii): (i) ist dquivalent dazu, dafl es ein 0 # v € K™ gibt mit Av = \v.

Nun ist
Av =X v & Av = Ev & (AE — A)v =0.

Also gilt
(i) & Ker(AE—A) #{0} & det(A\E—A)=0
= XA()\) =0& (ii).

Ak

(iii)=-(ii): Wegen A ~ <O B

) =: A’ folgt aus Lemma (8.3)

xa(z) = xa(z)=det(zE - A') =

= det (“’BA IE*_ B) = (z — \)det(zE — B) = (z — N)yz(2),

und damit x4 (A\) = 0.
(i)=(iii): Essei 0 # v; € K™ mit

A’U1 = )\'Ul .
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Man kann v; zu einer Basis vy, ... ,v, von K" ergidnzen. Dann ist
W= (vy,...,v,) € GL(n, K).
Damit gilt
AW = A(vy, ... yu,) = (Avy, ... Auy) = (Mg, Avg, ..o, Avy).
Andererseits ist
(e1,...,e0) =E=W1W =W vy,... ,v,) = (W loy,... , Wu,).

Das heif3t
Wﬁl(vl) = €1.

Damit ergibt sich

WTAW = W'y, Avs, ..., Av,)
= (Wﬁl)\’Ul, WilAUQ, ey WﬁlAUn)

= (Ne,, W Au,, ... , WAy, =

Eigenrdume

Bemerkung. Die Eigenwerte von A sind also genau die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms von A.

Beispiel. Es sei K = R. Die Matrix

A= (CW —W) & Mat (2, )
singp cosp

beschreibt eine Drehung um den Winkel . Das charakteristische Polynom ist

. T — COS sin ¢
Xa(r) = det ( —singp  x — cosgo)

= 12? — 2cos px + 1.

Dieses Polynom hat genau dann reelle Nullstellen, falls

4coszg0—4 >0,
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d.h. falls ¢ = 0 oder 7 ist, fiir ¢ € [0, 27[. Im allgemeinen besitzt eine Drehung also keine
Eigenwerte und Eigenrdume.

Uber dem Grundkérper K = C besitzt dieses (wie jedes andere Polynom auch) aber stets
Nullstellen.

Es sei A € Mat(n; K) und A sei Eigenwert von A.
Definition. Der Raum

Eig(A,\) = {v e K", Av= M} = Ker(A — \E)
heifit der Eigenraum von A zum Eigenwert \.

Lemma 8.6
A1, ..., A seien verschiedene Eigenwerte von A. Dann ist die Summe

Eig(A, \;) + ...+ Eig(4, \,)

eine direkte Summe.

Beweis. Es ist zu zeigen:
v+ ...+ v, =0mit v; € Eig(A,\) = vy =...=v,=0.
Anwenden von A™ gibt:
0=A"vy+...+ A", = A\["v1 + ... + X0,
Fiir ein Polynom
P(z) = ama™ + pm12™ 7+ ..+ ag
und eine Matrix A € Mat (n; K) setzen wir
P(A) = apA™ + a1 A" 4+ ..+ agE € Mat (n, K).
Fiir jedes Polynom P € K|[x] gilt dann:
0=PA) (1 +...+v)=PA)vy + ...+ P(\)v,.

Man wihle:

r

Px):=]J(x—)) € K.
j=1
JF
Also ist Pj(\;) = 0 fiir i # j und P;(\;) # 0. Damit gilt
——
#0
Daraus folgt

v=0firi=1,... 7
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Korollar 8.7
Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéingig.

Homomorphismen und Matrizen

Es sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n.

Konvention. Im folgenden verstehen wir unter einer Basis von V eine geordnete Basis,
d. h. ein n-Tupel

B=(b,... b

Dann besitzt jeder Vektor z € V' eine eindeutige Darstellung
T =x1by + ...+ z,b,.
Man definiert

L1
gg: V — K", x+—

T

Es gilt ¢p(b;) = e; und die Abbildung ¢p ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen.
Sei nun
C=(cry...,cn)
eine weitere Basis. Da sich jeder Vektor b; eindeutig durch die Vektoren c; darstellen 1a8t,

gibt es eine Matrix A = (a;;) € Mat(n; K) mit

(*) bj:ZOéijCi (jzl, ,n).
i=1

Lemma 8.8
Das Diagramm

ha
Kr —— K©»
qB

\V/(JC

kommutiert, d. h.

qgc = haoqp.
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Beweis. Es ist fir x € V:
xr = Zl’jb]’ = Zﬂfj ZO&UCZ' = ZZ(I’jO&Z’j)Ci.
j=1 j=1  i=1 i=1 j=1

Es sei nun
n
/ A — .. .
x; = Q5.
Jj=1
Dann ist

n
. /
T = x;c;.
i=1
Damit erhalt man

T 2?21 Oéljﬂfj ;L'l
(haogp)(z) =ha(gp(z)) = Agp(x) =A| : | = : =1 : | =q).
T D i1 CnjT; z,
]

Bemerkung. Da g und ¢¢ Isomorphismen sind, gilt dies auch fiir hy, d.h. A €
GL(n, K).

Definition. Die Matrix A = (a;;) heifit die Ubergangsmatriz des Basiswechsels.

Darstellung von Homomorphismen

Gegeben sei ein n-dimensionaler Vektorraum V' mit einer Basis B = (b1, ... ,b,) und ein
m-dimensionaler Vektorraum V' mit einer Basis B’ = (b}, ... ,b,)). Ferner sei f : V — V'
ein Homomorphismus. Dann betrachten wir das Diagramm

f

V %
qB l l qp’
Km K™.

Da ¢p ein Isomorphismus ist, kann man definieren

f=aqpofoqs|

Dann ist f die lineare Abbildung, die folgendes Diagramm kommutativ macht:
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f
Vv V!
q;I i l iB
Kt —K™

Nach Satz (5.10) gibt es genau eine Matrix
M(f) = Mpp(f) € Mat(m,n; K)

mit

Definition. Man sagt, f wird beziiglich der Basen B, B’ durch die Matrix M (f)
Mp p/(f) dargestellt.

Satz 8.9
Es seien V, V' Vektorrdume mit Basen B, B’. Dann gilt:

(i) Es gibt zu jedem Homomorphismus f € Hom(V,V’) genau eine Matrix M (f)
Mg p/(f) € Mat(m, n; K) mit

f=qz ohu o qs-

(i) Es gilt M(f) = () mit
Fo) =3t G=1,....n).
i=1

(iii) Die Abbildung

M = Mg p : Homg(V,V') — Mat(m,n; K)
f— Mpp(f)=M(f)
ist ein Isomorphismus von Vektorraumen.
Beweis. (i) Es gilt

A

f=awofoas', f=hug
Damit ist f, und somit auch M (f), durch f eindeutig festgelegt.
(i) Es gilt

gg: V — K" qg(bj)=e;; j=1,...,n
g VI — K™ qp(b)=¢€; i=1,...,m.
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Nun gilt

~

(g o f T’ Q§1)(€j) = fle;) = M(f)e; = 221 Hij€i
qp o f(b;).

Anwendung von ¢ von links ergibt:

Z,uz]qB/ ez Z/’LZ_]

(iii) Die Abbildung M ist nach dem bisher Gesagten bijektiv. Dies ist Homomorphismus:
Da die Zuordnung f — M (f) linear ist, bleibt noch zu zeigen, dafl die Zuordnung

fr—Ff=apofoq

linear ist. Dies folgt aus

—

(af + B9) = g o (af + Bg) 0 45" = algp o f o qp") + Blaw 0 g0 45") = af + B3
0
Basiswechsel
V' sei ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis B = (b1, ... ,b,). Essei C' = (cq, ... , ¢,)
eine weitere Basis mit Ubergangsmatrix A € GL(n; K), d. h.
bj:ZQ{ijCi. (]:1, ,TL).
i=1
Ebenso sei V' ein m-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis B’ = (b},... ,b),) und C’" =

(ch,...,c.) eine weitere Basis mit Ubergangsmatrix A’ € GL(m; K), d.h.

Z@Ul (7=1,...,m).

Sei f € Homg (V,V').
Satz 8.10

Meor(f) = A'Mp g (f)A™".

Beweis. Man hat ein Diagramm:
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/
2 \%4
l qB CJB/l

O Kn hMB,B’(f) Km O

‘/LA O hN

hMc,c/(f)

qc’

K" K™,

Zunéchst gilt ndmlich nach Definition von Mg p/(f) und Mc o/ (f) : Hierbei bedeutet das
Symbol O, dal das entsprechende Diagramm kommutiert. Dann gilt:

Mty p(r) = a5 © 0 05

he oi(f) =40 f o a’
Ferner hatten wir schon in Lemma (8.8) gesehen, dafl

qc =haoqp; qc =haoqp.
Also gilt auch
It (f) = har 0 g o foqp! ohy' = haro har, () © hat = hary (5 a1
haig ()

Damit folgt

MQC’(f) = A,MB,B’(f)A_l.

(]

Folgerung. Zwei Matrizen sind genau dann dquivalent, wenn sie denselben Homomor-
phismus beziiglich zweier verschiedener Basen beschreiben.

Spezialfall. V =V’ Essei B = (by,...,b,) eine Basis von V und C' = (¢y, ... ,¢,) eine
weitere Basis von V' mit

bj:ZOéijCi (jzl,...,n),
i=1

d.h. A = () ist die Ubergangsmatrix.
Wir setzen fir f € End(V):

Mp(f) == Mpp(f).
Korollar 8.11

Mo(f) = AMp(f)A™".
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Folgerung. Zwei quadratische Matrizen sind genau dann &dhnlich, wenn sie denselben
Endomorphismus beziiglich verschiedener Basen darstellen.

Beispiel. Es sei V = V' = R?. Wir betrachten die Basen B = (e, e3) = (b1, by) und
C = (e1 + ez, —e2) = (¢1,¢o). Ferner sei f : V — V gegeben durch

fler) = ez, flez) = e1.

Dann ist
0 1
Wegen
fler+e2) =er+ez, fler—ez) =—(e1 —e2)
d.h.

gilt ferner

Da
1 1 1 1
bh=e = 5(@1+62)+§(61—€2)=§C1+§c2
1 1 1 1
by=e = §(€1+€2)—§(€1—€2):501—502,

folgt fiir die Matrix des Basiswechsels

Es gilt

Il
VR
N N N N
| N[
N [
N~
VR
— O
O =
~_
7 N
— =
[
[u—
~_

D06 )

Wir kénnen nun viele Begriffe von Matrizen auf Abbildungen iibertragen. Dazu sei f :
V' — V ein Endomorphismus. Es sei B eine Basis von V' und Mg(f) die darstellende
Matrix beziiglich der Basis B.
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Definition.
(i) det f:=det Mp(f),

(ii) Spur f := Spur Mp(f),
(i) X7 = Xnp(p) = det(zE — Mp(f)).

Bemerkung. Diese Definitionen sind unabhéngig von der Wahl von B, da die Grofien
auf der rechten Seite fiir alle Elemente in einer festen Ahnlichkeitsklasse gleich sind.

Definition. 0 # v € V heifit FEigenvektor der Abbildung f zum Eigenwert A\ € K, falls

flw) = .

Bemerkung. Der Vektor v ist genau dann ein Eigenvektor von f, wenn ¢p(v) ein Ei-
genvektor von Mp(f) ist. Dies folgt aus dem kommutativen Diagramm

Mg(f)
K ——— K"

4B I f I 4B
V V.

Es gilt ndmlich

f) =X & ¢z (Mp(f)(as(v)) =M & Mp(f)(gs(v)) = Ags(v).

Definition. f heiflt diagonalisierbar, falls f eine Basis von Eigenvektoren besitzt.

Bemerkung. f hat diese Eigenschaften genau dann, wenn Mp(f) fir ein (und damit
fiir alle) Basen B diese Eigenschaften besitzt.
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§9 Euklidische und unitire Vektorrdume

Im folgenden gelte fiir den Grundkorper stets K € {R, C}. Obwohl manche der in diesem
Abschnitt betrachteten Begriffe auch fiir unendlich dimensionale Vektorrdume erklért
sind, beschranken wir uns in diesem Kapitel auf die Theorie der endlich-dimensionalen
Vektorraume.

Definition. V sei ein R-Vektorraum. Eine Abbildung

(,): VxV — R
(v,w) — (v, w)

heif}t

(i) eine Bilinearform, falls stets gilt
(BF1) (v + ', w) = Mo, w) + p(v', w)
(BF2) (v, 3w+ ') = Mo, w) + pufo, o),

(ii) symmetrisch, falls
(S) (v, 0) = (w,v),
(iii) positiv definit, falls

(v,v) >0 fir v # 0.

Definition.
(i) Ist V ein R-Vektorraum, so nennt man eine positiv definite symmetrische Bilinear-
form ein Skalarprodukt.

(ii) Ein euklidischer Raum ist ein Paar (V,(, )), wobei V ein R-Vektorraum und ( , )
ein Skalarprodukt ist.

Die Motivation, ein Skalarprodukt einzufiihren, besteht darin Winkel und Léngen zu
messen.

Beispiele.
(1) V=R"
n n
(w,y) ="ey = (x1,...,2n) | 0 | =Dz
Bilinearitét:

x4 pa'yy) = 'O+ pa')y = A'zy) + p('a'y)
= Mz,y) + (@', y).

Analog im zweiten Argument.
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(2) Symmetrie:

=1 =1

(3) Positiv definit:
(x,x) = Zx? >0 firxz#O0.
i=1

(4) V=C0,1]={f; f:]0,1] — R stetig}.

(f,9) i_/o f(t)g(t)dt.

Diese Bilinearform ist positiv definit, da

<f,f>=/O fAt)ydt >0 fir f#0,feC0,1].

Sei nun K = C, V sei ein C-Vektorraum.

Definition. Eine Abbildung

(,): VxV-—C

heifit

(i) eine Sesquilinearform, falls
(SF1) (Ao + ', w) = Mo, w) + (V' w)
(5F2) (v, + ') = Mo, ) + v, w),

(ii) hermitesch, falls

(H) (v, w) = (w,v),

(iii) positiv definit, falls

(v,v) >0 fir v #0.

Bemerkung. Aus (H) folgt stets: (v,v) € R.



9. EUKLIDISCHE UND UNITARE VEKTORRAUME 155

Definition.

(i) Eine positiv definite, hermitesche Sesquilinearform auf einem C-Vektorraum V'
heifit auch Skalarprodukt auf V.

(ii) Ein unitdrer Raum ist ein Paar (V,( )) bestehend aus einem C-Vektorraum und
einem Skalarprodukt.

Beispiele.
(1) v=cn
n n
<.f13, y> = tTy = (Tla ’fn) = Zwlyl
Un =1
Es gilt

<l’, y> - Zszz = TiY; = Zylmz <y> .1'>
i=1 i=1 i=1
(r,z) = ZTZL = |z;|* > 0 fiir x # 0.

(2) V =C¢c[0,1] = {f : [0,1] — C stetig}. (f stetig heiBft hier, dal f = f; + ifs mit
f1, f2: [0,1] — R stetig.)

Wir setzen

mit
Fl,FQ : [O, 1] — R.
Dann ist
1 1 1
/F(t)dt ::/ Fl(t)dt+i/ Fy(t)dt € C.
0 0 0

Dann definiert (, ) ein Skalarprodukt auf C¢[0, 1].
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Definition.
(i) Eine Matrix A € Mat(n;R) heiBt symmetrisch, falls

A="A.

(ii) Eine Matrix A € Mat(n; C) heifit hermitesch, falls
A="A
Sei V= K", K € {R,C}. Wir setzen fiir A symmetrisch (hermitesch):
(,Ya: VxV — K

(v,wyy = "TAw.
Dies macht im reellen ebenso wie im komplexen Fall Sinn.

Lemma 9.1
Ist A symmetrisch (hermitesch), so ist (, ) 4 eine symmetrische Bilinearform (hermitesche
Sesquilinearform).

Beweis. (i):
v+ p wya = v+ p')Aw =
ATA+ TP Aw = NTAw + a7 Aw

>\<U7 w>A + ﬁ<vl7 w>A~

Analog im zweiten Argument.

(ii):

(w,v) , = WAV = "wAD = W' Aw = WAW = (v, W) A.

O

Diesen Prozef kann man verallgemeinern. Sei dazu V' ein K-Vektorraum mit einer fest
gewihlten Basis B = (by, ... ,b,). Diese Basis liefert einen Isomorphismus

gg: V. — K"

b; — e

Fiir A wie oben setzt man

(,Ya: VxV — K

(v,wya = ‘qp(v)Agp(w).

Lemma 9.2
Ist A symmetrisch (hermitesch), so ist (, )4 eine symmetrische Bilinearform (hermitesche
Sesquilinearform).
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Beweis. (i):

(M + pv'w) = gp(dv + p') Agp(w)
= "(Ags(v) + pgs(v'))Agp(w)

= MNgp(v)Agp(w) +7'qp(v)) Agp(w)

= /\<U7 w>A + ﬂ<?}/, w>A-

(w,v), = (‘gp(w)Agp(v))
= tQB(w)AQB<U
= 'gp(v)"Agp(w) = (v, w) 4.

~—

|
=

Bemerkung. Fir A = (a;;) gilt: (b;, b;) 4 = a;j.

Denn:

<bi, bj>A = t(]B<bZ)AqB(b]) = te_iAej = te,-Aej = CLij.
Es sei nun umgekehrt

(,): VxV—5K

eine symmetrische Bilinearform (hermitesche Sesquilinearform). Dann ordnen wir dieser
eine Matrix A zu durch

A= (Clij); Q5 ‘= <bl,b]>
Definition. A heifit die (, ) darstellende Matrix beziiglich der Basis B.

Lemma 9.3
A ist symmetrisch (hermitesch).

Beweis. aj; = (b;, b;) = (b;, bj) = (bi, b)) = ay;, also A ="A. O
Zusammenfassend hat man
Satz 9.4

V sei ein K-Vektorraum, K € {R, C} mit fest gewéhlter Basis B. Dann liefert die Zuord-
nung A +— (, )4 eine Bijektion.

symmetrische (hermitesche) 1:1 symmetrische Bilinearformen auf V'
Matrizen (hermitesche Sesquilinearformen auf V') |-
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Bemerkung. Sei V = R" mit der Standardbasis {ej,...,e,}. Dann entspricht das
»Standardskalarprodukt*

i=1

gerade der Einheitsmatrix £, da

(z,y) ='zy ="zFy.

Transformationsformel

Es sei
(,): VxV-—5K

eine symmetrische Bilinearform (hermitesche Sesquilinearform). Gegeben seien zwei Basen
von V:

B=(by,...,b,), B =(b,...,0).
Beziiglich dieser Basen werde die Form (, ) durch Matrizen A, bzw. A" dargestellt.

Satz 9.5
Ist S € GL(n; K) die Transformationsmatrix von B nach B’, d.h. kommutiert das Dia-
gramm

Kn s
Vv
dann gilt
A=1SA'S.
Beweis. Es seien v,w € V.
z:=qp(v), y:=qp(w).

Dann gilt:

(1) (v,w) = qp(v)Aqp(w) = "TAy.
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Ferner ist
g (v) = Sz, qp(w) = Sy.
Also gilt
(2) (v, w) = ‘g (o) Algp (w) = "STA'Sy = T(TA'S)y.

Speziell fiir v = b;, w = b; erhélt man

(1): (bi, b)) = "EGAe; = (A)y
(2) <bz, bj> = te_i(tgA’S)ej = (tgA/S)ij
Es folgt:

A=1tSA'S.

Definition. Die Abbildung
qg: 'V — K
v — (v,v) =:q(v)
heifit die zu (, ) gehorige quadratische Form.
Bemerkung. Man kann (, ) aus ¢ zuriickgewinnen (,,Polarisierung*):
K=R: (0,u0)=1go+w)— gl —w).
K=C: (v,w)=13(qv+w)—qlv—w)+iglv—iw)—ig(v+iw)).

Diese Aussagen zeigt man durch direktes Nachrechnen.

Normen und Metriken

V' sei ein Vektorraum iiber K € {R, C}.
Definition. FEine Norm auf V ist eine Abbildung
v —R

v o |l
mit folgenden Eigenschaften:

(NT) Al = ALl
(N2) lv 4+ w| < |jv|| + ||lw|| (Dreiecksungleichung)
(N3) lv]| =0< v=0.
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Bemerkung. Es gilt stets ||v]| > 0, da

0=1[0-v[f = flo = ol < [loll + ] = ol = loll + [[o]l = 2[Jv]]

Definition. X sei eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung

d: XxX—R

mit

(M1) d(z,y) =d(y,z) (Symmetrie)

(M2) d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) (Dreiecksungleichung)
Bemerkung.

(i) Es gilt stets d(x,y) > 0, da:

0=d(z,z) <d(z,y)+d(y,x) = 2d(x,y).

(ii) d(x,y) kann man als , Abstand“ von z und y interpretieren. Die Dreiecksungleichung
hat dann die Interpretation, dafi die Summe der Léngen zweier Seiten in einem Dreieck
stets grofler gleich der Lange der dritten Seite ist.

Y
z
- Abb. 36: Dreiecksungleichung
Lemma 9.6
Ist || || eine Norm auf V, so wird durch
d(v, w) := v — w]|

eine Metrik auf V definiert.
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Beweis. (i):

d(v,w) = o — w|| = [|(=1)(w — o) | = | = 1]|[w — v]| = d(w,0v).

(ii):
(N2)
d(u, w) = [Ju —w|| < [lu =[] + |lv = wl| = d(u, v) + d(v, w).

(iii):

)

d(u,v):Hu—vH:O(g u—v=0&u=u.

Bemerkung. Nicht jede Metrik kommt von einer Norm. Betrachte etwa (V' = R"):

20, w) = {1 falls v # w

0 falls v =w.

Die Metrik ist beschrankt, kommt also nicht von einer Norm.

Satz 9.7
Ist (V,(,)) ein euklidischer (unitérer) Vektorraum, so wird durch

[l := v/ {w, v)

auf V eine Norm definiert.
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Bemerkung. Es gilt stets (v,v) > 0, da (v,v) > 0 fiir v # 0, und (0,0) = (0,0 + 0) =

(0,0) + (0,0), also (0,0) = 0. Damit ist die (nicht-negative) Wurzel stets definiert.

Beispiel. V =R"; (z,y) =Y " | x;y;. Dann ist

und die dazugehorige Metrik ist die euklidische Metrik

d(z,y) = \/(xl —y1)2+ .4 (T — yn)?

Bevor wir den letzten Satz beweisen kénnen, bendtigen wir noch

Satz 9.8 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)

[{v, W) < [l flw].
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Beweis. Fiir w = 0 ist
0= (v,0) = [[o[ |0]].
Sei nun w # 0, also (w,w) > 0. Fiir A € K gilt:

0 < {v—Aw,v—Iw) = (v,v) — Mw,v) — AMv,w) + A (w, w).

Setze nun
(v, w)
A= )
Also gilt
(vw)w,v)  (ww){v,w) (v, w) (v, w)
0= (v,0) (w, w) {(w, w) (w, w)
Es folgt
0 < (v, v){w,w) — (v,w) (w,v) .

——

=(v,w)
Also

0 < Jol*[lw]l* = [{v, w)f?
und damit gilt
[(v, w)] < [[o] [Jw]].
O

Bemerkung. Dies ist genau derselbe Beweis wie bei Satz (1.8), nur dafl wir fiir die
Skalare auch komplexe Zahlen zugelassen haben.

Beweis von Satz 9.7 (N1):

Aol = V/(Av, Av) = \/ AN v, v) = [A[y/ (v, 0) = [Al]Jo]].
(N2):

lv+wl|*> = (v+wv+w)={(v0)+ v,w)+ (w,v) + (w,w)
= ol + lwl* + (v, w) + (v, w)
[0]l* + lwll* + 2 Re(v, w)

<l +llwll* + 2/, w))|
(0-8) 2 2
< ol + flwll® + 2{[v]| fwl]

(vl =+ flwl)*.
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Also
[o 4+ wll < flvfl + flw]-
(Vergleiche den Beweis von Korollar (1.9)).
(N3): |lv|| = v/{(v,v) =0 < v = 0. Dies folgt, da (, ) positiv definit ist. O
Bemerkung. Fiir Normen, die von einem Skalarprodukt kommen, gilt:

lv +wl* = [[o]* + [w]]* + (v, w) + (w,v) (Pythagoras)
v+ w|]* + [Jv — w|]* = 2(||v]|* + |w]|*) (Parallelogrammgleichung).

Bemerkung. Nicht jede Norm kommt von einem Skalarprodukt. Etwa:
V=R", ||z|le:=max{|z;|; i=1,...,n}.
Dies definiert eine Norm, welche die Parallelogrammgleichung nicht erfiillt:
r=1(1,0,...,0); y=1(0,1,0,...,0).

12+ Ylloo = 1; [l = ylloc = 1,
[2]loe = llylloe = 1.

Definition. V sei ein euklidischer (unitérer) Vektorraum. Zwei Vektoren v, w € V heiflen
zueinander orthogonal, falls (v, w) = 0.

Schreibweise. v L w.

Definition. Sei (V, (, )) ein euklidischer (unitérer) Vektorraum.
(i) Zwei Unterrdaume U, W C V heiBen orthogonal (U L W), falls u L w fiir alle
uelUweW.

(ii) Ist W ein Unterraum, so heifit
W+ ={veV; (v,w) =0 fiir alle w € W}

das orthogonale Komplement von W.

(iii) Eine Familie (v;);e; heiit orthogonal, falls (v;,v;) = 0 fiir i # j.

(iv) Eine Familie (v;);e; heifit orthonormal, falls die Familie orthogonal ist und ||v;|| = 1
fiir alle 7 € 1.

(v) Eine Familie (v;);e; heiBt Orthonormalbasis (ONB, ONBasis), falls die Familie zu-
gleich Basis und orthonormal ist.

Beispiel. V' =R" oder C". (, ) sei das Standardskalarprodukt. Dann ist ey, ... , e, eine
ONBasis, da

<€i7 €j> = 52J
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Lemma 9.9
V sei ein euklidischer (unitdrer) Vektorraum. Es sei (v;);cr eine orthogonale Familie mit
v; # 0 fiir alle ¢. Sei v; := HZ—ZH Dann gilt

(1)  (¥)ier ist orthonormal.

(i1)  (9;)ses ist linear unabhéngig.

Beweis. (i): Sei ¢; := ||v;]|. Dann gilt
o 1 1 1 o
(0, 0;) = <C_Z'Ui7 C_jUj> = ;Cj@iﬂ’j) =0 (@i #J)
~ — 1 1 1
[l = V{0, 0:) = <;Ui> C—Uz> = W\/ (vi, v;)
el
Ci

(ii): Es sei fiir paarweise verschiedene Vektoren
AUy, 4o+ A0, = 0.
Dann folgt

OJ
Satz 9.10
Es sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer (unitérer) Vektorraum. Es sei W C V ein
Unterraum und wy, ... ,w,, eine ONBasis von WW. Dann kann man diese zu einer ONBasis
Wiy ewo s Wiy Wit 1, - - - , Wy, VON V' ergénzen.

Beweis. (Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren)
Ist W =V, so ist man fertig. Ansonsten wihle v € V' \ W. Sei

0= (v, w)wy + ...+ (U, W, )Wy
(Dies kann man als die senkrechte Projektion von v auf W interpretieren.) Wir setzen
wi=v— 0.

Da o€ W,o € V\W ist w# 0. Es ist w € W+, da unter Verwendung von (wy, w;) = i
gilt:

(w, wg) = (v, wg) — (0, wg) = (v, wg) — (v, wg) = 0.

Wir setzen nun
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Dann ist wy, ... , w41 eine orthogonale Familie und damit linear unabhéngig. Diese Vek-
toren sind eine ONBasis von

W' = Span(wy, ... , Wny1) 2 W.

Ist W’ =V, so ist man fertig. Ansonsten kommt man nach endlich vielen Schritten zum
Ziel. O

Beispiel. Wir betrachten V := R3 mit dem Standardskalarprodukt. Der Vektor

1

1
wi=—11
0

V2

0
hat die Lange 1. Wir wihlen v := [ 0 | € Rw;. Dann erhalten wir
1

Da w die Lénge 1 hat, ist w bereits normiert und wir erhalten

0
Wy = 0
1
Schliefflich ist
1
v = [ 0| & Span(wy,ws) =: W.
0
Die orthogonale Projektion auf W ist
1 0 1
1 1
0 = 3 11 +0(0]| = 3 1
0 1 0
und damit
1
w/ o ’U/ o~ _21
= = 2
0
Wegen
1
/
W =—
[[w'| 7
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setzen wir

W3 = —

G

Dann ist wy, wy, w3 eine ONBasis von R3.

Korollar 9.11
Jeder endlich-dimensionale euklidische (unitdre) Vektorraum besitzt eine Orthonormal-
basis.

Beweis. Obiges Verfahren mit W = {0}. O

Definition. V sei ein euklidischer (unitérer) Vektorraum. Man sagt, V' ist die orthogonale
Summe der Unterrdume Vi, ...  V;, falls
i) V=WV+...4Vs

(i) Vi LV;firi##j.
Schreibweise. V =V, L ... L V.
Bemerkung. Eine orthogonale Summe ist stets direkt.

Denn: Wir haben zu zeigen, dafl

Vin(Vit...+Via+ Vi +...+ V) = {0}.

v
Sei
0£veV,NnV".
Also
v=uv+...FvFvna+.. oy (v eV)).
Damit gilt
0# (v,0) = (v,v1) + ...+ (V,vi—1) + (U, Vi) + ... + (0, vg)
= 0 (daV, LV, fiir i # j).
Dies ist ein Widerspruch. OJ
Satz 9.12

Es sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer (unitérer) Vektorraum und W C V ein
Unterraum. Dann gilt

V=W1WH.
Insbesondere ist

dimV = dim W + dim W+.
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Beweis. Es sei B = (by,...,b,) eine ONBasis von W. Diese ergénze man nach Satz
(9.10) zu einer ONBasis by, ... , by, byi1, .- ;b von V. Es ist byy1,...,b, € W, Sei
nun x € V. Also hat man eine Darstellung

= (z1b1 + ...+ Tpbm) + (Tmi1bpar + .+ T0by)

ew WL
d.h.
V=W4+W
Nach Konstruktion ist W L W+, 0

Orthogonale und unitire Endomorphismen

(V,(,)) sei ein euklidischer oder unitéarer Vektorraum.

Definition. Ein Endomorphimus F': V' — V heifit orthogonal (unitér) wenn gilt:
(v,w) = (F(v), F(w)) (fur alle v,w € V).

Lemma 9.13
F sei orthogonal (unitér). Dann gilt:
(i) |IF()]| = |lv]| (fir alle v € V).

(ii) Ist A ein Eigenwert von F'| so ist |A| = 1.
(ili) v Lw<e Fv) L F(w).
(iv) F ist injektiv.

(v) Ist dimV < oo, so ist F' ein Automorphismus und F~! ist ebenfalls orthogonal
(unitér).

Beweis. (i) [|F()] = @), F@)) = v/(0,0) = lol.
(s Plo) = X0 = [FOI =N ol % =1
(iii): v Llw<e (v,w) =0 (Fv),F(w) =0« F(v) L F(w).

(iv): F) =02 ||| = |F()||=0= v =0.

(v): F ist ein Automorphismus wegen (iv), falls dimV < oo. Die Abbildung F~! ist
ebenfalls orthogonal (unitér), da

(FH ), FH(w)) = (F(F~(v), F(F () = (v,w).
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Satz 9.14
F ist genau dann orthogonal (unitdr) wenn ||F(v)|| = ||v]| fiir alle v € V' gilt.

Beweis. ,=“ Siche Lemma (9.13) (i).

,<=“ Esseil K =R (der Fall K = C kann analog bewiesen werden).

(v,wy = i((v +w,v+w) — (v—w,v—w)) (Polarisierung)
= i((F(U +w), F(v+w)) = (F(v—w), F(v —w))) = (F(v), F(w)).
U
Definition.

(i) A € GL(n;R) heifit orthogonal, falls

A=A (& A'A=E&'AA=F),

(i) A € GL(n;C) heifit unitér, falls

A=A (6 A'A=FE&'AA=E).

Bemerkung. A unitér (orthogonal) = |det A| = 1.
Denn: A'A=FE = 1=det Adet’A = det Adet A = (det A)(det A) = | det(A)|?.
Definition.
i) O(n):={A e GL(n;R); A~' =tA} (orthogonale Gruppe)
(i) SO(n):={A € O(n); det A= 1} (spezielle orthogonale Gruppe)
(iii) U(n):={A € GL(n;C); A~! =tA} (unitire Gruppe)
(iv) SU(n) :={A € U(n); det A =1} (spezielle unitidre Gruppe).

DaB die angegebenen Mengen Untergruppen der GL(n; K') sind, rechnet man leicht nach.
Wir betrachten als ein Beispiel die unitdre Gruppe:

Seien A, B € U(n). Dann gilt:

(AB)™' = B 'A'='B'A="(AB) = AB c U(n),
J— 1 —_—

(A = A= (A =" @) =tA ) = A eUn).

Lemma 9.15
Sei K € {R,C}. Fir A € Mat(n; K) sind dquivalent:

(i) A€ O(n) (bzw. U(n)).

(ii) Die Spaltenvektoren von A bilden eine ONBasis von K™ (beziiglich des Standard-
skalarprodukts).
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(iii) Die Zeilenvektoren von A bilden eine ONBasis von K™ (beziiglich des Standards-
kalarprodukts).

Beweis. Fiir A= (ay,...,a,) gilt 'A =

(i) (ii):

Ae U(n) =% *tAA=F = taiaj = 6ij = <CL¢,CLj> = 5ij

< aq,...,a, ist eine ONBasis.
(i)<(iii):  Analog. O
Satz 9.16
Es sei B = (vy,...,v,) eine ONBasis von X. Dann sind dquivalent:

(i) F ist ein orthogonaler (unitérer) Endomorphismus

(ii) Die darstellende Matrix Mp(F') ist orthogonal (unitér).

Beweis. Es sei
V=201 + ... +TpUn; W =YV + ...+ YpUn

und
1 U1

Dann gilt

=1

(v,w) = <§ xivz’»i W’j>=§ Ty (v, vj) =
i=1 j=1
ij

= ) Ty =(r,y) =Ty
=1

Wir setzen A := Mp(F'). Dann gilt:
F unitér (orthogonal) < (v,w) = (F(v), F(w)) fir alle v,w € V

& 'my ="(Ar)(Ay) fiir alle 7,y € K"

& TRy ="' AAy fiir alle z,y € K"

& "AA=F

< AeU(n)(bzw. 0(n)).
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Theorem 9.17

V' sei ein unitdarer Vektorraum endlicher Dimension. Ferner sei F' : V' — V ein unitérer
Endomorphismus. Dann besitzt V' eine ONBasis bestehend aus Eigenvektoren von F.
Insbesondere ist F' diagonalisierbar.

Beweis. V ist ein C-Vektorraum. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra (fiir eine
eingehendere Diskussion siehe Lineare Algebra II) zerfillt jedes Polynom iiber C in Li-
nearformen. Insbesondere gilt fiir das charakteristische Polynom des Endomorphismus F,

daf3

xr(z)=(z—X)---(x—=X\,) (N €C).
Wir machen nun Induktion nach n = dim V.
n =1 Klar.

n— 1+ n: Essei vy ein Eigenvektor. (Ein solcher existiert stets, da xp zerfillt.) Wir
kénnen annehmen, daf§ ||v,|| = 1. Sei

W= (v)" = {w e V; (w,v;) = 0},
Dann ist nach Satz (9.12):
V =W L Span{v, }.

Behauptung. F(W)C W.

Denn: Sei F(v1) = Av;. Dann ist nach Lemma (9.13) (ii) |A| = 1. Damit gilt fir
we W:

A (F(w),v) = (F(w), oy) = (F(w), Fv)) = (w,v1) = 0.
Da Ay # 0 folgt
F(w) e W.

Nun ist Fly : W — W unitér. Nach der Induktionsvoraussetzung besitzt W eine ONBasis
Vo, ..., U, von Eigenvektoren. Setze

B ={vy,... ,u,}.

Korollar 9.18
Sei A € U(n). Dann gibt es eine unitidre Matrix S € U(n) mit
M
—_ 0
'SAS =
0 A,

Hierbei gilt, da |\;| =1 fiir i =1,... ,n.
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Beweis. Es sei B = (vq,...,v,) eine ONBasis von Eigenvektoren von A beziiglich des
Standardskalarprodukts. Damit ist nach Lemma (9.15)

S = (v1,...,v,) € U(n).
Also

A1
PSAS = ST1AS =

Die Aussage |\;| =1 folgt aus Lemma (9.13) (ii). O

Korollar 9.19
V' sei unitir, dim V' < oo. Es sei F': V' — V ein unitdrer Endomorphismus mit paarweise
verschiedenen Eigenwerten A, ..., A\x. Dann ist

V = Eig(F, A1) L ... L Eig(F, \).

Beweis. Da F' diagonalisierbar ist, ist V' die Summe der Eigenrdume. Es bleibt zu zeigen,

dafl
Eig(F, \;) L Eig(F, \;) fiir ¢ # j.
Sei dazu
v e Eig(F,\;); w € Eig(F, \;).
Dann gilt
(v,w) = (F(v), F(w)) = (Aiv, \jw) = ik (v, w).
Falls (v, w) # 0 ist, gilt:
1=X\\ = Ai:@)\jj i = A\
=1

Dies ist ein Widerspruch. OJ

Orthogonale Abbildungen
Orthogonale Abbildungen lassen sich nicht immer diagonalisieren. Im zwei-dimensionalen
sind die orthogonalen Abbildungen gerade die Drehungen und Spiegelungen.

Satz 9.20
Es sei A € O(2). Dann gibt es « € [0, 27| mit

A— <COSOé —SlHOé) oder A — (COSCY Sl (v )

sinav  Cos & sinaw —cosa
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Beweis. Wir schreiben

A= (@“ a”) € 0(2).

Q21 QA22
Da A reell ist, gilt
al, +a3 =1, d.h ay +iay € S'={2€C; |z| =1}
Dann gibt es a € [0, 2] mit

a1 +ia9 = €' = cosa + isina
)

also
11 = COS Qv; o1 = sin a.
Wegen
a11a12 + aziage =0
gilt

a2\ o~ sin o
ass ) cosa )’
Da A € O(2) ist a?y + a3, = 1, also ist ¢ = +1. Fiir ¢ = 1 erhalten wir
A <C9SQ —sin a) .
sina  cosa
Fiir ¢ = —1 ergibt sich
A:(cpsa sin o )
sina — cos
]

Bemerkung. Die beiden Fille unterscheiden sich dadurch, dafl im ersten Fall det A =1,
d.h. A € SO(2) gilt, wéhrend im zweiten Fall det A = —1 ist.

Wir diskutieren nun die geometrische Bedeutung dieser Félle.

sina  Cos«

1 0
a=0: A:(O 1).

Fall 1: A — (COSO& —SIDCK)'
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Sei nun « # km; k € Z:
xa(z) = (z — cosa)? +sin a = 2% — 2cosax + 1.

Die Losungen dieser quadratischen Gleichung sind nicht reell:

2cosozi\/24coszoz—4 ZR.

Ti/2 =

Es gibt also keine Eigenwerte iiber R. A entspricht einer Drehung um den Winkel a.

Abb. 37: Drehung um den Winkel «

Fall 2: A = (
sinaw —cosa

cosa  sino )

xa(z) = (v — cosa)(z + cosa) —sin*a = 2> — 1 = (v — 1)(x + 1).

Es gibt also zwei Eigenvektoren vy, vy. Diese stehen aufeinander senkrecht und es gilt
Avy = vy, Avg = —vy. A ist eine Spiegelung an Ruy, det A = —1, d.h. A ¢ SO(2).
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Vs

A('UQ) = —72
Abb. 38: Spiegelung

Mit
W = (v, v9)

folgt

1 0
—1 -
waw - (1 5.
Theorem 9.21
V' sei ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und F' ein orthogonaler Endo-
morphismus. Dann gibt es eine ONBasis von V' beziiglich der F' dargestellt wird durch
eine Matrix der Form

cosq; —sino;
sinqog;  Ccosqy

rmtAZ:< );ai#k‘ﬂ,k,‘GZ.

Lemma 9.22
Jedes Polynom P € R[z] besitzt eine Zerlegung

P=(@-MN)(z—=A)Q1-Q
mit A, ..., A\ € R; @Q; € R[z] quadratisch ohne reelle Nullstelle; i = 1,... | k.
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Beweis. Wir betrachten P € R[z] C Clx]. Ist A € C eine Nullstelle von P, so auch \:

PO = aptart ... tan g rart.. . ran

— P()=0=0.

Also hat man eine Zerlegung

P(x)=(z =) (2 = A)(@ = Ap) (@ = Arga) - (2 = A) (@ = Xy).
wobei Ay, ..., A\, reell sind. Setze

Qi(@) == (z — Mi) (@ — Mgs) = 2% — 2(As + M) + | A
—————

—2Re At
Dann ist
Q; € R[z]
und wir haben eine Zerlegung der gesuchten Form angegeben. 0
Lemma 9.23

Es gibt einen Unterraum W C V', dimW = 1 oder 2 mit F(W) = W.

Beweis. Die Behauptung ist klar, falls /' einen Eigenwert und damit einen Eigenvektor
besitzt. Wir konnen also annehmen, dafl

Xr=Q1 - Qk

wobei Q;(z) € R[z] quadratische Polynome ohne reelle Nullstelle sind. Es sei 0 # w € V.
Nach dem Satz von Cayley-Hamilton, den wir in der Linearen Algebra IT beweisen werden,
gilt

Xr(F) = 0.
Es sei nun i € {1, ... ,k} minimal mit:
Qi(F)Qi-1(F) -+ Q1(F)(w) = 0.
Dann ist
v = Qi1 (F) -+ Qu(F)(w) # 0.
(Fiir i = 1 ist v = w.) Also gilt

00, QuF)() =0.
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Sei
W := Span(v, F(v)).

Es geniigt zu zeigen, daB F(W) C W, da F nach Lemma (9.13) (iv) injektiv ist. Die
Behauptung F(W) C W folgt, falls F%(v) € W. Es sei nun

Qi(z) = 2> + ax + 3.
Es ist

0= Qi(F)(v) = F*(v) + aF(v) + fv = F*(v) € W.

Beweis des Theorems. Es sei W wie oben. Es geniigt zu zeigen, dafl
F(WH) c W,

da wir dann Induktion nach dimV machen kénnen. Hierzu sei v € W+, w € W. Dann

gilt, da aus W = F(W) auch F~Y{(W) = W folgt:

> F-1 ort:hogonal <

(F(v),w v, F~Hw)) = 0.

N—_——
ew

Selbstadjungierte Endomorphismen

Es sei V ein unitérer (euklidischer) Vektorraum und F': V' — V ein Endomorphismus.

Definition. Ein Endomorphismus F' heifit selbstadjungiert, falls
(F(v),w) = (v, F(w)) (fur alle v,w € V).

Bemerkung. Die Bezeichnung selbstadjungiert kommt von folgendem Sachverhalt: Ist
F: V — V ein Endomorphismus, so kann man zeigen, dafl es dann genau eine lineare
Abbildung F2 : V — V gibt mit

(F(v),w) = (v, F*(w)) fiir alle v,w € V.
Die Abbildung F?Y heifit die zu F adjungierte Abbildung. Wir betrachten hier den Fall,
dal F' = F29 jst.

Satz 9.24
Sei B = (v1,...,v,) eine ONBasis von V und A = Mp(F) sei die darstellende Matrix
des Endomorphismus F' beziiglich der Basis B. Dann sind dquivalent:
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(i) F ist selbstadjungiert.
(ii) A ist hermitesch (symmetrisch).
Beweis. Fiir
V=201 + ... +TpUpn, W=Y1V1+ ...+ YpUn
gilt, da B eine ONBasis ist, dafl
(v, W) =Tyy1 + ... + Tpyn = 'TY

mit
! 1
T = =as(v); y=|:|=aw)
In Yn
Also gilt:
F ist selbstadjungiert < (F(v),w) = (v, F(w)) fiir alle v,w € V
& (Az,y) = (z, Ay) fir alle z,y € K"
& MAry ='zAy fiir alle z,y € K"
& 'T'Ay ='TAy fiir alle 2,y € K"
& A=A
U
Satz 9.25

Der Endomorphismus £ : V' — V sei selbstadjungiert. Dann zerfallt xr und alle Eigen-
werte sind reell, d. h.

xr(@)=(@—=X)---(x—=X\,) (N €R).

Beweis. (i): K = C. Dann zerfillt xp automatisch. Es sei A ein Eigenwert, v ein
zugehoriger Eigenvektor.

Mv,v) = (v, ) = (v, F(v)) = (F(v),v) = (\v,v) = Mo, ).
Da (v,v) > 0 ist, folgt hieraus A\ = \.
(ii): K = R. Es sei B eine ONBasis und A die darstellende Matrix. Man hat ein kom-
mutatives Diagramm
R™ 4> Re

L

cr—Cn

wobei wir lediglich die reelle Matrix A als komplexe Matrix auffassen. Als solche ist sie
hermitesch und die Aussage folgt aus (i). O
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Theorem 9.26
V' sei ein unitérer (euklidischer) Raum. Die Abbildung F' : V' — V sei selbstadjungiert.
Dann besitzt V' eine ONBasis bestehend aus Eigenvektoren von F.

Beweis. Induktion nach n = dim V.

n =1 Klar.
n — 1+ n: Nach Satz (9.25) gibt es einen Eigenwert \; sowie einen dazugehorigen
Eigenvektor v;. Wir konnen ||v;]| = 1 annehmen. Es sei

W= (Kuv)* .

Wir behaupten zunéchst, dafl W invariant unter F' ist, d. h.
FW)cWw.
Sei hierzu w € W, d.h. (w,v;) = 0. Dann ist
(F(w),v1) = (w, F(v1)) = (w, \jv1) = A\ (w,vy) =0,

also

F(w) e W.
Man wéhle nun eine ONBasis von Eigenvektoren fiir F|y : W — W etwa B' = (vg, ... ,vy,)
und setze

B = (vy,...,v,).
]

Korollar 9.27 (Hauptachsentransformation)
Sei A € Mat(n; K) eine hermitesche (bzw. symmetrische) Matrix. Dann gibt es eine
Transformationsmatrix S € U(n) (bzw. O(n)) mit

A1
— 0
'SAS =

0 A,
Hierbei sind Ay, ..., A\, reell.

Beweis. Es gibt eine ONBasis B = (vy,. .. ,v,) von Eigenvektoren. Setze
S = (v1,...,v,) € U(n) (bzw. O(n)).

Dann ist

A1
PSAS = ST1AS =
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Korollar 9.28
V sei unitédr (euklidisch) und F': V' — V sei selbstadjungiert mit paarweise verschiedenen
Eigenwerten Ay, ..., A\;. Dann ist

V = Eig(F, A1) L ... L Eig(F, \).

Beweis. Wir haben schon gesehen, daff V' die Summe der Eigenrdume ist. Es bleibt die
Orthogonalitéit zu zeigen. Sei hierzu

[ORS Elg(F, >\z)7 w e Elg(F’7 )\]) <)\z 7é )\]>

Dann gilt
Ajsw)y = (o, Ajw) = (v, F(w))
= (F(v),w) = (\v,w) = \j(v,w)
Ai(v, w).
Also gilt
(Aj =) {(v,w) =0 = (v,w)=0.
#0

Geometrische Deutung der Hauptachsentransformation
Wir gehen hier kurz auf die geometrische Deutung der Hauptachsentransformation ein.
Wir werden im néchsten Semester ausfiihrlicher darauf zuriickkommen.

Eine quadratische Hyperfliche im R" ist die Menge aller Punkte P = (xy,... ,x,) € R",
die eine Gleichung der Gestalt

n n
Z Qi T;Tj + Z bizi +c=0 (aijs bi, ¢ € R)
i,j=1 i=1

erfiillen.

Wir betrachten zunéchst einmal den ,,homogenen® Fall
n
Z CLZ‘J'IEZ‘Z']' = O
ij=1

Wegen

1 1
al-jzvl-xj + ajia:ja:i = E(ai]’ + aji)xi:cj + 5(@1']' + aji)xjxi
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koénnen wir annehmen, dafl a;; = aj; ist. D.h.

> aymry ="vAz mit A ="A = (a;).

ij=1
Nach Korollar (9.27) gibt es einen Koordinatenwechsel

r=Sa', bzw. 2’ = S«

mit
trAx ="' 'SAST = M\ (2))* + ... + (7).
Beispiel.
(E) Tx? + 6V3x 19 + 1323 = 1.
Dann ist

A— (3\7@ 31\/33)

Die Eigenwerte von A sind die Losungen der Gleichung

A—T7 3V3

det(/\E—A):det<3\/§ - 13

):)\2—20)\+6’4:0,

d. h.
A =4, )\ = 16.

Zugehorige normierte Eigenvektoren sind

Es sei

V3 1

_ [z 2
S = RV

2 2

Die Matrix S beschreibt eine Drehung um — /6. Damit gilt

" (40
SAS_(O 16)’
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und mit

wird die Gleichung (E) zu

4y? 4 16y2 = 1.

Hier erkennen wir die Gleichung einer Ellipse.

Z2

T

Abb. 39: Hauptachsentransformati-
on einer Ellipse

Man kann mit diesem Verfahren jede quadratische Hyperfliche auf eine Gestalt der Form
MTD A+ AT+ T+ Ty e =0

bringen. Ist \; # 0, so kann man durch quadratische Ergdnzung noch p; = 0 erreichen.
Wir werden hierauf zuriickkommen.

Satz 9.29
V' sei ein unitdrer (euklidischer) Vektorraum. Fi,... ,F, : V — V seien unitdr oder
selbstadjungiert. Es sind dquivalent:

(i) Die F; sind simultan diagonalisierbar. D.h. es gibt eine ONBasis B = (vy,... ,vy,)
so daf8 die v; Eigenvektoren fiir alle F}; sind.

(i) F,oF; =F;o F, fiir alle i, j.

Bemerkung. Diese Aussage gilt nicht fiir orthogonale Abbildungen, da diese im allge-
meinen nicht diagonalisierbar sind.

Beweis. (i)=-(ii): Es sei )\gi) der Eigenwert von v; beziiglich F;. Dann gilt

Fi(Fi(w) = FO o) = N Filv) = 3 A“vk
Fi(Fi(w) = FOu) =\ Fi(v) = A\

Da B = (vy,... ,v,) eine Basis ist, folgt F; o F; = F; o F}.
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(ii)=-(i): Induktion nach m.
m = 1: Dies ist der Diagonalisierungssatz.

m — 1 — m: Man betrachte die Zerlegung von V fiir Fj:

V =Eig(F, A\Y) L. L Eig(R, ALY

:ZW1 :;Wkl

Es ist Fi|w, = )\El)id, d.h. F} ist auf W; in jeder Basis diagonalisiert. Um die Induktions-
voraussetzung anwenden zu konnen, geniigt zu zeigen, dafl

F,(W;) cW; (J=2,....myi=1,... k).

Sei hierzu v € W;:
Also gilt

0J

Korollar 9.30
Ay, ..., An € Mat(n; K) seien unitére oder hermitesche (bzw. symmetrische) Matrizen.
Es sei

[A;, Aj] = AA —AjA =0 (i,7=1,...,m).
Dann gibt es S € U(n) (bzw. O(n)), so daB
*'SA;S = Diagonalmatrix
fire=1,...,m.

Bemerkung. Man nennt
[A,B] .= AB— BA

den Kommutator von A und B.
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