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Lineare Algebra I

Lésungshinweise zum 1. Ubungsblatt

Aufgabe 1

re€A\(BUC)«<—= e ANz ¢ BUC <=z ANz ¢ BANx¢C

= rcA\BANze A\C<«=xzec (A\B)N(A\C).
reA\(BNCO)<=zec ANz ¢ BNC<=zcAN(z¢ BVa¢l)

< reA\BVrec A\C<«<=zc(A\B)U(A\C).

r€ANr € (BUC)<= (re ANz eB)V(xe Anze(O)<ze (ANB)U(ANC).
reA\(A\B)<=recANc ¢ A\B<=xr€ ANB.

Aufgabe 2

Die Aussage ist richtig! Beweis: (z,y) €e Ax (BNC) <=z AANye BNC

< (z,y) € AXBA(z,y) € AxC <= (z,y) € (Ax B)Nn(AxC).

Die Aussage ist falsch! Gegenbeispiel: Setze A := {0,1} und B = C' := {1}.

Dann gilt (A\ B) x (A\ C) ={(0,0)},

aber (A x A)\ (B x C) = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1) \ {(1,1)} = {(0,0),(0,1), (1,0)}.

Aufgabe 3

r€AAB<=zrscA\BVereB\A<= (r€c ANzc¢B)V(reBAx¢&A)
< zre(AUB)ANx ¢ (ANB)<=x € (AUB)\ (ANB).

AND=(AUD\(AND) =A\D=Aund AANA=(AUA)\ (ANA)=A\A=0.
Beweis durch Fallunterscheidungen:

5= (e AUBUC | I s e 1.0

1. Fall (z in keiner Menge, x ¢ A, « ¢ B, x ¢ C):

—=ao¢Sunder ¢ (AUBUC)=x¢ (AAB)AC.

2. Fall (z in genau einer Menge, oBdA x € A, © ¢ B, = ¢ C):

—zrzeSundzrze A\ (BUC)=(A\B)N(A\C)=z2€c(AAB)ANx ¢ C
—=axe€(AAB)AC.

3. Fall (z in genau zwei Mengen, oBdA x € A, z € B, = ¢ C):
—ac¢Sundaes ¢ (AAB)Nz¢C=2¢ (AAB)AC.

4. Fall (z in allen drei Mengen, x € A, z € B, z € C):
—reSudrs ¢ AABANreC =2 CA(AAB)=(AAB)AC.

AANBAC)=(BAC)AA=S.
Dies folgt sofort aus BUCUA = AU BUC und (c).

Aufgabe 4*

Beweis (indirekt): Annahme: Es gibt eine bijektive Abbildung f: X — P(X).

Sei A:={re X |z ¢ f(zr)} € P(X) und a € X mit f(a) = A.

Dann gilt @ € A oder a ¢ A.

ac€A=fla)=a¢Afunda ¢ A= f(a) = ac At

Die Annahme fiihrt also in jedem Fall auf einen Widerspruch, also ist sie falsch und damit
die Behauptung bewiesen.
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Aufgabe 5
ye FO\FA) <= Fre X\ A:y=fz) = ye f(X\A).

ref (CUD) « f(x)eCUD « f(z)eCV f(z) €D
e zef (C)Vaef (D) « zcf (C)U f (D).

Aufgabe 6

MeP(X) = x(M)=xu € {0,1}*.

Offensichtlich ist x injektiv, denn verschiedene Mengen haben verschiedene charakteristi-
sche Funktionen.

Ist u € {0,1}X, sosei M :={x € X | u(z) =1} € P(X).

Dann ist x(M) = p, die Abbildung x also auch surjektiv und damit bijektiv.

v {01 = P(X) mit v () = {o € X | pu(x) = 1} € P(X).

Aufgabe 7

Ist f surjektiv, so gibt es zu jedem y € f(X) =Y ein z € X mit f(x) = y. Sei g(y) := x.
Dannist g : ¥ — X mit fog=idy.

Istg:Y —Xmit fog=idy undist y € Y, soist y = f(g(y)) und f folglich surjektiv.

fi : IR — IR mit fi(x) = 22 + 3 ist bijektiv, denn gy (x) ::}11 () = %x - %

fo : IR* — IR mit fo(z,y) = 22 + 3y ist nicht injektiv, da f»(3,0) = f»(0,2) = 6.

Sei gy : IR — IR? mit go(r) = (%r, 0), so ist fo 0 go(r) = fg(%?”, 0) =r, also fy 0 gy =idg
und nach (a) ist fo surjektiv.

f3 : IR — IR? mit f3(r) = (2r,3r) ist nicht surjektiv, da (0,1) ¢ f3(IR).

Sei g3 : IR?* — IR mit gs(x,y) = %x, so ist g3 o f3(r) = g3(2r,3r) = r, also g3 o f3 = idg
und folglich f3 injektiv.

Aufgabe 8
(a,b) R(c,d) <= ad = bc ist keine Aquivalenzrelation auf Z x Z, da R nicht transitiv
ist:  (1,0) R(0,0) R(1,1) aber ((1,0) R(1,1).
(a,b) R (c,d) <= ad = bc ist eine Aquivalenzrelation auf Z x Z \ {0} (zweite Kompo-
nente # 0), denn

(i)  (a,b) R(a,b), da ab = ab. Also ist R ist reflexiv.

(ii)) (a,b) R(c,d) <= ad = bc <= cb = da <= (¢, d) R (a,b). Also ist R ist symmetrisch.

(iii) (a,b) R(c,d)R(e, f), b,d,f #0<= ad =bc A cf = de <= adf =bef Nbcf = bde
— adf = bde <= af = be <= (a,b) R (e, f). Also ist R ist transitiv.

Die Aquivalenzklassen sind genau die "Ursprungsgeraden’.



Aufgabe 9*

Die Abbildung x : P(X) — {0,1}¥ ist bijektiv (Aufgabe 6).

Wegen [{0,1}¥| = 21 (Stundeniibung) ist |P(X)| = [{0,1}¥| = 2/X.

X endlich und X # ) = |X| e IN={1,2,3,...}.

Die Abbildung P(X) — P(X) mit M — X \ M ist offensichtlich bijektiv.

(i) Sei | X| ungerade.

Fir M C X gilt: |M| gerade <= |X \ M| = | X| — | M| ungerade.

Es gibt also gleichviele Teilmengen mit gerader Elementzahl wie solche mit ungerader
Elementzahl, ndmlich 2/¥1-1.

(ii) Sei |X| gerade und z( € X.

Dann ist | X \ {z0}| = | X]| — 1 ungerade und nach (i) hat X \ {x¢} genau so viele gerade
wie ungerade Teilmengen, namlich 2/%1-2,

Da es in X genau so viele Teilmengen mit wie ohne z, gibt, gibt es in X folglich 21XI=2
‘gerade’ wie 'ungerade’ Teilmengen mit xg.

Insgesamt hat X also genau 2 - 21X172 = 2lXI=1 = %|73(X )| Teilmengen mit gerader Elem-
entzahl und gleichviele mit ungerader Elementzahl.
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Aufgabe 10

Nach einem Lemma der Vorlesung ist eine Halbgruppe G' genau dann eine Gruppe, wenn
es zu allen a,b € G Elemente z,y € G gibt mit za = b und ay = b.

Seien also a,b € G. Da G endlich ist und die Kiirzungsregeln gelten, gilt
Ga={za|z e G} =G={ay |y € G} =aG.
Also gibt es z,y € G mit xa = b und ay = b und folglich ist G eine Gruppe.

Aufgabe 11

P’ =e<=x =o' Firz,yeGgilt: vy = (vy) ' =y o' = yx, also G abelsch.

Sind z,y € G und ist (xy)? = zyxy = 2?y?, so liefert Multiplikation mit z=! von links
und mit y~! von rechts yzr = xy. G ist also abelsch.

Aufgabe 12
Wie in der Vorlesung bei der Bestimmung der Symmetrieen des Quadrats erhélt man:

Drehachsen:
(i) 4 Achsen durch Eckpunkt und gegeniiberliegenden Flachenmittelpunkt:
Drehungen um 0°, 120°, 240° ergeben 4 x 2 = 8 Drehungen # id.

(ii) 3 Achsen durch gegeniiberliegende Kantenmitten:
Drehungen um 0°, 180° ergeben 3 Klappungen # id.
Zusammen mit id sind dies 12 Symmetrien.
Weitere Symmetrien gibt es nicht, denn
(1) bleiben bei einer Symmetrie mindestens zwei Punkte fest, so ist es die Identitét.

(2) bleibt bei einer Symmetrie genau ein Punkt fest, so werden die drei {ibrigen zyklisch
vertauscht. Es handelt sich also um eine der Drehungen (i).

(3) bleibt bei einer Symmetrie kein Punkt fest, so gibt es (%) = 6 Punkte-Paare, die

ineinander iibergehen. Werden zwei Punkte vertauscht, so auch
d1e beiden iibrigen, es gibt also 4

5 6 = 3 derartige Symmetrien.
Es handelt sich also um eine der Klappungen (ii).
i B 1 2 3 4 5
Identitit: e :=id = ( 9 3 4 ) - 1
1 2 3 4
3 Klappungen: p:= ( 9 1 4 3 >
(1234
341 2
B ( 1234 3
4 3 21 1 9

8 Drehungen: /
s (1 234y o (1234} (1234 s (1234
L 1 3 4 2 2 3 241 3 2 4 31 4 2 31 4
o_ (1234 (1234 (1234 52:(1234
1 1 42 3 2 4 2 1 3 3 41 3 2 4 31 2 4



Nichttriviale Untergruppen von 7"
< p>={e, p} zyklisch, < §; >={e,0;,0?} =< 67 > zyklisch (i = 1,2,3,4),
< o >={e, 0} zyklisch,

<7 >={e,7} zyklisch, < p,0 >= {e,p, 0,7} nicht zyklisch, p* = o

=72=c.

Aufgabe 13

e c CGf(M) - Cg(M) 7& (Z),

x,y € Cg(M), me M :

rm = mx Aym = my = xym = zmy = mxy — xy € Cq(M),

€ Ce(M), me M :

rm=mzr=zr 'm=m=mzr ! =armz! = r'm=ma! = 27! € Cc(M).
Also ist Cg(M) Untergruppe von G.

C(G)=F, falls G =55, T.

C(G) = G, falls G abelsch, z.B. G = Vj.

C(Q) # FE,G z.B. C(Dy4) = {e, Drehung um 180°} und C'(H) = {1, —1} (Tutorium!)

Aufgabe 14*

e € G", e € Gy, also sind G", G, nichtleer. Untergruppenkriterium (Vorlesung):

"yt € G = 2"(y") " = 2"y " = (zy~')" € G™ (G abelsch!), also G" < G
r,YyeEG,=1"=y"'=e=ce=2"y "= (xy )" = 2y~ € G,, also G, < G.

Fiir die Abbildung G, — z™ von G/G,, — G™ gilt:

"=y e =2y " = (xzy " (G abelsch!) < 2y~ € G,, < 2G, = yG,.

Die Abbildung ist also wohldefiniert und injektiv. Da sie offensichtlich surjektiv ist, ist sie
bijektiv.

Ist G endlich und G/G,, — G™ bijektiv, so folgt, da die Einteilung in Nebenklassen eine
Partition von G ist und alle Nebenklassen gleichviele Elemente haben, ndmlich |G, |:

|G/Gnl = |Gl/Gh] = |G, also |G| = |Gu[ - [G"].
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Aufgabe 15
Sei G # E eine endliche abelsche Gruppe.

Sei G einfach. Annahme: |G| = kl, k,l € IN, k,l > 1. Seie # g € G-

(i) ord g < |G| =< g > ist nichttriviale Untergruppe und folglich Normalteiler von G.
(ii) ord ¢ = |G| = kl = ord ¢* = | =< g > ist nichttrivialer Normalteiler von G.

In beiden Féllen wére G nicht einfach. Also hat G Primzahlordnung.

Hat G Primzahlordnung, so hat G keine nichttrivialen Untergruppen (Satz von Lagrange)
und folglich keine nichttrivialen Normalteiler, ist also einfach.

Aufgabe 16

Ist U Untergruppe vom Index 2, so ist jede rechte NK auch linke NK, denn es gibt jeweils
nur 2, wovon die eine U ist.

(1) richtig: N N U < @, da der Durchschnitt zweier Untergruppen eine Untergruppe ist.
(2) falsch: N := {¢, 0% k1, k9} < Dy und U := {e, k1 } < Dy, aber NNU = U ist nicht NT
von Dj. (Siehe 3. Stundeniibung!)

Oder: Ist U Untergruppe, aber nicht Normalteiler von G, so ist zwar G, aber nicht GNU =
UNT in G.

(3) richtigs NNU <UundueUneUNN = unu' €eUNN,alsoUNNLQU.

Aufgabe 17

eae”t = a, also reflexiv.

gag™t =b <= g (g7 = g7 'bg = a, also symmetrisch.

gag™t =bAhbh™' = c = (hg)a(hg)™ = h(gag™')h™" = hbh™! = ¢ also transitiv.
Also ist die Relation reflexiv, symmetrisch und transitiv, also eine Aquivalenzrelation.

Ist U Untergruppe von G, so gilt:

UdG<+=gUg ' =UVge G U= |J{gug™" | g€ G},
uelU

d.h. U besteht aus (vollstdndigen) Klassen konjugierter Elemente.



Aufgabe 18
Elemente der Tetraedergruppe (siche Aufgabe 12):

g (1234 (12 3 4 (12 3 4 (102
==l 234 )P o1 43)7"\3412) 7743

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2
51_(1342) 52_(4213) 53_(2431) 54_(31
(1234 o (1 234) o (1234 5 (12
1={1 4 2 3 2713 2 4 1 37\ 41 3 2 147\ 2 3

Zerlegung von T in Klassen konjugierter Elemente:
T= {5} U {517 02, 03, 54} U {5% 5%7 5?%7 63} U {p7 g, T}a z.B. Pélpil = g, péfpil =
Z(G) = {e}, da {e} die einzige einelementige Klasse konjugierter Elemente ist.

K, ={e}U{p, 0,7} ist die einzige nichttriviale UG, die aus vollstdndigen Klassen konju-

gierter Elemente besteht, also einziger nichttrivialer Normalteiler (Aufgabe 16).

Aufgabe 197

Sei N4 G, N<U<G.
U/N ist eine Untergruppe von G/N, denn

U/N={uN |ueU}+#0,da N=eN € U/N.

u,v € U= wv™' € U und uN(vN)' =uwv™'N € U/N. Also U/N < G/N.

Die Abbildung ist surjektiv, denn sei U’ < G/N etwa U’ =: {zN |z € X}.

Dann ist U := | JzN # 0 und U < G, weil

zeX
u=azn,v=ym €U, n,m € N = uww ! =zn(ym) € zNyN) e U’
= w e |JaN=U, also U <G.
zeX

Die Abbildung ist injektiv und somit bijektiv, da N < U < G = U = U ulN,
uelU

verschiedene Untergruppen also verschiedene Bilder haben.

52.
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Aufgabe 20

(1) ay(zy) = g teyg = g7 'egg yg = ay(x)a,(y). Also a;, ein Homomorphismus.

(i) ay(z) = ay(y) <= g 'zg = g 'yg <= x = y. Also ist a, injektiv.

(iii) Ist y € G, so ist @ := gyg~' € G und «o,(x) = y. Also ist a, surjektiv.

Also ist oy ein Automorphismus.

(iv) (ag) ™t = ay-1, denn ay-1(ay(z)) = gg tagg™ =z fiir alle z € G.

Das Hintereinanderausfithren von Abbildungen ist assoziativ. Ist e € G neutrales Element,
so ist a,. € Ag neutrales Element von Ag und (o) ™' = a1 (siehe (iv)).

Also ist Ag eine Gruppe.

Die Abbildung ¢ : G — Ag = {a, | g € G} mit g — « ist surjektiv und wegen

agn(x) = (gh) " tegh = h™ g lzgh = apoa,(x) ein Homomorphismus mit Kern p = Z(G),
da o, =idg < g log ==z, fir alle z € G < zg = gz, fiir alle z € G < g € Z(G).
Aus dem Homomorphiesatz G /Kernyp ~ ¢(G) folgt G/Z(G) ~ Ag.

Aufgabe 21

Man rechnet leicht nach:

f(@y) T (u ) = - = (a1 w,ztu) = f((2,9)) 1 f((u,0)),

also ist f ein Ringendomorphismus.
Bild f = {(z,2) € IR? | 2 € IR} und Kern f = {(0,y) € IR? | y € IR}.

Aufgabe 22
Ist f =0 oder g = 0 (Nullpolynom), so folgt die Behauptung.
Sei M :=deg f und N :=degg, M, N € INU{0},

N M
etwa f = ZaiXi und g = ZbiXi, so ist a; + b; = 0 fiir ¢ > max{M, N}.
i=0 i=0

Also deg(f + ¢g) < max{M,N}.

Analog sieht man ¢, = Y a;b; =0 fiir k > M + N, also deg(fg) < M + N.
i+j=k

Da ays, by # 0 sind, ist Z a;bj = apby # 0, also deg(fg) = M + N.
itj=M+N



Aufgabe 23
Sei @ : R[X] — S mit ®(ag + a1 X + - +anX) = p(ag) + p(ar)s + -+ + p(ay)sV.
Dann gilt ® o1 := ¢ und
(i) @ ist Homomorphismus, da ¢ Homomorphismus ist.
(i) ®|r = ¢, weil ®(c(ag)) = ¢(ap) ist.
(iii) @(X) = P(1X) = ¢(1)P(X) = s. Also gilt ®(X) =
(iv) ® ist emdeutlg bestimmt, denn ist U : R[X] — S mit Vor = ¢ und ¥(X) = s, so ist
Ulag+ a X + - +anX") = p(ag) + p(ar)s + - - + plan)s™
=®(ag+ a1 X + -+ ayX?), also ¥ = .
Dy : Zy[X]| — Zy mit ylag+ a1 X + -+ -+ axy X)) = id(ag) = ay,
N N
Py 1 Zo[X]| — Zy mit Di(ag+ a1 X + -+ anyXV) =D id(a;) =D a;.
i=0 i=0

Kern @y = {f € Z5|X] | ag = 0},

N
Kern®, = {f € Z5[X] | Y a; =0} = {f € Z,[X] | die Anzahl der Koeff. a; = 1 ist gerade}.
i=0

Aufgabe 25*

Fiir das Zentrum von S3 = {¢,4, 0% p, 0,7} gilt Z(S3) = E = {e}.

Also ist nach Aufgabe 20

Ag, ~ S3/E ~ S3 mit |Ag,| = |S3] = 6.

Da bei einem Isomorphismus Bild und Urbild gleiche Ordnung haben, kann das Element

d € Sy der Ordnung 3 nur in § oder §? iibergehen. Ebenso kann das Element p € S3 der
Ordnung 2 nur in p oder ¢ oder 7 iibergehen.

Also kann es hochstens 2 -3 = 6 Automorphismen geben, d.h. es gibt nur die 6 Automor-
phismen aus Ag, und folglich gilt Aut (S3) = Ag, ~ S3/FE ~ S;.
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Aufgabe 26

M; ist fiir a = 0 eine Hyperebene (Ursprungsgerade) und somit ein Unterraum.
Ist a # 0, so ist (0,0) ¢ My, also M; kein Unterraum.

Mj ist kein Unterraum, da (1,1), (1, —1) € My, aber (1,1) + (1,—1) = (2,0) ¢ Ma.
Ms ={f eV | f(i) =0 fiir alle geraden 7} ist abgeschlossen bzgl. Addition und Skalar-
multiplikation, also ein Unterraum.

My ist kein Unterraum, da fiir

(i) :{(1] ;igi und g(i) ::{ _(1) ii it (f + g)(i) :{(1) 27—_&2

Also f,g € My aber f+ g ¢ M,.

Ms ist fiir a # 0 kein Unterraum, da die Nullfunktion 0 ¢ Ms;.

Fiir a = 0 ist M5 ein Unterraum:

fB)=9B)=0,relR= (f+9)(3) = f(3) +9(3) =0und (rf)(3) =rf(3) =0.

Mg :={f € V| f ist eine ungerade Funktion} ist abgeschlossen bzgl. Addition und Ska-
larmultiplikation, also ein Unterraum:

f,9€ Mg = (f +9)(x) = f(x) + g(x) = = f(—x) — g(—2) = = (f + g)(—2),
also f + g € M.

feMs,relR= (rf)(z) =rf(r) =r(=f(-2)) = —rf(-2) = =(rf)(-=),
also rf € Msg.

Aufgabe 27
Hyperebenen des Z,*:

H, = {(z1,29,23) € Zy* | 11 =0} = {(0,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(0,1,1)}
Hy = {(z1,20,23) € Zy | 15 = 0} = {(0,0,0),(1,0,0),(0,0,1),(1,0,1)}
Hs = {(z1,29,23) € Zy" | 13 =0} = {(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)}
Hy = {(z1,29,23) € Zy* | 11 + x5 = 0} = {(0,0,0),(1,1,0),(0,0,1),(1,1,1)}
Hy = {(x1,29,23) € Z5* | 21 + 23 =0} = {(0,0,0),(1,0,1),(0,1,0),(1,1,1)}
Hg = {(x1,29,23) € Z* | 29 + 23 = 0} = {(0,0,0),(0,1,1),(1,0,0),(1,1,1)}
Hy = {(21,29,23) € Z5* | 21 + 25 + 23 =0} = {(0,0,0),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}
Skizzen

Jede Hyperebene H, des Z," ist durch eine Gleichung der Form Zaixi = 0 bestimmt,
i=1

wobei a = (a1, . ..,a;) € Zy" \ {0} ist (Vorlesung).

Ist (a1, ...,ag) # (by,...,bg), etwa 0 = a; # b; = 1,

soist ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) € H, \ Hy, also H, # H,.

Also gibt es genau so viele verschiedene Hyperebenen, wie es von 0 verschiedene Elemente

in Z," gibt, also 28 — 1.



Aufgabe 28

.. . . Tl f— 2 O 1 — 80
(a) Benotigte Rohstoffmengen: (7"2) =25 <1> +17 <3> + 30 <1> = (106)

_ [ 1547
(b) Losen des LGS 291+3 igg B ;13 ergibt [go| = r , r € IR,
154+r>0

Beachtet man g; € INU {0}, also r € INU {0} und r>0,

15—-6r>0
o 15\ /18\ /21
soist |go | €{| 0|, 1],| 2]}, Losungsmenge.
Aufgabe 29

Im folgenden sei u; € U;:

" ugFur € (U +Us) NUs,up € Uy C U3 = up € Uy N U3
:>U1+UQEU1+(UQQU3).

" 2” (IS U1 + (UgﬁUg),U c UQﬂUg — U1,U € U1+U2, U, U € U3
= u; +u € (Uy + Uz) N Us, die Unterrdume sind also gleich.

Aufgabe 307

(a) Man lost das homogene LGS und erhilt etwa (andere Losungen sind auch moglich!):

1 1 0 1
1 0 1 1
1 0 0 0

Co={a|l 0 |+b| 1 |+c| 1 |+d| 1 |€Z|abecdeclZ,).
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

(b) Man sieht w(C') < 3, da es ein Element # 0 in C' gibt mit genau drei Komponenten = 1.
w(z) = 0 gilt genau fiir z = 0, also ist w(C) = {w(x) |z € C, z #0} > 1.
Wire w(C) = 2, dann miiite es zwei Spalten a; # a; von A geben mit a; + a; = 0, also
zwei gleiche Spalten a; = a;, was offensichtlich falsch ist.

Wire w(C) = 1, dann miifite die Nullspalte a; = 0 zu A gehoren, auch das offensichtlich
falsch.

Also ist w(C) = 3.
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Aufgabe 31

M; ist linear abhéngig:

—(1,1,3,1) 4+ (2,0,—1,1) + 3(1,0,1,0) = (4,—1,—1,0), also dim < M; >< 3.

Also ist M, kein Erzeugendensystem und folglich keine Basis von V = IR*,

x1(1,1,3,1) + 22(2,0,—1,1) + x3(1,0,1,0) = (0,0,0,0) = 1 = x5 = x3 = 0.

Also ist {(1,1,3,1),(2,0,—1,1),(1,0,1,0)} linear unabhéngig und somit eine maximal
linear unabhingige Teilmenge von M.

M, ist linear abhiingig, da 2t —t €< t,t? >.

Folglich ist My weder Erzeugendensystem noch Basis von C(IR).

{t,t?} ist linear unabhingig und eine maximal linear unabhingige Teilmenge von Mo,
daat+bt?=0firallet € IR=a=0b=0.

Mj ist linear unabhingig, da < M3 >=< {1,t,t*} >, aber weder Erzeugendensystem
noch Basis von C(IR), z.B. ist t* € C(IR), aber t* ¢< M3 >.
M, ist natiirlich linear abhéingig und folglich keine Basis von V = Z,*.
{(1,1,0,0),(1,0,1,0), (1,0,0, 1)} ist linear unabhéngig (leicht nachzupriifen) und eine ma-
ximal linear unabhingige Teilmenge von Z,*, da

(1,1,0,0) +(1,0,1,0) = (0,1,1,0),

(1,1,0,0) + (1,0,0,1) = (0,1,0,1),

(1,0,1,0) + (1,0,0,1) = (0,0,1,1).

Aufgabe 32
Sei a :=(3,0,0,—2), b:= (0,3,-2,0), ¢ := (r,0,0,s), d := (0,7,5,0), also S = {a, b, ¢, d}.
x1a + x9b + x3¢ + x4d = 0. Aufgabe 34 (a) liefert:

— 31 +rxs =0 <= 3 +rxs =0
39 +rxy = 0 39 +rry = 0

—2x4 +szy = 0 (2r 4 3s)x3 =0

—214 +s13 =0 (2r+3s)xy = 0

Fiir 2r + 3s # 0 folgt daraus x3 = x4 = 0 und weiter x1 = x5 = 0. In diesem Fall ist S

linear unabhéngig.

Ist 2r 4+ 3s = 0, so hat das LGS nichttriviale Losungen und S ist linear abhéngig.
Gilt 2r +3s =0, so gilt s = —%r, also ¢ = %a, d= %b. Es kann also keine 3—elementige
maximal linear unabhéngige Teilmenge von S geben, da jede 3—elementige Teilmenge a

und ¢ oder aber b und d enthélt, also linear abhéngig ist.

Aufgabe 33
Ist W C U, sogilt dm(WNU)=dimW >dimW — 1.
Ist W& U, etwawy € W\ U, soist < U{wy} >=V,dadimU =n — 1 (Ergédnzungs-

lemma). Sei {wy,...,w,_1} Basis von W N U und sei {wy, ..., wg_1, U, ..., u,—1} Basis
von U (Basisergénzungssatz), dann ist {wg,ws, ..., wx_1,u, ..., u,_1} Basis von V und
folglich {wg, w1, ..., w1} ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem, d.h.Basis von W.

Aus k= dimW und k — 1 = dim(W N U) folgt aber dim(W NU) > dim W — 1.



Beweis durch vollstdndige Induktion iiber k: Fiir £k = 1 gilt die Behauptung unmittelbar.
Ist dim(U; N ... N Ug) > n — k, dann gilt wegen (a) und nach Induktionsvoraussetzung
dim(UyN...NUNUky) >dim(U;N...NU) —1>2n—k—-1=n—(k+1).

Sei (wy, ..., wy) Basis fir W und B := (w1, ..., wg, uy,...,u, ;) Basis fiir V. Setze
Uj:==<B\{u;} > firj=1,...,n—k,sogilt U; <V und dimU; =n — 1.
n n—k
Ist veV, etwav = Zmiwi + Zyjuj, dann gilt
i=1 =1
n—k ’ n—k
v E ﬂUj<:>yj:0fiirj:1,...,n—k<:>vEW. Also ﬂUj:W.
j=1 J=1
Aufgabe 34

Sei A = (a;j) € Myn,(K) und z Losung des LGS zu A : Y az; =0, firi =1,...,m.
=1

Sei b= (by,...,b,) € ZR(B) = ZR (A), etwa b; = Y y;a;;, fiir j = 1,...,n. Dann gilt
i=1

> by = (X g ) = Yy (D ayw;) =Dy - 0=0.

j=1 j=1 i=1 =1 =1 i=1

Da B C ZR (B) ist x also auch Losung des homogenen LGS zu B.

Vertauschung von A und B ergibt die Behauptung.

n

Sind aq, ..., a, lin. unabh., so gilt 0 = Zyibi = Z(Zyj)ai — Zyj =0,fliri=1,...,n
i=1 ' '

=1 j=1 Jj=t
= Yn = Yn_1 = ... = y1 = 0, also sind auch by, ...,b, linear unabhéngig.
Sind by,...,b, linear unabhéngig, so schlieft man &hnlich, dass ay,...,a, linear un-
abhéngig sind.

Aufgabe 35*
(n), (yn) € F,r € IR = (z,) + (yn) € F und r(z,) € F, also F' < RMNo,

Durch Vorgabe von z, x; ist die Folge (z,,) durch die Rekursionsvorschrift eindeutig be-
stimmt. Da die Folgen (a,) und (b,) offensichtlich linear unabhéngig sind und wegen
(xn) = xo(a,) + z1(b,) den VR F erzeugen, ist {(a,), (b,)} eine Basis von F'.

="M+ ", A0 =P =q+ 1= qa= % + %\/5 (goldener Schnitt!)

Sei (f,,) definiert durch fo:=1, f; := ¢ und (g,) durch go := 1, g1 := @o,

dann ist f,, = f{' = ¢} und g, = g7 = ¢5.

(fn) und (g,) sind geometrische Folgen aus F', linear unabhéngig und bilden folglich eine
Basis des zweidimensionalen Raums F'.

n_.n
b, = ! \/gq2 . "\/_59” beweist man durch vollstandige Induktion:

Fiir n = 0,1 stimmt die Aussage und der Induktionsschluf} folgt aus
2 2
_ Jnr1—9niy1 In—3n _ Jnr2—9ni2 _ q71H_ —ng_

bn+2 = bn+1 + bn = \/S + \/5 — \/g \/g




7 N N
[ IR=IR
NN
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Aufgabe 36

—(1,0,1) +2(2,1,1) = (3,2,1) = W* =< (2,1,1) >.
U+ W =1R* also W* = W.

UNW =< (0,1,1) >, also W* =< (1,1,0) >.

Aufgabe 37
fyg € Hom g(V, W), Rang f, Rangg < oo
= (f+9)(V)={(f+9)@) [z V}={f(z) +g(z) |z V}
C{f@) +9W) lzyeVl=[f(V)+g(V)
= Rang (f + ¢g) < Rang(f) + Rangg.
Rang f = Rang (—f) = Rang(f —g) < Rang(f) + Rangg =
Rang (f — g) — Rang(9) < Rang ((f —g)) + 9), also Rang(f) — Rang(g) < Rang(f + g).
Analog erhiilt man Rang(g) — Rang (f) < Rang (f + g).

= |Rang(f) — Rang(g)| < Rang(f +g).

f € Hom (U,V), g € Hom (V,W), Rang f oder Rangg < oo, dann ist
Rang (g o f) < oo (Kklar).

Rang (g o f) < Rang f, da dim g(f(U)) < dim f(U) = Rang f.

Rang (go f) < Rangg, da dimg(f(U)) < dimg(V) = Rangg.

= Rang(go f) < min{ Rang f, Rangg}.

dimV < oo = Rang f, Rangg < oo (klar).
dim Kerng = dimV — Rangg

> dim Kern g|;y) = dim f(U) — Rangg|s) = Rang f — Ranggo f.
—> Rang f + Rangg —dimV < Ranggo f.

Aufgabe 38
Der Vektorraum V ist isomorph zum K™ und |V| = |K™| = k™.
Wir bestimmen zunéchst die Anzahl G(n) der geordneten Basen des K™:
Es sei G(i) die Anzahl der linear unabhingigen i—Tupel von Vektoren aus K™. Dann ist G(i + 1) =
{(z1,..., @i, 2i11) | @1,...,2; lin. unabh., x4y € K™\ < a1,...,2; >}|.
Wegen |K™| = k™ und |K™\ < 1,...,2; > | = k" — k' gilt G(i + 1) = G(i)(k"™ — k*).
i—1

Aus G(1) = k™ — 1 folgt durch Induktion G(i) = H(k" — k7) insbesondere erhélt man

7=0
n—1
fiir die Anzahl der geordneten Basen des K™ : G(n) = H (k™ — k7).
=0
1 ] 177
Fiir die Anzahl der Basen erhélt man also A(n) = mG(n) =1 H (k™ — k7)



(b)

Seien k = 2, n = 3. Man erhilt A(3) = l(8 —1)(8 —2)(8 — 4) = 28 Basen des Z,".

6
Z,> hat 7 vom Nullvektor verschiedene Vektoren, also gibt es (g) = 35 dreielementige Teilmengen von
Z,* \ {0}, darunter 7 Teilmengen, die keine Basen sind (sondern die 7 Hyperebenen erzeugen, siche

Aufgabe 27):

{(0,1,0),(0,0,1),(0,1,1)}
{(17070)7 (0707 1)7 (1707 1)}
{(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)}
{(1,1,0),(0,0,1),(1,1,1)}
{(1,0,1),(0,1,0),(1,1,1)}
{(0,1,1),(1,0,0), (1,1,1)}
{(17 ]‘70)’ (1707 1)7 (07 ]‘7 1)}

oL
B
=

Die iibrigen 28 dreielement. Teilmengen sind in keiner Hyperebene enthalten, also Basen.

Aufgabe 39

Spur (A+ B) = Z (ai + bis) Z a;; + Zb” = Spur (A)+Spur (B),
i=1

Spur (rA) Z ra; =1 Za” = r-Spur (A), also ist Spur linear.

n n

Spur (AB) Z Z airbri = Z Zbkiaik = Spur (BA).

i=1 k=1 k=1 i=1
Spur (X "1 AX) =Spur (X 1A4)X) =Spur (X (X 1A)) =Spur (XX 1 A4) =Spur (A).

Aufgabe 40*

Mit geeigneten Matrizen Xy; = und Yy =

1 1

und wegen f(X 'AX) = f(A) und der K-Linearitit von f zeigt man (siche SU):

1 01 0., )
f(( 0-.0>)—f(< o._0>>—...—f<< ~01>)—-C-

0. 1 0., 0.
] ) = f( )= f( ) =0, da char K # 2.
-0 1 -0 -1 0
Wegen der K—Linearitéit von f erhilt man weiter:

f((aiz)) f(( 10 ) > _aii = ¢~ Spur ((ai;)).

=1
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Aufgabe 41

Man sieht: (2,1,0)%, (1,1, 1)" sind linear unabhéngig und 2(2,1,0)*+3(1,1,1)" = (7,5, 3)".
— dim U = 2 und Basis von U = {(2,1,0)%, (1,1,1)"} =: {uq, ua}.

Man sieht (oder berechnet): (2,2, —1)*, (0,1,1)" sind linear unabhéngig und

(2,2, ~ 1)+ (0,1,1)f = (=2, —1,2)" und —5(2,2, —1)* — 3(0,1,1) = (—10, 13, 2)".
— dim W = 2 und Basis von W = {(2,2, 1), (0,1,1)"} =: {wq, wa}.

up up wi wy| e; ey ez | Regie Man sieht an den markierten Gleichungen:
1 0 0 0 2 1 0 €1,€2,€3 € <Ui, U, W1, We >,
0 10 01 1 1 -1 also U + W = IR?, dim(U + W) = 3 und
-0 1 0}p2 2 —111 Basis von U + W = {ey, €9, e3}.
o 0o o 1|0 1 1 1 —
1 0 0 0l2 0l 3 Aus derp Dim-Satz fiir Summen von UR
0 1 1 o0l3 3 0l<1 folgt: dim(U N W) = 2.
0 -1 0 11=1 0 o0 Man sieht an der letzten Gleichung:
3 —1 -1 0 0 0|1 3up — duy = wy — 3wy = (2, —1,—4)",
0O -1 0 1|-1 0 013 also Basis von UNW = {(2, -1, —4)"}
3 =4 -1 3,0 0 O = {3u; — dus} = {wy — 3wy }.
Aufgabe 42

Man sieht oder berechnet Bild f =< (1,0, —1)%, (0,1, —2)" > und
berechnet Kern f =< (—1,1,1,0)*, (-1,—1,0,1)" >.

Man berechnet jfl ((2,-1,0)") = (1,-2,0,1) + Kern f und ;‘1 ((1,1,-2)") = 0.

EEE o
B = Mgg,(id) = 00 1 0 und C' = M¢g,(id) = 0 1 0 | und
0 0 0 1 -2
100 1 00 0
C'=Mg,c@id)=| 0 1 0 |.Man siecht Me(f)=| 0 1 0 0 | und verifiziert:
(1 2 1) (0 00 0)
1 000
Mpc(f) = Mp,c(id)Mp, g, (f)Mpe, (id) = C7' Mg,g,(f) (0 10 0)
00 00
Aufgabe 43

Sei A = (a;j) € M, (K) eine obere Dreiecksmatrix, deren Diagonalelemente a; = 0 sind
und sei f = fa: K" — K™ mit f(z) = fa(z) = Ax.

aj1 = a9 =...=ay =0 (1. Spalte A =0) = f(e1) = Ae; =0, also f(<e;>) = {0}.
Ebenso f(<ej,ea>) C<ey>, also f2(<ey,ep>) = {0} und
f(<eq,...,en>) C<eq,...,e,1>. Also f(K") C<ey,...,e,_1> und folglich

fHE™) C i <er, . en1>C L C f(<er>) = {0}
Also gilt f™ = f4" = 0 und folglich A" = M(f)* = M(f™) =0.
Damit natiirlich auch A* = 0 fiir alle k& > n.



Aufgabe 44
B = {bl, ..., by} sei Basis von V iiber K.

Ist z = ijb € Vund f(b;) € K fiir j = 1,...,n gegeben, so ist

7=1

f:V— Kmit f(x Zx] f(bj) ein Homomorphismus.

Also gilt fiir (1 =1,.. ., ) fi € Hom g (V) und f; sind durch ihre Werte auf B eindeutig

bestimmt.
Ist f € Hom g (V') und f(b;) =: y; so ist f = Zyifi.
{fi,---, fn} ist also ein Erzeugendensystem VOIl Hom K(V)

Zy¢f2—0<:> Zyzfz ;) =0, fir j=1,.. n<:>ZyHJ—0furj—1
i=1 i=1 i=1
— y;=0,firi=1,...,n

{fi,--, fn} ist also auch linear unabhéingig, also eine Basis von Hom g (V).
0#v= Zv]b], etwa v; 0= f;(v Zvjfz Zvjéij =wv; # 0.
Jj=1 j=1

Aufgabe 45*
Spur (A + B) = Z Qi + bu Z Qi + Zbu - Spur +Spur (B)a
i=1

n

Spur (rd) =Y ra; = rZa“ = r-Spur (A4), also ist Spur linear.
1=1

=1

Spur (AB) = Z Z airbp; = Z Zbkiaik = Spur (BA).

i=1 k=1 k=1i=1
Spur (X'AX) =Spur ((X'A)X) =Spur (X (X 'A)) =Spur (XX 'A) =Spur (A).
1 1
1 1

04 1 0y -1

Mit geeign. Matrizen Xy = und Yy, =
1 1
1 0 1 0
1 1
1

und wegen f(X'AX) = f(A) und der K-Linearitit von f zeigt man (siehe SU):

0. 0., 0.
f<( )>f<( )>f<( )>K¢
0 1y 1

Wegen der K-Linearitédt von f erhélt man weiter:

1 n
f((aiy)) = f(( 0. 0 ));an’ =: ¢ Spur ((a;)).




Losung der Weihnachtsaufgabe 46*

Bei der Vorbereitung des internationalen vorweihnachtlichen Treffens der Weihnachts-
ménner und Lichterfrauen wurde diskutiert, wie man die Ubersicht iiber den Keksver-
brauch behalten und die Einhaltung der Regeln feststellen konne. Eine einfache Strichliste
erschien zu wenig aussagekriftig. Man einigte sich auf eine modifizierte Strichliste, in der
nicht nur das Probieren einer Sorte mit einer 1, sondern auch das Nichtprobieren mit einer
0 festzuhalten sei. Man beschloss, eine PriiferInnen-Matrix P = (p;;) mit ¢ = 1,...,m
und j = 1,...,n anzulegen mit

~_J 1, falls Priifer Nummer ¢ die Kekssorte j probiert,
Pii =1 0 , falls Priiffer Nummer ¢ die Kekssorte j nicht probiert.

Ein Weihnachtsmann mit einer — selbst fiir seinen Berufsstand — ziemlich roten Nase gab
zu bedenken, dass infolge des bei der Verkostungsaktion gereichten Glithweins sich der
eine oder andere kleine Fehler einschleichen kénne und ohne Glithwein ... (ein Gedanke,
der ihm gar nicht zu gefallen schien). Er brach ab, als eine Lichterfrau aus der himm-
lischen Codierungszentrale bemerkte, dass man die Einhaltung der beiden Regeln leicht
feststellen konne:

Regel 1: Y pij = ph=afirj=1,...,n
i=1

=1

Regel 2: Zpijpkj =bfirj#k, 5,k=1,... n.
i=1

a b ... b

Kurz:  PtP=|"° | e My(IR).
Do .b
b ... b

Als der rotnasige Weihnachtsmann fragte, ob die Veranstaltung wiederholt wiirde, falls
ein Fehler festgestellt wiirde (ein Gedanke, der ihm sehr zu gefallen schien), deutete die
Lichterfrau an, dass man mit dem Verfahren kleine Fehler nicht nur erkennen, sondern
auch korrigieren konne, genaueres konne sie aber erst nach einem Speziallehrgang sagen,
auf den sie iibrigens sehr gespannt sei.

Einem Weihnachtsmann liess die (n, n)-Matrix P*P keine Ruhe. Natiirlich ist sie sym-
metrisch dachte er, aber welchen Rang hat sie? Er subtrahierte die letzte Spalte von allen
iitbrigen und hatte dann die Idee, zur letzten Zeile alle iibrigen zu addieren. Das Ergeb-
nis elektrisierte ihn: Er erhielt eine obere Dreiecksmatrix, der er sofort ansah, dass unter
der gegebenen Voraussetzung b < a ihr Rang gleich n ist. Er platzte heraus “hoffentlich
kommen genug“ und fiigte entschuldigend hinzu, dass die Verkostungsaktion nur gelingen
konne, wenn mindestens soviele Lichterfrauen und Weihnachtsménner am Treffen teilneh-
men wie Kekssorten zum Probieren angeboten werden, also m > n sei. Zur Begriindung
murmelte er etwas von Zeilenrang gleich Spaltenrang und dass sich der Rang einer Matrix
bei der Matrizenmultiplikation nicht erhchen kann, folglich P den Rang n haben miisse,
wenn P!P den Rang n hat — mit der erwihnten Konsequenz.

Obwohl nicht alle diesen Bemerkungen folgen konnten, sahen etliche die Verkostungs-
aktion gefahrdet. Die Lichterfrau aus der himmlischen Codierungszentrale dagegen schien
nicht iiberrascht und mit der Bemerkung, die Veranstaltung sei sicher attraktiv genug —
und dabei zwinkerte sie dem rotnasigen Weihnachtsmann zu — dass geniigend Teilnehmer
kommen wiirden, zerstreute sie die Bedenken und leitete geschickt zum gemiitlichen Teil
des Abends iiber.
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Aufgabe 47
U:<123456 md (123456
4 6 1 3 5 2 21 4 3 6 5 )
sgno =sgn7 = —1, da 9 Fehlstidnde oder (b) ungerade Anzahl der Transpositionen!

o = (143)(26) = (14)(43)(26) (Stundeniibung) und 7 = (12)(34)(56).

1 2 3 45 6 1 2 3 45 6
O'OT—<6 431 92 5)—(16524)und7'oa—<3 5946 1)—(13256).

(0 o7)t = (42561) = (14256) und o™t o771 = (70 0)~1 = (65231) = (16523).
1 2 3 4 5 6
_ _ 95 1 _ _
ordo = kgV (3,2) =6, also 07 =0~ ! = 36 4 15 2)-(134)(26).
Aufgabe 48
53| 1.1 1.1_ 1
1 1|(T2°773° 572357
5 7
1 2 4 1 2 4 1 2 4 1 2 4
13 9(=[03-2 9-4 |=(3-2)(5—2)|0 1 3+2|=(3—-2)(5—-2)]0 1 3+2
1 5 25 0 5—2 25—-4 0 1 5+2 0 0 5—3
= (3-2)(5—2)(5—3)
1 10
1 0 1]=-2 = o(w,wy,w3) =—2p(vy,v9,v3) = —6
01 1
Aufgabe 49

Zu zeigen: id # o € §,, = H @io(i) = 0.

=1

Ann.: o # id und Haw(i) # 0. Dann ist (i) < i firi=1,...,n und
i=1
da o # id ist, existiert ein j € {1,...,n} mit o(j) < J.
Dann folgt aber 1 < o(1),...,0(5) < j— 1 im Widerspruch zur Bijektivitit von o.

Analog zeigt man die entsprechende Aussage fiir obere Dreiecksmatrizen.

Aufgabe 50

Subtrahiert man die letzte Spalte von den {ibrigen und addiert anschlieBend die ersten
n — 1 Zeilen zur letzten Zeile, erhélt man eine obere Dreiecksmatrix (siche Aufgabe 49):

I c—1 0 ... 0 1
| e e 0o .o :
det fl)=1| = = = . : =(@x-1)" z+n-1).
i A i’l 0 ... 0 z—1 1
T t 0 ... ... 0 z4n-1

1 und 1 — n sind die einzigen Elemente von K, fiir die det f(x) = 0 ist

und f(0) = (=1)""Y(n —1).



(a)

Aufgabe 51*
Die Bilinearitét von ¢ folgt direkt aus den Rechenregeln fiir das Matrizenprodukt.

7 zeigen:

¢ ist genau dann Volumenfunktion, wenn A ungleich der Nullmatrix und schiefsymme-
trisch, also 0 # A" = — A ist!

Ist ¢ Volumenfunktion, so ist A # 0 und es gilt

2t Ay = (2" Ay)t = y'Alz und y' Az = —2tAy = 2'(—A)y, also 2’ Ay = z'(—A)y fiir alle
x,y V.

Setzt man fiir z,y nun die Basisvektoren eq, ey ein, folgt A* = —A.

Also ist 0 # A" = —A.

Ist umgekehrt 0 # A' = — A, so gilt fiir linear abhiingige x,y, etwa fiir y = A\x:

2t Ay = ' Ay = Mot Ale = — N2t Ax = —2'Adx = —z' Ay also 2t Ay = 0.

Und aus 0 # A' = —A <= ay; = ayp =0, a;p = —ag; # 0 folgt e} Aey = ayn # 0.
Also ist ¢ eine Volumenfunktion.

T (wie in Aufgabe 12 als Gruppe von Permutationen der vier Tetraederecken geschrie-
ben) ist Untergruppe von Sy und besteht nur aus geraden Permutationen (3-er Zyklen
sind gerade!), d.h. T C A,.

Aus |Ay| =4 =12 =|T| folgt A, =T.
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Aufgabe 52

Mittels elementarer Umformungen bzw. Entwicklung erhélt man:

1 1 0 0 0 11 0 0 0 01 000
-1 1 22 0 0 0 2 22 0 0 1 01 00
0 -1 1 3 0 |=...=/00 3 32 0|=5'=120.{0 1 0 1 0= =0.
0 0 -1 1 42 00 0 4 42 001 01
0o 0 0 -1 1 00 0 0 5 00010

Mittels elementarer Umformungen und Entwicklung nach der ersten Spalte erhélt man:
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1+x 1 70 [0 X 0 6_/1\_0/\2__)\26—5)\_
121—A6_01—,\5*012A*12—>\*
1 1 2 3-) 00 1 2—2\ a
=...=XM-2-5A+6=0 < Xe{l,-2,3}

Aufgabe 53

Seien A, A" € M,,(K).

A, A’ dhnlich <= A’ = S71AS fiir ein S € GL,,(K), d.h. S = {s, 59, 53} Basis des K".
Ist B eine Basis des K™, so gilt Mpp(p4) = B7*AB. Also sind die Aussagen dquivalent.
A= E'AE, also ist die Ahnlichkeit reflexiv, )

A = S7TAS = A = SAS! = T7'AT mit T := S~1, also ist die Ahnlichkeit
symmetrisch, )

A" = S7TAS und A" = TT'AT = A" = (ST)'A(ST), also ist die Ahnlichkeit
transitiv und folglich eine Aquivalenzrelation auf M, (K).

A'=8571AS = A =TASmit T =S € GL,(K), also A #iquivalent A’.

A= S71TAS = A =|S7Y " |A]-|S] = |A|.

Die Umkehrungen gelten i.A. nicht: Fir A = F = é (1) ) und A’ = < (1) 1 > gilt:
|A| = |A’| und Rang A = Rang A’, also A dquivalent A’,

aber STTAS = A # A’ fiir alle S € GL,(IR).

Aufgabe 54
1 -2 2
A= 1 0 1 |,manerhilt |[A]=...= -3 und
-1 1 -3
0 1 11 1 0]\*
+ - +
I E T ISP
adj A=| | 77 S|+ 1 3| -l Hl == 1)
-2 1 2
-9 2 1 2 1 -2
oo o1l )1 o1l Lo




1
(b) Cramersche Regel: AX = E, z.B. LGS Az = (O) ergibt:

0
1 -2 2 1 1 2 1-2 1
Q?HI% 0 0 1 :l, I‘lei 1 0 1 :—2, LE31:L 1 0 0 :—l
"0 1 -3 3 |’ -1 0 -3 3 " -1 1 0 3

0 0
Az = ( und Az = (0) analog (gleicher Aufwand wie (a)).
1

Wl

Gaui—Verfahren: Nach kurzer Rechnung erhélt man A~! =

1 4 2
-2 1 -1 |[.
-1 -1 -2

2 1 =2

A:;)( 1 2 2) = A?=F, also A7' = Aund f? =id.
-2 2 -1

Wegen f? = id hat f hochstens die Eigenwerte 1 und —1, siehe (c).

Bild f = IR? und Kern f = {0}, da f = f~! ein Isomorphismus ist.

Eig(f,1)={x ¢ IR* | Av =2} = ... = {(21, 72, 23)" € IR® | 21 — x5 + 223 = 0} (Ebene),

Eig(f,—1)={zcR® | Az = -2} =...={z ¢ IR* |2 =r(1,-1,2), r € IR} (Gerade).

Aufgabe 55

1 -2 1
B = ( 1 0 -1 ) ist Basis aus Eigenvektoren.

0o 1 2
10 0
Mp(f)=B'AB=...=| 0 1 0 |, zu A dhnliche Diagonalmatrix,
00 -1

f ist die Spiegelung des IR? an der Ebene x; — x5 + 225 = 0.

Aufgabe 56*
Beweis durch vollstédndige Induktion iiber n, sieche Wille, Rep. Lin. Alg. I, Seite 118.

Anwendung der Vandermondeschen Determinante, sieche Wille, Rep. Lin. Alg. I, Seite
201.
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Lésungshinweise zum 12. Ubungsblatt

Aufgabe 57
xa(X)=...=X3+2X?-5X -6=0 = Spek(4)={-1,2,-3}.
Da die Eigenwerte paarweise verschieden sind, gibt es eine Basis S aus Eigenvektoren.
-1 0 O
A ist diagonalisierbar und es gilt: S™1AS = 0 2 0 ) .
0 0 -3

Die LGS (\E — A)z =0, mit \; € Spek (A) ergeben die Eigenrdume

2 1 2 2 1 2
Eig(A,—1) =<|2]|>, Eig(A,2)=<|1|, Eig(4,-3)=<|1]und S=| 2 1 1
3 1 1 3 1 1

2 1 2
Spektralzerlegung: IR® =< (2) > P < (1) > P < (1) >,
3 1 1

Xa(X)=X3—9X? —81X +729=0= \; = —9, \y3 = 9 und Spek (A4) = {-9,9}.
Durch Losen der entsprechenden LGS (A E — A)x = 0 erhalt man die Eigenrdume:

2 1 —2
Eig(A,—9) =< ( 1) > und Eig(A4,9) =< ( ) , ( 2) >
—2 2 —1

2 1 -2
Also § = ( 1 2 2 ) mit S~ = §S (warum?) und ST'AS = (
—2 2 -1

2 1 -2
Spektralzerlegung:  IR® =< ( 1) >0 < ( ) , ( 2) >,
-2 2 -1

xa(X)= (X —-22*X+3)=0 = Spek(A) ={2,-3}.
Man erhélt dim (Eig(A,2)) = 1 < 2 (geom. Vielfachheit < algebr. Vielfachheit), also ist
A nicht diagonalisierbar und es gibt keine Spektralzerlegung.

9
0
0

O © O

o O O
N——

Aufgabe 58

1 1
7 Projektion, also Spek () = {0,1}. Wihle etwa B := {( 1) ) (O)
—1

o O O
O = O
_ o O

Dann ist Mp(7) = ( ) und Mg(n) = BMp(m)B™'=...=



(a)
(b)

()

Aufgabe 59
xa(X)=|XE - Al =|(XE - A)| = |XE — A" = xa:(X), also Spek (A) = Spek (A").

11
e A4 .
Nein! Fir A ( 01 ) gilt

Spek (A) = Spek (A") = {1} aber Eig (A, 1) =< (é) >+ Fig (A1) =< (?) >,

Folgt aus Aufgabe 61* (b) oder:

0 EWvon AB <= 0= |AB|=|A| |B|=|B|-|A| =|BA| <= 0EW von BA.
Ist A # 0 EW von AB mit EW z # 0, (dann ist Bz # 0, da sonst A = 0 wire).

— ABx = \x = BA(Bz) = A\(Bxz), also Bz EV von BA zum EW \.

1 1 10 2 0 1 1
.' f— f— f— f—
Nein! A (O 1)undB <1 0>:>AB <1 O)undBA <1 1)

(1) ist Eigenvektor von AB aber nicht von BA.

Aufgabe 60
k
Sei x = Z&ﬂi # 0 Eigenvektor zu A, also sind nicht alle a; = 0, da xy,...,x; linear

=1
unabhéngig sind. Dann gilt:
k k k

=1 =1 i=1
= J)\; mit A = \; und fiir alle ¢ # j gilt mit A # A; gilt a; = 0, also z €<x; >.
Die Umkehrung ist klar!

Aufgabe 61~
Ist A diagonalisierbar, etwa S™'AS = diag (ay,...,a,) =: D,

so gilt xp(X) = [[(X — a;) und
i=1

xa(A) = xp(A) = xp(SDS™Y) = [[(SDS™ = a;E) = S(J[(D — a;:E)) S~ = 0.
i=1 i=1

Seien A, B € M, (K) und zunéchst

(i) B=FE, firein1 <r<1:
Dann ist xap = Xar, = XE,4 = XBa (Determinante von Blockmatrizen!)

(ii) Ist r := rang B, also B dquivalent E, etwa B = PE,.QQ mit P,Q € GL,(K), dann
gilt wegen (i) und weil &hnliche Matrizen gleiches charakteristisches Polynom haben:
XAB = XAPE.Q = XQAPE,QQ-1 = XE-QAP = XPE,QAPP-1 =— XBA-
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Klausur — Losungshinweise

Aufgabe 1
(a) Aus ) # G C GL2(IR) und GG™! C G folgt G ist Untergruppe von GL o(IR).

0 d 0 d
Nach dem Homomorphiesatz ist N Normalteiler von G und G/N ~ IR".

(b) ¢: G — IR" mit gp(( a b >) = det ( a b ) ist surjektiver Hom. mit Kernp = N.

Aufgabe 2
1 1
1 1 1 |0 -1 0
A=1 L=
1 A 1 1 0 < 07| -1}|°
11 A 2-X|0  Zwei Fille: KN
0 [A-1] 0 0 |0 0
0 0 [r=1] 1-x]0 AFL L=< >
1
Aufgabe 3
1 01 1 01
a s 1st (ay, aq, as = (b1, 02, b3) Mit = , also gilt
(a) Esist ( )| 11 0 | =(@bboby)mit |1 1 0]=25#0, also gil
011 011
{by, by, b3} ist Basis des IR® <= {aj,ay,a3} ist Basis des IR®.

(b) a; Qg dasg b1 b2 bg also alzé(bl—bgﬁ-bg)
1 1 0 1 0 0 1
0 1 1/ 0 1 o0 ag = 5(b1 + by — bs)
1 0 1 0 0 1
as = %(_bl + by + bs)
Io o[ 7]}
o1 o b1
oo 14 1
Aufgabe 4
Sel w := x1v1 + TaUs + T3U3.

110

111 0 0 1

Aufgabe 5

2 1 0
Ty Tax3 |- (—2)=d<= ... <= a1 =24<= w= <0)+r(1)+3 (O),r,selR.

Seien f4, fg: K™ — K" die zugehorigen Endomorphismen. AB =0 <= f40 fg =0

<= Bild fg C Kern f4, also dim Bild fg < dim Kern f4,
und mit dem Dimensionssatz: dim Kern f4 + dim Bild f4 =n
— dim Bild fz + dim Bild f4 <n <= Rang B+ Rang A < n.

Aufgabe 6
(a,b) A?=...=A= f2=f. ya(X)=X3-2X?+ X, also Spek (f) = {0,1} mit

(b,e) Kern f = Eig(f,0) =< (1,—1,0) > und Bild f = Eig(f,1) =< (1,1,0),(0,0,1) >.

Die Eigenvektoren sind die Elemente # 0 der Eigenrdume.
110

(d) Fir S := ( -1 10 ) (Basis aus Eigenvektoren) erhilt man S™'AS = (

o O O

0 01

0
1
0

0
0
1

)_





