INSTITUT FUR ANGEWANDTE MATHEMATIK

UNIVERSITAT HANNOVER

Prof. Dr. E. P. Stephan, F. Leydecker

Hausaufgabe 1.1 (7 Punkte)
Gegeben sei die Anfangswertaufgabe (AWA)

y' = —2zy?, 1<z<1.5,

(i) Man zeige, daB y(z) = L~ die AWA 16st.
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(ii) Zur Schrittweite h = 1/2 rechne man einen Schritt mit

(a)
(b)

dem expliziten Euler-Verfahren,

dem modifizierten Euler-Verfahren,

(¢) dem Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung.

Losung.

/

y
y(

(i) y(z)

—_

= H% 1ost die AWA:

—m -2z = —2zy°

)= 127 = 0.5

(i) Zum Vergleich: y(1.5) = {5 ~ 0.30769

(a)

(b)

Euler-Verfahren:

1
yo—? 1 142 1, -2 _ 1
n=g5+3:(-2-1-(3))=3+31=3-

modifiziertes Euler-Verfahren:

Y1 =1y + 1%h[f(fﬂoayo) + f(zo + h,yo + hf(z0,%0))]

=5 te a2 LGP+ G D=5+l
= 21 = 0.328125

Runge-Kutta 4.0rdnung:

Ko =hf(zo,y0) =5 (=21 32) = —%

Ki =hf (zo + &, yo + 52) = —0.17578125
Ky =hf (o + 5,90 + 5§+) = —0.212293
K3 = hf(l‘o + h,yo + Kz) = —0.124163

= U1 :y0+%(K0+2K1 +2K2—|—K3)

= 0.30828

1 3

2 16

]

Hannover, den 02.05.2003
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Hausaufgabe 2.1 (6 Punkte)
Die Anfangswertaufgabe

Y =1+ (x—y)* 2<z<3, y@2)=1
hat die exakte Losung y(z) =z + (1 —x)~L.
Zur Schrittweite h = 0.2 approximiere man y(2.8) mit den folgenden Pridiktor-Korrektor-Methoden, wobei
man als Korrekturschritt eine Fixpunktiteration nehme. Die nétigen Startwerte ermittele man mit der exakten
Losung.

(i) Mittels der Pradiktor-Korrektor-Methode, die auf dem Adams-Bashforth-Vierschritt-Verfahren und dem
Adams-Moulton-Dreischritt-Verfahren basiert,

(ii) mittels der Milne-Pradiktor-Korrektor-Methode 4. Ordnung.

Losung. exakte Werte:

Yo =y(2) =1

y1 = y(2.2) = 1.366667

y2 = y(2.4) = 1.685714

ys = y(2.6) = 1.975

ya = y(2.8) = 2.244444 — exakteLisung

(i) Adams-Bashfort-Vierschritt-Verfahren:
Yn+1 = Yn + 2%1 (55f(33na yn) - 59f(33n 1, Yn— 1) + 37f(33n 2, Yn— 2) - gf(l‘n_g, yn—B))
= Ys=y3 + 35 (55.f (w3, y3) — 59f (x2,y2) + 37f (z1,y1) — 9f (20, 90))
=1.975 + 120 (55-1.390625 — 59 - 1.510204 + 37 - 1.694444 — 9 - 2)

= 1.975 + 3532076767 = 2.242306 =: y.” %)

A%ams—Moulton-Dreischritt—]}/'elrfahren:
yfl-tzl =Yn + ?}2 (9f(37n+171%(1+71 )) + 19f(xnayn) - 5f($n717yn—1> + f(.fn,g, ynf2))

1 0
=y = ys + 35 (9f(334,y4(; ) £ 19f (23, y3) — 5f (22, o) + f($17y1)>
=1.975 + (9 1.311023 +19-1.390625 — 5 - 1.510204 + 1. 694444))

= 1.975 + 12032 364506 = 2.244704 5

(ii) Milne- Pradiktor Korrektor-Methode:
(0)

Ynt1 = Yn-3 + 4 (2f($n7 Yn) = F(@n-1,Yn-1) + 2f (Tpn—2, yn—Q))
Yt = 1 + 5 (f(:cnﬂ, U0+ Af @) + S (@0 1,901) )
(0) =Y + 35 (2 (w3, y3) — f(w2,y2) + 2 (x1,31))
= 1 + 35 (2 1.390625 — 1.510204 + 2 - 1.694444)
=1 + 4 659934 = 2.242649 ©

i =+ (2f(:c4, )+ 41 (23, y3) + f(2,12)
=1.685714 + (1 310640 + 4 - 1.390625 + 1.510204)
=1.685714 + 5 2 353.383344 = 2.244604 ©



Hausaufgabe 2.2 (6 Punkte)

Man betrachte die Anfangswertaufgabe y' = 2y, 0 < 2 < 1, y(0) = 1. Zu den Schrittweiten h = 1/4, h = 1/8,
h = 1/16 und h = 1/32 bestimme man mit dem expliziten Euler-Verfahren und dem verbesserten Euler-
Verfahren Niherungen fiir (1) = 2. Man bestimme jeweils den Fehler und aus aufeinanderfolgenden Schritt-
weiten Naherungen fiir die Konvergenzordnung der Verfahren.

Losung. exakte Losung: y(z) = e**

Zur Erinnerung:

Euler-Verfahren: yp11 = yn + Af(n, Yn)

modifiziertes Euler-Verfahren: yn 1 = yn + % [f(2n,yn) + f(@ni1,Yn + hf (@0, yn))]

verbessertes Euler-Verfahren: y,+1 =y, + hf (azn + %, Yn + %f(mn, yn))

Man kann nun die Niherungen an e? damit ausrechnen, oder man benutzt folgende Formeln der Vorlesung fiir
den speziellen Differentialgleichungstyp ¢’ = A -y (S.22/23 im Skript)

Euler-Verfahren: y; = (1 + hA)7yg = (1 + 2h)7
J .
verb. Euler-Ver./mod. Euler-Ver: y; = (1 + hA + %) Yo = (1 + 2h + 2h?)J

Damit ergibt sich:  (exakter Wert:y(1) = e? ~ 7.389056)

h ‘ Euler Fehler verb.Euler  Fehler
I 15.0625 2.326556  6.972900 0.416156
g 5.960464 1.428592 7.262247 0.126809
% 6.583250 0.805806 7.354083 0.034973
é 6.958667 0.430389  7.379880 0.009176 @
Berechnung der Konvergenzordnung:
el = O(hP) = e; = ch
loge; = logc + plog h; _ logej—loge;ia
logej1 =logc+ ploghjtq P = Tog hy—Tog Ry
Damit ergeben sich folgende Werte fiir p:
h;  hj ‘ Euler  verb.Euler
T 0.7036  1.7145
g = 08261 1.8583
&= 35 | 0.9048 1.9303
®
Bemerkung: Die Konvergenzordnung des Euler-Verfahrens ist 1, die des verb. Euler-Verfahrens ist 2.
O
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Hausaufgabe 3.1 (5 Punkte)
Gegeben sei die Randwertaufgabe

y' +y=0, 0<z<l1l, y(0)=0 y(1)=1

Man finde eine N#herung zu y mit der Methode der finiten Differenzen zur Schrittweite h = %. Man vergleiche

. . . _ sinz : _ 1 _1 o _ 3
die Werte mit der exakten Losung y(z) = 7 inwp =7, x2 =5 und x3 = 7.

Losung.

_ Yn —2Yn+Yn— Yn —2Yn+Yn— 1 2 1 _ _
y;{ = Zoll 72 L = el 72 L+ Yn = 72Yn+1 + (1 - ﬁ)yn + AzYn—1 = 0, n=1,23

n=1 :16y2 — 31y1 = —16y0 =0 @
n=2:16ys — 31lys + 16y; =0 ©)
n=3:—3lys + 16y, = —16y4, = —16 @)
—31 16 0 Y1 0
= 16 —-31 16 . = 0
0 16 31 Y3 —16
= y1 = 0.2943,yo = 0.5702, y3 = 0.8104 ©)
y= :Irllf’ €n = |y($n) - yn|
=
e =2.86-107*
es =2.4- 10~4
e3 =3.44-107* @
L]



Hausaufgabe 3.2 (5 Punkte)
Fiir die Randwertaufgabe

y'+aty —ay =2, 0<z<1, y0)=1, y(1)=0

finde man eine Ndherung zu y mit der Methode der finiten Differenzen zur Schrittweite h =

Losung.

/) Ynt1—2Ynt+Yn—1
Yn = h?

y,, = dnHitnt (O(h?)Approximation)

I():O, 171:1/3, I2:2/3, 133:1

Yn+1 — 2yn + Yn—1 2 Yn+1 — Yn—1
- 02 M

2
—TnlYn = Ty

3 3
= (9— ix%)y”_l + (18 —zp)yn + (9+ ixi)ynﬂ = a:i

n=1:(9-L)yo+ (-18 = Ly + (9+ L)y =

1
n=2:(9 - Dy + (=18~ Do+ 9+ )y = |
n=3:9-3)ye+(-18-Dyz +(9+3)ya=1
Randbedingungen:
yo=1
— 3+ 3 =0=ys =1

_B s ” It
0 18 —19 Vs 1
~ 4y = 0.7576
Yo = 0.5637
ys = 0.4814

3-

eee



INSTITUT FUR ANGEWANDTE MATHEMATIK I f AM Hannover, den 02.05.2003
UNIVERSITAT HANNOVER
Prof. Dr. E. P. Stephan, F. Leydecker

Losungen zu den Hausiibung zur Numerischen Mathematik 11

Hausaufgabe 4.1 (8 Punkte)
Man stelle das LGS auf, das man beim Losen der RWA

—u"(z)+u(@)=2z, 0<z<l1l, u0)=u(l)=0

mit dem Ritz-Verfahren erhélt. Dabei wiihle man S} als Menge der stetigen und stiickweise linearen Funktionen
zur Schrittweite h = 0.25. Als Basis nehme man die Hutfunktionen.

Losung.
Nach Stundeniibung:

2 -1 0 2 19
_ _ _ L3 § 1
A=4 1 2 1 + 7 5 7§
0 -1 2 0 % 2
)
1 2 1 NE: 1 1.\
by = 4~/:c2dx+4-/x<2—w) dx:4~3'm30+4-(4x2—3x3>’1
0 1 1
4
_ 4 oty 4/t 1y _t 1 1 1. 1 _ 1
3-4-4-4 4 16 3\8 64 48 "4 16 6 48 16
1 3
[ /3 1 2 3 1.\|%
by = 4 /x(m—) dr + 4 /x<4—x> dr =4 (3x3—x2>’1+4 (81“2—33:3)1
i 3 :
L1112 39 1 1
6 48 8 32 32 8 16 6 8
1 1 ; 1 1\ 1 10\
3 3 2 i
_ 9 1 9.1, 9 4.9 3
16 6 16 4 8 3 16 16
1
=b=72 | 2 ®
3
O



Hausaufgabe 4.2 (6 Punkte)
Man berechne eine Ndherungslosung wuj, der Randwertaufgabe

—zu” (z) — ' (2) + @ —cos(Zx), O<az<1, wu(0)=u(l)=0

mit dem Ritz-Verfahren. Dazu wihle man S, = span{z, z%}.

Losung.
Qp(z) =2, k=1,2, @} (z)=kat!

r@) =z, qla)=1
1 ) ) Iy
A = (ai)iy = (/ xixl_ljx]_ldx—i—/ xﬁr%l;v)
0 o 7T ij
1 1 .
= (z]/ :U””_ldx-i-/ x"+]_1dx> = (‘” -~ )
0 0 ij t+J1+7 ij
_(14idj
i+ i

1
:A_(1

T =
\_/

zur rechten Seite:

! 2 2 (! 2 2 "y 2 4
rcos—xdr =— — — sin—axdr=———|——cos—-z =—--=
0 T ) T m 2 g T
1 1 1
2 4 2 4 /2
/ 22 cos xdr = 777/ rsin txdr =2 — = f/ cos ~z dx
0 2 (O 2 T w7 J, 2
2 422 2 16
7T mmm w7

24
=178

Zu 16sen ist also das System

~
— =
NI
N—
N
g 2
SN—
Il
7 N\
BN
(.
s
SN—

1 4

72
2 20 64

o = — — — + — = 0.674294303
T T ™

= yp(z) = 0.6743 - x — 0.4430 - 22
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Hausaufgabe 5.1
Gegeben sei die Randwertaufgabe

u(z)+u(z) =1, a<z<b, wula)=0,ub)=0,u(a)=0,u(b)=0.

(i) Man berechne die lokale Steifigkeitsmatrix bei Verwendung stetig differenzierbarer, stiickweise kubischen
Funktionen (vgl. Stundeniibungen 5.1 und 5.2).

(ii) Konnen fiir die obige RWA auch stetige, nicht differenzierbare Ansatzfunktionen (wie in Stundeniibung
5.1 (i),(il)) gewéhlt werden?

Losung.

(i) Fiir die Ableitungen der Basisfunktionen auf dem Referenzelement erhélt man

() = —6+12¢
() = h(-4+6¢)
&) = 6—12¢

P& = h(—2+6)

Die Matrixeintrige berechnen sich laut Ubung wie folgt

”:/ o1 (2)6( m/w )64/(€) de

Im einzelnen ergibt sich

1 1 1 '
_ _ 1 ——(12¢ - 6)
b=k = /0(125 0)%ds = 75 - 5126 - 0|
16 1 54 13) = 12
= @@ = s ) =5
1! 2 '
koy = ﬁ/ (h( 4+6§)) dfiﬁ/(6£*4)2d§
0 0
1 1 1 1 ; ) 4
_ 1 L 4 N 723 45 — —
h 3. (65 ) . 18( + ) h
1 2 L. 31
1 _ L (6 -2
b = Am 2 = o566 -2
1 1 4
- awm W=y
1 1
ki = —k23:ﬁ‘h/(125_6)(65_4)d£
0
1 1 ) 6
= o5 (28 -sacru)de=. =5
0
6
k14 = —]{,’34:..._ﬁ
12
kis = —k11=—ﬁ
2
k-24 = :E



12 6h —12 6h

oL | 6h 4n® —6h 2n?
| 12 —6h 12 —6n

6h 2n%2 —6h 4h?
(i) Die ¢;’s miissen aus C!, also stetig differenzierbar, sein, da ¢! (z) im Integral vorkommt! Ist ¢; & C!, so
ist f(d);’(x))Q dx = oo!
@
O
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Hausaufgabe 7.1 (5 Punkte)
Man zeige, dass das implizite Verfahren

Unjt1 = Unj _ o2 Unt1,j41 — 2Un j+1 + Un—1,5+1
k h?

von Neumann stabil ist.
Losung.
2
Setze r := ah—zk
= —’I“Un_17j+1 + (1 + QT‘)UnJ_'_l — TU7H_17]‘+1 = Un)j
Ansatz: U, ; = &letfn
= —rgItleiBn=1) (1 4 2p)gitleifn — pgitleiBntl) — ¢igifn
= —rfe P + (14 2r)¢ —r&e?’ =1
=¢(—re”P+(1+2r) —retf) =1

N £ :(1—1—27“—.22746001@_1 sin® 2z = 1(1 — cos 2z)
= (1 +4rsin” 5)
= |£] <1 V [ unabhiingig von r ®
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Hausaufgabe 8.1 (8 Punkte)

Es seien
4 6 2 -—10 3
6 18 3 -9 9
A= 9 3 9 9 und b= 9
-10 -9 2 94 -1

Man 16se das lineare Gleichungssystem Az = b niherungsweise, indem man zwei Schritte mit dem CG-Verfahren
durchfiihrt. Als Startvektor nehme man den Nullvektor.

Losung.
0 -3 3
0 -9 9
0 0_ 30 0_ _,0_
x—O,T—b— o [P == 9 @)
0 1 -1
80
195
0_
—201
70 0 .
a0 = Sits = gagg ~ —0.041924 @
0.125772 0.35392
0.377317 —0.82482
1_..0_ . ,0_ 1_.0_ 0_
=2 = aop 0.083848 |7 =7~ oAp —0.53266 ©
—0.041924 —7.42672
Bo = <rt,Ap®> _ 1341.602124 __ 0.592057 D
0 = Zp0,Ap0> — 2266 =Y
~1.422251 92.30412
—6.153333 —62.931819
1_,1_3.0_ 1_
p=r = fop _1716774 |0 AP —38.407383 ©
—6.834667 —576.289739
_ <rlp'> _ 56.2456713 _
a1 = <p1,xfp1> = 1360.203640 — 0-012900 @
0.144119
0.456695
2_ .1 1_
=T Top 0.105994 &
0.046243
_1
i
Zum Vergleich: Zegare = 1
2
0
O
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Hausaufgabe 9.1 (6 Punkte)
Man berechne fiir folgende Eigenwert-Aufgabe

1
gy" +Ary =0 mit y(0) =y(1) =0

mit dem Differenzenverfahren (Schrittweite h = 1/3) néherungsweise die Eigenwerte.

Losung.

Schrittweite: h = %

Yo =y0)=0; y3=y(1) =0; y1 =y(3): y2=y(3)

Zur Bestimmung von y; und o bendtigen wir noch zwei Gleichungen, die wir uns iiber das Differenzenverfahren

verschaffen.

Tykr1r — 2y + yr—
§+ T Ly Ay =0, k=12 (D

= k=1: 3(2—2y1+%)+ \/3=0 @
E=2: 3(ys—2y2+y1) +2X\y2/3=0 @O

= 3y — 6y + 21 =0
—6ys +3y1 + 22 =0

(A/BS_G 2A/§—6>(Z;)_(8)®

Dieses homogene LGS kann nur nichttriviale Losungen besitzen, falls die Determinante verschwindet.

det(...) = (A3 —6)(2A/3—6) —9 =0 @
= A2 — 27\ +243/2 =0

= A\ ~21.294, Ay ~ 5.706

Dies fiithrt auf das LGS

oe
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Hausaufgabe 10.1 (8 Punkte)
Man berechne die diskrete, komplexe Fourierentwicklung der 2m-periodischen Funktion f(z) = |sinz| mittels
der FFT zu N = 8. Man ermittele daraus die entsprechende diskrete, reelle Fourierentwicklung.

Losung.
F(z) =|sinz|, FFT mitN =8:

O NONNORNO ®
klag | ax | yk | 2k Ck
T [T 1
R R A
| || B
2| = 1 1171 —l—c
& § |1 . 1
Sl sslas| 0| —a=6
417 00 ] 0 0=c
5 1 —
5 v WE 0 0 0= Cs
6 ;;—ﬂ § 0 0 0= C3
7 TW m 0 O 0 = C7
= f(2) ~ 0.6035 — 0.25¢% — 0.1035¢4* — 0.25¢5% Q)
reell: f(z) ~ 0.6035 — 0.25 cos 2z — 0.1035 cos 4z — 0.25 cos 6x @
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Hausaufgabe 11.1 (7 Punkte)
Fiir die Matrix

3 40
A= 4 12 3
0 3 3

fiihre man einen Schritt des QR-Verfahrens mit Rayleigh-Shift durch.
Losung.

QR-Verfahren mit Rayleigh-Shift:
(I) Shift o = ass = 3

0 4 0
(IT) Shiftausfiihrung: A® = A® —_sE=|( 4 9 3 ©
0 3 0
(I1T) QR-Zerlegung:
1.Schritt: zu a1
(i) s:=,/> a4 =V16=4
=1
1 lai]|) _ 1_ 1
() wi=y/8 (1+12) =i =5
wQ:;zisgn(an) %%*4.1:%
u)gZO
1
= o =1 1
V2
o
. 100 1 10 010
(ili) Transformationsmatrix: PV = B —20Mw®” = 0 1 0 |-2-4| 1 1 0 |=|1 0 0
00 1 000 00 1
i i 4 9 3
=AD =pPWA=| 0 4 0 @
0 3 0

2.Schritt: zu a§12)

(i) s:=V42+32=25=5

=./1 1+'“22' = /3 (1+ %) =0.948683

_ 1
= 50915633% ]948683 =+ 1=0.3162279

0
=w® = 0.948683
0.3162279



(i) P® = (

A@ — p@ ) —

= QT = PR pl) — (

0 —0.8
= Q= 1 0

0 —0.6

) 9

av) A =RQ=1[ -5
0

(V) Riickwiirtsshift: A(M) =

= 3 ist Eigenwert von A

0
-0.8
-0.6
—0.6

0

0.8

3
0
0 0 O
1
0
0

-5 0
0 0
0 0

i 12 -5 0
AV yoE=( -5 3 0
0 0 3

0
-0.6
0.8

|



