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Losungen zu den Hausiibung zur Numerischen Mathematik I

Hausaufgabe 1.1 (7 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f(z) = 2% — 423 + 422 + 1.

(i) Man bestimme das Interpolationspolynom p von f zu den Knoten x; = —1+14 (i =0, 1,2, 3).

(il) Man rechne nach, daf f(z) = p(z) + w(x) gilt, wobei w(z) das Knotenpolynom ist. Man beweise, daf
diese Aussage unabhingig von der Wahl der Stiitzstellen z;,i =1,...,3 gilt.

(i) Man berechne den exakten Interpolationsfehler im Punkt a = 0.5.

Losung.

(i) dividierte Differenzen = f[xo] = 10, flzo,z1] = =9, flxo, z1, 22] =5, flro, 1, T2, 23] = —2
= px) =10+ (z 4+ 1)(-9+ (z = 0)(5+ (z — 1)(=2))) = —223 + 52* — 2z + 1.

(i) f(z) —pla) = L2 FD(E()), &) € (-1,2), fD(2) =24 = f(2) — p(x) = 2P - 24 = w(@).
(iii) £(0.5) — p(0.5) = 0.5625.
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Hausaufgabe 2.1 (9 Punkte)
1
Interpoliere die Funktion f(z) = oY auf dem Intervall I = [—4,4] durch

2
(i) die Funktion ps mit den Stiitzstellen z = -3+ 2k, k=0,...,3,
(ii) die Funktion pj mit den Stiitzstellen zg,...,x3 als Nullstellen des vierten Tschebyscheff-Polynoms T.
(iii) Man skizziere die Funktionen f, ps und pj.
)

(iv) Man schétze den Fehler |f —p3||, ;. Dazu berechne man |lw|| ; exakt und verwende (ohne Beweis)

1F®lloe,r = 1FH(O)]-

Losung.
(i) dividierte Differenzen 1f[ xo] = % f;[wo,xﬂlz 2%, fl[ico,xl,ajg = 5—01, flzo, x1,x2,23] =0
= p3(r) =+ @ +3)E+(@+1)5) = —552° + 55 ®

(i) & =4cos(F727), k=0,1,2,3.
To = 3.69552 =: x3,
1 = 1.53073 =: 2o,
.'i'Q = —1.53073 =: 1,
T3 = —3.69552 =: xg.
dividierte Differenzen = p3(z) = 0.0682275 + (x — 20)(0.106658 — (z — 1)0.0204081)

= —0.020408122 + 0.346938. (o5
(iii) Man zeichne f(x) und verwende die Interpolationseigenschaften um p und p* zu skizzieren (p(—3) = f(-3),
). @)
(iv) Esist w(x) = (z—x¢) - (v—23) = 44(7”_4“) - (2528) = 4%0(2) mit ©(2) Knotenpolynom fiir Tschebyscheff-
Knoten & € [~1,1] = 0]y = 4460 1y = 44273 = 2° ®
Nun gilt
< 1olloo (s,
If - PsH (a4 = 4| = ||f ||oo[ 4,4] = |f(4)( )| = 4_ -24 = 32. ©)
O



Hausaufgabe 3.1 (8 Punkte)
Gesucht ist der kubische Spline 1, der folgende Bedingungen erfiillt:

P(0) =1, ¥ =3 v(3)=0, ¢¥"(0)=0, ¢"(3)=24
(i) Man berechne die Koeflizienten von 4 zur B-Spline-Basis.
(ii) Man berechne ¢/(0), ¥'(3), ¢/(3) und skizziere die Funktion ¢ auf dem Intervall [0, 1].

Losung.

(i) LGS wie in Stundeniibung aufstellen:

1 -2 1 a_q 0
e @ 1/4
- 1 4 1 o | =113
6 1 4 1 s 0
96 —192 96 Qasg 24
:>OZ71:0,(}0:%,&1:%,@2:—170[3—% @
(ii)
¥'(0) = g (a1 —a-1) =1,
V(1) = g5 (2 — ag) = —1,
V'(3) = gplaz —a1) =0
©
Skizze fehlt hier. Man kennt die Werte von 1 und ¢’ and den Stellen 0, 1, und 1. Das geniigt, um eine
Skizze zu erstellen. @)
O

Hausaufgabe 4.1 (7 Punkte)
Es ist das Gleichungssystem Az = b zu l&sen, wobei

2 -3 1 0
A=11 2 0 und b= 13
-1 0 2 1

Gegeben sei eine approzimative LR-Zerlegung von A, ndmlich A ~ LR mit

1 0 0 2 =31
L={({0 1 0 und R=10 3 0
0 01 0 0 2

(i) Man berechne mit den angegebenen Matrizen L und R eine Niherungslosung (%),
(ii) Man berechne ein z(!) mit der Methode der Nachiteration.

(iii) Ist (1) eine bessere Losung als x(9)? (Berechne dazu die echte Losung x und betrachte die euklidische
Norm des Fehlers.)



Losung.

0
(i) Ly=b=y=0b=|3],
1
1.25
0.5
0 0
(i) Az©@ = 325 | = r(®)=b— Az® = [ -0.25 |,
—0.25 1.25
Ly =r(@") = y = r(z),
—0.4375 0.8125
Ré=y=06=|-008333 | = 2 =2 + 5= {0.91667
0.625 1.125

(iii) Exakte Losung = = (1,1,1)7,
= ||z — 2@, = 0.559, ||z — 2D, = 0.240.

= 21 ist eine bessere Niherung als (%),

Hausaufgabe 4.2 (4 Punkte)
Es sei A die positiv definite Matrix

4 6 2 -10

6 18 3 -9

A= 2 3 2 2
-10 -9 2 94

(i) Man berechne die LR-Zerlegung von A.
(ii) Man 16se das Gleichungssystem Az = b mit b= (3,9,2,—-1)T.

Losung.
1 0 00 4 6 2 -10
| 3/2 1 00 10 9 0 6
@ L= 1/2 0 1 0 o= 001 7
-5/2 2/3 7 1 0 0 0 16

©
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Hausaufgabe 5.1 (4 Punkte)
Es sei A die positiv definite Matrix

4 6 2 -10

6 18 3 -9

A= 2 3 2 2
-10 -9 2 94

(i) Man berechne die Cholesky-Zerlegung von A.
(ii) Man 16se das Gleichungssystem Az = b mit b = (3,9,2,—1)T.

Losung.
2 3 1 -5
No |0 3 0 2
WS5=1g 01 7 ®
0 00 4
(i) z = (—,%,1,0)7 (vgl. Hausiibung 4.2). @
O
Hausaufgabe 5.2 (5 Punkte)
Es sei ||-|| eine Matrixnorm auf R™*". Man zeige: Wenn C' € R™*"™ und ||C|| < 1, so gelten
= Z C?, (C°:= I = Einheitsmatrix
und
(=) < o
Rk
Hinweis: Man zeige zuerst, da§ gilt: (I —C) 25:0 Cv =1-Ck1,
Losung. Fiir k € N gilt
k k+1
(I-0)y ¢ = ZC” chﬂ ZC” Zc" — M =T - CF (x)
v=0 v=0
@
Nun gilt
it oo O = limy o [|C¥]| < Timyoc lc|* =o.
Das erste ,,= gilt, da Normen stetig sind, das ,,<“ ist die Matrixnorm-Eigenschaft, und das zweite ,, =" gilt
wegen ||C|| < 1. Da ||-|| eine Norm ist, gilt damlt limy oo CF =0 (5x). ©)
Mit () und (**) gilt nun (I — C) >0, C” = I, also Zﬁ:o cv=(I-0)"L )
Aufserdem gilt
(I -C) 1H—HZC”I<Z||C”|<X:HC|| IICH
Das erste ,,<“ ist die Dreiecksungleichung, das zweite ,, <* die Matrixnorm-Eigenschaft, das letzte ,, = einfach
die geometrische Reihe fiir reelle Zahlen. @
O



Hausaufgabe 6.1 (9 Punkte)
Gegeben sei das LGS Az = b mit

1 04 06 1.9
A=1 -3 02 |, b= -11
1 —02 2 —0.1

(i) Man berechne die exakte Losung z.

(ii) Man fiihre drei Schritte mit dem Jacobi- (Gesamtschritt-)Verfahren durch und berechne |z — x(]?’ ) |, Als
Startwert nehme man den Nullvektor.

(iii) Man fithre drei Schritte mit dem Gaufs-Seidel- (Einzelschritt-) Verfahren durch und berechne |z — x(GSL)gHQ
Als Startwert nehme man den Nullvektor.

(iv) Kann man mit Hilfe der Sassenfeldschen Zahlen eine Fehlerabschitzung fiir das GauR-Seidel-Verfahren

angeben?
Losung.
(i) z=(21,1,-1)T. @
1.9 1.783 2.0793
i) =1 036 |,z ={ 099 |,z = 0.8968
—0.05 —0.963 —0.842
& — 2P|, = 0.1898046. &)
1.9 2.04 _ 2.08813
(i) agy=| 1 |, 28k = 0986 |, a5k = 099795
—-0.9 —0.9713 —0.994271
|z — 284, = 0.01333483. ®
(iv) B=max;=1230; > 01 = w =1 = keine Fehlerabschéitzung moglich! D
Die Ergebnisse konnen je nach Rechengenauigkeit ein bifichen variieren. O

Hausaufgabe 6.2 (3 Punkte)
Ist die Iterationsmatrix M = —(D + Ar)~'Ag des Einzelschrittverfahrens invertierbar?

Losung. Nein, denn Ap ist obere Dreieckmatrix mit Nullen auf der Diagonalen = det Ag =0 = det M = 0.®
O



Hausaufgabe 7.1 (9 Punkte)

2, .2
Gesucht ist die Nullstelle (z*,y*) der Funktion F(x,y) := <x Ty

x2—y2—y> mit 0 < z,y < 2.
(i) Dazu fiihre man zwei Schritte mit dem Newton-Verfahren (Startwert (2(%),y(®) = (1,1)) durch.
(il) Man zeige, dak z* bzw. y* die Gleichungen
4o — 822+ 52 —2=0 baw. 4y +4y>-3y—4=0
16sen.

(iii) Man fiihre fiir jedes der Gleichungen aus (ii) zwei Schritte mit dem Newton-Verfahren durch (Startwerte

To = ]-7 Yo = 1)
Losung.
. 2z — 2 2y _ 1 —2y—1 =2y
/ o ! 1 _
(i) F'(z,y) = ( 9% —2y—1> = (F'(z,y))” = —8zry — 20 + 4y + 2 < —2r 22 ®

(0) 1 0 @ 1 1/-3 =2\ /0 1.5
x T
(o) = () o= (5) = (o) = () =3 (5 ) (4)=(7) ®
0.25 z® 1.5 1 /-3 —2\ (025 1.361
F(15,1) = (0.25) = <y<2>) = < 1 ) *y (—3 1 ) (0.25) = (0.94) : @
(ii) Esgilt 22 +y? —22 =0 (1) und 22 — 3% —y =0 (2).
(1) = y = V22 — 22 da y > 0. Einsetzen in (2) liefert 22 — (22 — 2?) = /22 — 22.

Quadrieren = 4z* — 82°% + 422 = 21 — 22 = 423 — 822 + 5x — 2 = 0. @)
(2) = 2 = /y + 32 da = > 0. Einsetzen in (1) liefert 2y? +y = 2/y + y2.
Quadrieren = 4y* +4y% + % =4y + 4y® = 4> + 49> — 3y — 4 = 0. )
(iii) g(x):=423 — 822 + bz — 2, ¢'(x) = 1222 — 162 + 5
-1 8
$0=17$1:1—T:2,$2:2—ﬁﬁ1.61905. CD
h(y) == 4y + 4y® — 3y — 4, b (y) = 12y> + 8y — 3
1 0.0545492
=1 =1—-—=0.9411 =0941177 — ——— = 0. .
v =1, 41 = = 0941177, 1 = 0.041177 — — 2 = 0.937578



Hausaufgabe 8.1 (8 Punkte)

Es seien
4 -2 6 —4 -10
2 2 2 0 2
A= 6 —2 26 —12 und b= 2
4 0 —12 10 14

Man 16se das lineare Gleichungssystem Az = b niherungsweise, indem man zwei Schritte mit dem CG-Verfahren
durchfiihrt. Als Startvektor nehme man den Nullvektor.

0 10
.. O O 0 0 0 _2
Losung. z° = ol 7= b’ =—p’ = 9 D
0 —14
—88 —1.10787
20 —304 0.221574
0 _ _ _ 1_ .0 _ 0 _
Ap® = _180] @@= a4 0.110787, =« x agp 0.921574 @
156 1.55102
0.250729 16.4456
0.215743 4443.87 —3.02323
1_,0_ 0_ _ _ 1,1 0_
m=r— aodp Corodrr |0 o= Tgpgy = 1O ph == Gop —925.1807 ®
3.28280 —19.3900
—1.69508 —2.24766
11.4237 —492.324 0.431105
1_ _ _ 2 _ 1 _ 1_
Ap' = _a17997 | 1= 10354 0.0693068, = T aip 1.96677 %)
42.4854 2.89488
-2

(Exakte Losung = = ; )
3



Hausaufgabe 9.1 (8 Punkte)
Wir betrachten den Raum L?(I,w) mit I = [~1,1] und w(x) = 1. Es sei P,, der Raum der Polynome bis zum
Grad n. Fir i = 1, 2, 3 bestimme man die beste Approximation v; € IP;_1 zu

_ 0, —-1<z<0
u(z) = x, 0<z<1

und gebe den Fehler |lu —vj[|;2(;) an. Desweiteren zeichne man w und v; (i = 1,2,3) in ein gemeinsames
Koordinatensystem.
1 1 1 /5
LGS . 7l = = 7[ = —, 7l = — —
ung. (u,ly) o (u, l) 7 (u,ls) 8\[2
. 1 11 3 1 15
vp =3 (u, i)l = vi(z) = 1 va(x) = 1 3% v3(2) = 32 LTt 33$2 @
Hier sind vy, vo und vs eingezeichnet. Die Funktion w moége man selber erginzen! ®)
2 2 i 2
lu = will™ = Jlull” = 35w, 1), ul” =3

3
5 1 1
= flu =l = 57 = 045644, [lu— vl = /57 =0.20412, fJu—vsl| = |/ 522 = 0051031 @ O

Hausaufgabe 10.1 (4 Punkte)

cos T
Es sei f(y) = 2 8Y  Man approximiere das Integral fo y) dy mit Hilfe der Mittelpunktregel, der Trapez-

VR

regel und der Simpson-Regel. Dazu substituiere man zuerst y = x?. Warum ist dies notig?

Losung.
2 T 2 s 2 2
cos 8y cos(gz?) 2(:05(8 ) /
——2zdr do =: x)dz.
/ VY2 4y 0o Vat+a? o Vai+l 0 (=) ®
IM(g) g(1) = 2.6131259,

2
I"(g) = 5(9(0) + g(2)) =2+ 0 =2,
15(g) = 2(9(0) + 49(1) + 9(2)) = L(2 + 4g(1)) = 2.4087506
Die Substitution ist notig, da f(0) nicht auswertbar ist!

)=
) =

o ®



Hausaufgabe 10.2 (4 Punkte)

Gegeben eine Quadraturformel der Gestalt I(f) = >_" , c; f(x;) zur Approximation von jj f(t)dt. Man zeige,
daf I(f) Polynome vom Grad 2n + 2 nicht mehr exakt integriert.

Losung. Definiere f(z) := " o(x — x;)? € Pa,yo. Es ist f(x;) = 0, also auch I(f) = 0. )
Aber wegen f(z) > 0Ve & {z1,...,2,} gilt f; f(x)dz > 0. ®)
O

Hausaufgabe 11.1 (8 Punkte)
NG

Es soll die Funktion f(x)= T numerisch {iber das Intervall [0,1] integriert werden.
x

(i) Substituiere im Integral = = t?. Was gewinnt man hierbei?

111

(ii) Nun fiihre man die summierte Trapezregel mit h = 1, 5, 3,  fiir den neuen Integranden durch.

)
)

(iii) Man verbessere das Ergebnis durch Extrapolation aus diesen Werten mit dem Romberg-Schema.
)

(iv) Man berechne das gesuchte Integral (nach der Substitution aus (i)) niherungsweise mit der Gauf-Quadraturformel
mit drei Knoten.

1 1 o2
2t
Losung. (i) Ve dx = dt. Damit ist g(t) beliebig oft differenzierbar (auch bei ¢ = 0), so daf
1+ 1+41¢2
0 €T 0 4+t

samtliche Quadraturarten und auch Rombergextrapolation sinnvoll sind. (&)
(i) T(1) =T = 0.5, T(3) = Th,0 = 0.45, T(§) = To,0 = 0.4344117647, T (%) = T3, = 0.4305057528 @
(iii) Ty =0.43, Tp1 = 0.4292156863, T3 1 = 0.4292037488

T59 = 0.4289411765, T3 2 = 0.4292029529, T3 3 = 0.4292071081

‘ Pogz ot (s41)? 5 8 .
(iv) /O 1+t2dt—/_1md8~§(<p(— 3/5) + ¢(v/3/5)) + 50(0) = 042946593
~——

=¢(s)

Hausaufgabe 12.1 (5 Punkte)

Man berechne das Integral LOOO xe®® dr niherungsweise mit der Gauf-Quadraturformel mit drei Knoten und
vergleiche das Ergebnis mit dem exakten Wert.

Losung. Gauf mit drei Knoten (Substitution z =1Int, t = £(s + 1)):

0 1 ! '

1 1 1
/ J;ezxdx:/ tintdt = —/ ($+1)1n<s+ )ds = _/ g(s)ds
—oo 0 4/ 2 4

~ i(g(g(— 3/5) 4+ g9(\/3/5)) + §g(O)) = —0.251845708.

9
®

Exakt:

0 1 0 0 1 0 0
/ erwd.’I}: ierw _ / €2$d$:——/ e2xdm: __1,62.'12 = _- =095

(5)

Vergleich: Fehler = 1.85- 1073
0
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Hausaufgabe 12.2 (3 Punkte)
Es sei I(f) = Y1 o o f(2;) eine Quadraturformel fiir f; f(z)dx mit dem Exaktheitsgrad m € N (d.h. E(p) =0
fiir p € Pp,). Es gelte a < xg < ... < z, < b. Weiter sei K,,,(t) := L E,([(x—t)4]™) der zugehdrige Peano-Kern.
Man zeige

K (a) = K, (b) = 0.

Losung. Esist K,,(t) = %L,(f:[(as —t)4)™dx — Y0 agl(z; — t)4]™), also der Quadraturfehler fiir die Funktion
[(z =) ]™.

Firt =aist [(x —a)4]™ = (x — a)™ fiir alle z > o und [(z; — a)+]™ = (x; —a)™ fiir alle ¢ = 1,...,n, also
Ky (a) = #(fab(x —a)"dr — Y jai(z; —a)™) = Ex((x —a)™) = 0 wegen E(p) =0 fiir p € P,,. )
Fir¢t=0bist [(z —b)4+]™ =0 fir alle z < bund [(z; —b)4]" =0firallei=1,...,n, also K,,,(b) = 0. )

O
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