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Chapter 1

Interpolation

1.1 Interpolation und Approximation von Funktionen

Gegeben seien die Funktionswerte f(xo), f(z1), ..., f(z,) mit
fo=f(z,) , 0<v<nm
in paarweise verschiedenen Knoten zg <z; < ... <z, < ... <z, € R.

Gesucht ist eine Funktion p : [zg, z,] — R mit
(1.1) plr,) =fi , 0<v<n

so dafl der Fehler p — f minimal wird.

Diese Aufgabenstellung macht nur dann einen Sinn (im Bezug auf Existenz und Eindeutigkeit
von p ), wenn nach einem p € V' gesucht wird, wobei V eine spezielle Menge von Funktionen
ist.

Zu unterscheide:

Interpolation : Finde p € V' mit (1.1) und Definitionsbereich [zg,zy] .
Eztrapolation : Betrachte p ebenso in Punkten z ¢ [zg, )] .

Fiir gewohnlich wird fiir V' ein endlich dimensionaler, linearer Funktionenraum gewéhlt (Poly-
nome, trigonometrische Funktionen, Finite Elemente). Ausnahmen bilden dabei die rationale
Interpolation, z.B.

1

————— interpoliert e *in xp=0, 21 =1
1+ (e— 1)z P 0 !

und die exponentielle Interpolation, z.B.
p(z) = a1eM® + a1e™® + ...
1.1.1 Interpolation durch Polynome und Dividierte Differenzen

Es sei
V:i=PFP, ={9:R— C, gPolynom, Grad (g) <n}
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Satz 1.1.1

Sei fo, f1, ..., fa €R und xg, x1, ..., x, € R gegeben mit x; # x; fir i #j.
Dann existiert genau ein Polynom p, € P,, mit py(z,) = f,, v=0,...n.
Beweis:

(a) Existenz :
Der Beweis wird iiber die Konstruktion der Polynome gefiihrt. Es sei

1 jifi=v
l, € P, mit I, (z;) = 0y = (rv=20,...,n)
0 jifi#v

wobei d,; das Kronecker-Symbol ist.

nor—x;
1, =
(CU) i=0 Ly — Ty
[ES%
_ (@ —xo)(@ —w1) -+ (& —@p1)(@ — Tpp) -+ (T — Tn)
12 (20 —20) (2, —21) -+ (@ = 20-1) (@ — 2011) -+ (@ — )
pn(x) = Enj folu(z) Lagrange-Interpolations Polynom
v=0

f, wird durch p, in x, interpoliert:

pn(Tk) = zn:fulu(ﬂfk) = frlp(zr) = f1-1

v=0
(b) Eindeutigkeit :
Seien p,q € P, zwei Interpolierende.
= z:=p—q € P, hat n+ 1 Nullstellen z, (v =0, ... ,n).
= z = 0 nach dem Fundamentalsatz der Algebra.

Beispiel 1.1.2

z, | -1| =310

N[

= mx) =

(2 -1)[-2+3—2—3

3
= 522(1-2?)

FEine andere mdégliche Wahl fir die Knoten ist x, (v =0, ... ,n).
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Definition 1.1.3
Dividierte Differenzen fir 0 <k, v, v+k<n:

f[xu] (: f(xu):fu) , k=0
(13) f[xl/a e axlj-‘rk] = f[$y+1’ N ,:L'V+k] — f[ZL',,, e 7'1"V+k—1} , ki > 0
Lyt+k — Ty
Unter der Annahme, daf§ die Knoten z, (v = 0, ... ,n) paarweise verschieden sind, sind die
flxy, - yxpqg) fir 0<k,v, v+k<n rekursiv durch (1.3) definiert.

Fir k=1 ist zum Beispiel

f[$ o ] _ f[:UV-H] - f[xu] . f(xu+1) - f(l'l/)
vydv+l| — Toil — Ty == Tyl —

Tabelle der Dividierten Differenzen :

k=0 k=1 k=2 k=3 k=n
o flzo]
N
f[$07 xl]
/ N\
v flr] flzo, 71, 2]
N /! N
flzr, @] flzo, z1, 12, 73]
/! N\ /!
Ty flag] flw1, z2, 23]
N\ /!
f[xQ’ I‘g]
Vs .
3 flag N
flwo, 1, .., 2]
/
f[l'nf?n Tn—2,Tn—1, :En]
/!
Tn—1 f[xnfl] f[xnf% Tn—1, xn]
N\ /!
f[xnfly xn]
/!
Lemma 1.1.4
Seien x, (v =0, ... ,n) paarweise verschieden. Dann gilt (0 <k <mn)
k k !
flwo, o] = > flw) | [ — =)
v=0 Jj=0

Jj#Fv
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Beweis:
Der Beweis wird durch Induktion iiber k gefiihrt. Fir k=0 gilt fo = f[zo] .
Angenommen, die Behauptung gilt bereits fiir k£ — 1. Es gilt

-1

k—1 -
flz1, ... axl-l—(k—l)] = Z (Ty41) H Ly+1 — $y+1
v=0 ;
f[x(h 7:6/43]
i |- 11 }
= 1, - Tk — flTo, - Xp—
- 1 k 0 k-1
1 k—1 k—1 k—1 k—1
= Z 1'1/—&—1 H Ty+1 — J,']+1 - Z f(xl/) (mV - xj)_l
T —Zo | 5 j=0 v=0 j=0
% v
_ ENTE P NS S S R ()
T ri—z )| E - Tv) | 7% k1 k1
I1 (zr — ;) v= II (zv —xy) H (zy — ;) H (zo — z5)
j=1 j=1 3=0 7=0
J#k J#v j#v j#0
e 1 T, —x9 — (1), — X1 fo
_H ($k_x]) H(xu_l‘j) I1 ($0_$J)
Jj=0 7=0 3=0
J#k Jj#v Jj#0
=1
woraus schlieffilich die Behauptung folgt. .
Satz 1.1.5
Seien xq, T1, ..., Tn paarweise verschieden. Dann gilt
(Newton-Interpolation Polynom)
n k
(1.4) pn(x) = Z [z, H (x — Tp—j)
k=0 7j=1
( Beziiglich der Basis
k
H(x—xk_j), k=0,...,n
j=1
sieht man, daf$ die Dividierten Differenzen f[xo, ... ,zx| die Fihrungskoeffizienten des Interpolations-

Polynoms sind. )

Beweis:
Der Beweis wird durch Induktion iiber n gefithrt. Fiir n =0 gilt po(z) = flzo] = fo -
Angenommen, die Behauptung gilt bereits fir n — 1> 0. Es gilt

k
Pn—1(7 foo,..., H(x—xk_j)

j=1
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pn—1(x) interpoliert fo, f1, ..., fn—1 in den Knoten =z, ... ,z,—1 . Dann kann das eindeutig
bestimmte Interpolations-Polynom p, geschrieben werden als

n

Pu(r) = po-1(z) +a- H (z — 2p—j)
j=1

£0 forx=uxz,

wobei a € R noch bestimmt werden mufl. Wahle a so, da3 p, in z, interpoliert. Unter
Verwendung der Lagrange-Interpolations Polynome 148t sich a wie folgt berechnen:

n n

an! = m—npn—l(ﬁ)+a”! = dx—"pn(x)

(1.2) n dn n (1.1.4)
= D figmti@ =mt ) fi| Il @—-w) |  7=" nlfleo, ... 2]
§=0 J=0

Beispiel 1.1.6 (Dividierte Differenzen)

zg=0 |1
0.6667
r1=15 1|2 —0.26667
0 0.0222222
To =25 |2 —0.16667
—-0.5
r3 =451
= Newton-Interpolations Polynom :
ps(x) = flwo] + (z—=0)f[zo, 21

]
+ (l’ — xg)(x — xl)f[l’o, 1, :L“Q]
+ (:C - .Z‘(])(.%’ - ZL‘l)(ZE - x2)f[£01x17x27x3]

= flzo] + (z —z0) {flxo, 21] + (z — 1) {flz0, 21, 22] + (T — 22) f[W0, 71, 72, 23]} }
= 1+ 2{0.6667 + (z — 1.5) {—0.26667 + (z — 2.5) - 0.02222}}
= p3(2.1) =~ 2.0528 .

1.1.2 Interpolation bei Aquidistanten Knoten, Tschebyscheff-Polynome

Die Bezeichnung ,, f(x) ist tabelliert fiir a(h)b “heifit, dal f an den Knoten z; mit
b—a

x; = a+ih (t=0,...,N, N= . )

zur Verfligung steht.
Variablentransformation:
s(z) = :E—ha:o sodall x = z(s) = xo+ sh

f(x) = f(wo+sh) = f;
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Gesucht ist das Interpolationspolynom p,,(z) zu f(z) an den dquidistanten Knoten z, ..., Tgiy,.
Die Dividierten Differenzen sind hier nicht von Noten, es reicht eine Differenzen-Tabelle zu
erstellen.

Definition 1.1.7
Vorwiartsgerichtete Differenzen

Ai f fs ) 1=0
s = . . .
A (A’_l fs) = N = AT >0,

Lemma 1.1.8 (Zusammenhang zwischen vorw.Diff. und div.Diff.)

1

(1.5) Firalle i >0:  fleg, ... ,Tppi] = WAl T
Beweis:
Der Beweis wird duch Induktion tiber i gefiihrt.
Fir i =0 gilt flzg] = f(zx) = fr = A fi
Angenommen (1.5) gilt fiir ¢ =n >0, dann
f[xk-, o ,l’k+n+1] _ f[‘rk—i-la [ 7$k+n+1] - f[xka R 7xk+n]
Lhk+n+1 — Tk
1 1
(s - (o)
B (n+1)h
1
— AnJrl
(n + 1)l hAnt1 L
|

Das Newton-Interpolations Polynom fir f(z) in xg, ..., Tk, 148t sich somit schreiben als

n 1 ; i—1
palz) = ) i & I (@ = z1y))
=0 7=0
f[zk,...,karn]

Fir die Knoten ergibt sich
T —Tp; = xo+sh—[ro+ (k+j)h] = (s—k—j)h

Insgesamt erhalten wir die Newton Vorwars-Differenzen Formel

n i—1 - n
(1.6) pn(;p):pn(xg—l—sh):ZAikaﬂ:ZAifk<5;k>
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Beispiel 1.1.9 (Vorwirts-Differenzen bei dquidistanten Knoten)

fi Afi A*f; A3 f;
xg = 20 | 0.34202

0.15798
x1 =30 0.5 —0.1519

0.14279 —0.00435
x2 =40 | 0.64279 —0.1954

0.12325

z3 =50 | 0.76604

3 i1
= m@) = Y Af H S
i=0 '

- ]+1
_ s 9 fs—l 15—2
= f0+Af0 + A fo1 5 5
-1/ 5
= fo+s 2 A fi fo

= p3(36) ~ 0.58778.

1.1.3 Interpolationsfehler

Bevor wir zu den eigentlichen Betrachtungen kommen noch ein wichtiger Satz, den wir im weitern
benutzen werden.

Satz 1.1.10 (Rolle’s Theorem)
Sei f(x) stetig auf a < x < b und differenzierbar auf a < x < b.
Falls f(a) = f(b) = 0 ist, dann ezistiert mindestens ein Punkt & zwischen a und b so dafs

(&) = 0 ist.
Satz 1.1.11

Sei I :=la,b) C R, a<b, zo,z1,...,2q € 1 mit x; # z; fiir alle i # j und das
Knotenpolynom w(z) wie folgt definiert.

w(x) = H (x —x) .

Sei f € C"Y(I). Dann gilt fir alle x € I, dap ein &(x) € I existiert, so daf

w(z) (n+1)
1. — Pn =
(17) F@) = pula) = 2 1D ECa)
wobei p, das Interpolationspolynom ist.
Beweis:
Sei x € I, x# x0, x1, ...,y (andernfalls ist (1.7) trivial ), = fest und ¢ := f_wp" (z). Die
Funktion

B(t) = f(t) =pa(t) —cw(t)  (t€])
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hat n+ 2 Nullstellen in I, ndmlich ¢ = =g, z1, ... ,z, und ¢ = z. Nach dem Satz von Rolle
(vgl. Analysis) hat %F n+1 Nullstellen in den gegebenen Intervallen (zwischen den /s und

x ). Das bedeutet, dafl j—;F n Nullstellen besitzt. Fithrt man diese Uberlegung weiter, wo
erhélt man schliellich, dafl g;L—TlF eine Nullstelle {(z) € I hat (sogar in dem Inneren von I )

Da auflerdem noch gilt

dn+1 dnt1
() =0, —omw(t) = (n+1)!
erhalten wir
dn+1 (nh1)
0= o (@) —pal®) = cw®)| = [TD(E@) — e(n+ 1)
t=¢(z)

Die Betrachtungen wurden fiir ein festes x € I gemacht. Daher

F@) —pae) ()
w(z) (n+1)!

Fiir f € C""(I) konnen wir Satz 1.1.11 benutzen, um den Interpolationsfehler abzuschitzen.

1
_ - _ - (n+1)
(1.8) IF = palloc = max|f(z) —pa(z)| < (n+1)!||w”oo||f oo
Beispiel 1.1.12
f(z) = sin(z)
Interpoliere f(x) durch ein quadratisches Polynom ps € Py in den Knoten xg = —h,z1 =

0,$2:h

f@) —pale) = EENEZ @) gy,

wiz) = (x+h)z(x—h) =2~z

Notwendige Bedingung fir das Mazimum von w(z) ist, daff w'(x) = 0 ist. Damit folgt
322 —h? = 0 und somit x = :l:%.

v
h h3 h3 2 h3
wEt—=)| = |—=——4=| = —=
V3 3v3 V3| 3V3
Da auferdem noch |f®) (&) < 1 gilt, folgt
V33
_ < Y=<
_max [f(@) —pa(@)] < oo h

Um einen Interpolationsfehler kleiner als 5-107% zu erhalten, mufl h wie folgt gewdhit werden

V3

< 5-107°% = h=a~001
27
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Es 1a8t sich nicht immer lim, o ||f — Pnllcc = 0 erreichen. Ein Gegenbeispiel dazu ist
, —5<x<5h

In (1.8) kénnen wir im allgemeinen nicht die Konstante ||f("*+1||o, verkleinern; aber durch eine
spezielle Wahl der Knoten kénnen wir ||w|loc minimieren. Der Einfachheit halber betrachten
wir nun die Interpolation im Intervall J := [—1,1]. Der allgemeine Fall kann immer auf diesen
zuriickgefiithrt werden.

1 1
olx) = S(a+b)+ (- a)e
erfilllt I = ¢(J), wobei I = [a,b] gilt und ferner

1f = pnllreo = 1£(0()) = Prle( )l 700

Definition 1.1.13
Die Polynome T, € P, mit
(1.9) T, (z) := cos(narccosz)

heifsen Tschebyscheff-Polynomials (1.Ordnung)

T, sind Polynome, da
TQ(:E) =1
(1.10) Ti(x) = =z
Toi1(x) + Tho1(x) = cos(n+1)¢+cos(n—1)¢

= 2cosnecos ¢

= 2T, (x)x mit ¢ := arccosz
d.h.
(1.11) Thi1(z) = 22T, (x) — Th—1(x)
Nullstellen der T,
Es gilt fiir ganzzahlige k&
1

N arccos ry = (k+§)7r . wp € J=[-1,1]

und somit
k+ 3
(1.12) T = COS ™ (k=20,1,2,... ,n—1)
n

Aufgrund der Symmetrie von cos und seiner Periode 27 erhalten wir fiir alle anderen k keine
weiteren xy

Extrema von T,
Aus (1.9) folgt |T5,(x)| < 1. Somit ist T7,(yx) maximal oder minimal fir yi, € J mit |1, (yx)| = 1.
Weiter ist narccosyr = km und so

k
(1.13) Yk = cos?7r (0 <k <n

Dies sind schon n 4+ 1 verschiedene y; und mehr (zwei Randextrema und (n — 1) innere
Extrema) kann 7;, als ein Polynom n—ten Grades nicht haben.

Bevor wir den néchsten Satz beweisen kénnen, betrachten wir das folgende Lemma.
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Lemma 1.1.14
Sei Qn = {qn € Pn; 25 qu(x) = nl}. Dann gilt

Joo = 28" ]l jee = 217"

1.14 i
( ) Hgg HQn

n n

Beweis:
Aus (1.10) und (1.11) folgt, dafl T;, als fiihrenden Koeffizienten 27~! hat, d.h. 2'7"T, € Q, .
Dann ist das Minimum kleiner gleich 2'=7 .

Angenommen, es existiert ein ¢, € Q, mit ||g,|| <2'™™. Setze ¢ := ¢, — 2! "7}, . Dann ist
_ _ol-n < 0 , fiir gerade k (T(yp) = 1)
a(yk) = anlye) =2 "Tn(ys) { 0 | fiir ungerade k (T(sy) — 1)

Ist ¢ € C(J), so wechselt ¢ in Jn—mal das Vorzeichen, d.h. wenigstens n Nullstellen.
Ist ¢ € P,_1 soist ¢ = 0 was ein Widerspruch zur Annahme ist.

[ ]
Satz 1.1.15 .
Das Knotenpolynom w(x) = H(x —x,) € Ppy1 mit der kleinsten oco-Norm ist das Polynom
v=0
(@) = 2T (@) mit onsioes = 27"
Beweis:
Wnt1 € Qn—1 . Somit folgt die Behaupung durch die Anwendung von (1.1.14). -

Aus (1.8) folgt, dal wir in J in den Tschebyscheff-Knotenpunkten

k+ 3

T} = COS ™, k=0,...,n

fir f € C™"1(J) die folgende Abschiitzung haben:

1
1.1 — < (n+1)
(1.15) 1f = Pnllree < 2N(n+1)!Hf 17,00

1.2 Hermite-Interpolation

Sei I := [a,b] C R. Mit den Daten f(z,) =: f,, f'(z,)=:f,, v=0,...,n einer glatten
Funktion f konnen wir auf eine ,,informationsbewahrende Art“interpolieren.

Satz 1.2.1
Es existiert genau ein Hermite-Interpolations Polynom hopy1 € Popy1 mit

(1.16) honsr (@) = fo . yy(m) = £, (0<v<n)

fir paarweise verschiedene Knotenpunkte x, , v=0,...,n.
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Beweis:

(a) Eindeutigkeit :
Seien hopt1 und gon41 zwei Polynome mit dieser Eigenschaft. Dann ist hopt1 — gont1 €
Py i1 und hopt1—g2n+1 hat n+1 doppelte Nullstellen z,,, denn hop11(2,) = fu = gon+1(xy).
Dies wiederum bedeutet, dal ho,11 — gont1 = 0 ist, woraus die Eindeutigkeit folgt.

(b) Ezistenz :

(1.17) hont1(z) = z”: Jokv(x) + z": fomu(z)
v=0 v=0
mit
{ k() = [1—20(z,)(z—x,)] 2(z) ({2(x) 2n-degree)
(1.18)
my(z) = (v —x) ()

wobei [, das Lagrange-Polynom ist. Es ist
ku(l'u) = mly(af;”) = 51/,u ) kly(xu) = mu(l‘#) =0

Durch Einsetzen ergibt sich

und

Analog dazu erhalten wir:

Korollar 1.2.2
Seien wg, 1, ..., rn € I paarweise verschieden, f € C*"*2(I) wund hony1 das Hermite-
Interpolations Polynom zu f wund xg, x1, ..., Tn . Dann

2

w(z

(1.19) VoI 3EET f(2) ~ haniale) = oo fO e(o)
Beispiel 1.2.3

Gesucht ist das Hermite-Interpolations Polynom von

f(z) == sinx in o =0, $1:g

T, 0
(x): sinz
"(): coszx |1

=
O ol
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Mit (1.17) ergibt sich

hg(x) = 1- kl(l’) +1- mo(a;)

/ 2
m (xz—0 x—0 4 4
: _ oy . L Ty
mit ki(x) 2(x 2)<%_ )](%—0> S (3 7ra;)
z—I\° 4
4 4 5 T 9
= hg(x): px[?)ﬂi—;x +(l’_§)]
NR: f{e@-5)}=@-F+ar=0 = z=j

Wegen (1.19) gilt

l? ]l

1 7 \2 1 [ 72 2
Iolloe  payy < L oY < L (™Y o
n e = 55 (m?X z(z 2)> Y (16) 0-016

als eine obere Schranke fir den Fehler.

Hf - h3”oo <

1.3 Stiickweise polynomiale Interpolation

Es werde I = [a,b] in Aquidistant Subintervalle

I :=xi—1,2] , zi=a+ih (i=0,...,n), h=

zerlegt und eine lineare Interpolation in jedem I, durchgefithrt. Dann kann die Losung zu den
Daten fy, ..., fn sofort gegeben werden und zwar mit Hilfe sogenannter Hut-Funktionen ;.

Stiickweise linear Interpolierende :

n

(1.20) e(x) = > fipi(x)
i=0
T — T
Tll , T € IZ
mit pi(r) = Tl 72 €l
h )
0 , sonst

Schrinkt man ¢ auf Ij; ein, also |, = fr—19k-1(z) + frpr(z) , so sieht man

o(xp—1) = fom1- 14+ -0 = fra
o(xr) = fim1-0+fi-1 = fi

Bemerkung 1.3.1
Somit ergibt sich fiir den Fehler die Abschdtzung :

1
_ — _ < - (n+1)
1 =Pl = max 2) = pua)] < oy plllel £+l
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und
1
17 ~llroe = max If = lroe < max 5 foillzeoll 1,00
h2 " 2
= LIl Jor feCHD)
Bemerkung zu der zweiten Gleichung:
w; = (x—zi—1)(z — x5)
dw; T+ T
de‘Z = 2r—x;,—x;,1 =0 = 332212”
T —wi—1\ (Ti-1—x;\ _ h
o = ( 2 > ( 2 ) ~
h2
> il = =
Satz 1.3.2
Sei feC*(I), ¢ € Py wiein (1.20) und z; dquidistant gewihlt. Dann gilt
h2 1
(1.21) If =elree < 5 150
/ / h2 1"
(1.22) Hf - ||I,oo = ||f |I,oo
Beweis:

(zu (1.21) Mit Satz 1.1.11 ergibt sich

1 1
If = elli—io0 < 9 Hf”H],oo [z —2zi)(z—zi)l; 0 = 9 ||f//HI,oo [l

Mit den obigen Bemerkungen zu w ergibt sich

1,00

< h " — h? 1"
(zu (1.22))
Hf/ - ‘Pl Ioo = mZaX Hf/ - (P/HL',OO
In I; gilt:
h(f'(x) = ¢'(z))
= @ - — e - [
Ti_1

= (v —wi)f(x) - (!L"z'f'(wi) —xiq f(wiq) — tf'(t)

i I O
Ti—1

T

1—1
T

Ty

Ti—1

= —xi7f//(t)dt—$i—1 / ffydt -+ /tf”(t)dt

= [-af®de+ [ -0t

Ti—1
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Dann folgt

T

WF@) = ¢ @) < f“fl,oo{ [ =wiit+ [ =
!

= 1oy (@ = wimn) (@i — 2)%)

h2
T

IA

und somit die Behauptung.

1.4 Interpolation mit kubischen Splines

Definition 1.4.1

Sei I:=la,b], feCYI), z:=a+ih, I:=[r; 1,2 .

¥ : I — R heifit (vollstandiger) kubischer Spline zu f

& (i) e C*() (iii) ¥(x;) = f(z;) = fi (0<i<n)
(it) Y€ P3(L;) (i=1,....,n) () ¢'(a)=f(a), ¢'(b)=f'(b)

Bemerkung 1.4.2
Bedingung (iv) sichert die Eindeutigkeit. Wird stattdessen gefordert :

(i) "(a) = b(B) = 0

so spricht man von einem natiirlichen Spline (mit weniger guten Approzimationseigenschaften,
da weniger Informationen tiber f wvorliegen).

Satz 1.4.3

Sei x;, f; wie in Definition 1.4.1. Dann existiert genau ein vollstandiger kubischer Spline

zu f.

Im folgenden wird eines unserer Ziel der Beweis zu diesem Satz sein. Um den kubischen Spline
bestimmen zu konnen, muf§ die Zahl der Freiheitgrade der Gleichung in (ii) gleich der Anzahl
der aus (1.4.1) folgenden Bedingungen sein.

(41) 4 4 4 4 Freiheitsgrade = 4n
a =z T To ... Tp—o Tp—1 Tn=0>0
(i) 3 3 ... 3 3 Bedingungen :
(i) 1 1 1 ... 1 1 1 3n—1)+(n+1)+2=4n
(iv) 1 1

Aus der Bedingung (i7) folgt: ()|, = a; + bix + cix? + dia?
So erhalten wir fiir jedes I; 4 Freiheitsgrade. Andererseits sind die Bedingungen in den Knoten-
punkten gegeben. Daher ist (iv) notwendig fiir:  f Freiheitsgrade = f Bedingungen.

Fortsetzung des Gitters :

r;=a+th, 1 €7, Ii:[:ci_l,xi], 1€
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SE o= {@EC(IR) , |, linear ViEZ} Raum der stiickweise linearen
und stetigen Funktionen
S = {¢€C2(R) , Yl €Ps ViEZ} Raum der Spline-Funktionen
Sto= Ay, i€}
% ,x €1
mit pi(x) = % cze i
0 , sonst

Bemerkung 1.4.4
(1.23) eSSy < Y'es)

Satz 1.4.5
Sei feCA(I) mit I =la,b] und 1 der zugehérige Spline, x; = a+ih , h = |I;|. Dann gilt:
E's existiert eine Konstante ¢ > 0, so dafs

Hf(i) -yt I,00

- FREE < eh'™ (i=0,1,2,3)

Ik,OO

Es stellt sich die Frage, ob sich mit ¢; eine Basis v; von S,?; bilden 148t. Dazu werden wir das

Doppelintegral
/ / wi(t) dtds

—0o0 —O0

betrachten. Als Einschrankung fiir unsere Basiselemente 1; soll der kleinste kompakte Tréager
um x; herum gewahlt werden.

xi(z) = /w/sgoi(t)dtds

—0o0 —00
0 0
. .| Tmmia | @ Tio1)?
_ / / h _ / 2h
—00 —00 J:H_lh_ i —00 h — 7(x1+12h_ ZC)2
0 h
0 xZ S Ti—1
T — i 1)3
- 6hz ) i1 <z <
- 1

@(wiﬂ — ) —h(zig —x)+h? z<a <z

Wz — wip1) + h? T > Tit
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x; hat keinen kompakten Trager. Damit agy; + ayXi+, einen kompakten Trager besitzt,
mul agx; + ayXity fiir nicht-triviale ap und a, verschwinden, also

0 = aoXi+ GwXitv
= h(ao+ay)(z+ h)—h(aozit1 + avTitv41) fiir grole x > 1
=0
= —h((ao + a)Tit1 + ap(Tisv1 — Tit1))

Da dies nur fir ag = a, = 0 gilt, besitzt agx; + ayxi+r ebenfalls keinen kompakten Tréger.
D.h. eine Linearkombination von drei verschiedenen y;’s liefert den kleinsten Trager fir

WP = a_ixio1 +aoxi +aixin = 0 fiir groBe x> 1
also

0 =h(az1+ao+a)(x+h)—h[a_1z; + aoxit1 + a1xiy2] = —h [h(ao + 2a1) ]
| S —
=0

mit z; =0, z;41 =0+ h und x,42 = 0+ 2h) . Normalisierung:

1 2
% = 33 ﬁaoz—ﬁ7a—1:ﬁ
liefert schliefllich die B-Splines (Basis Splines):
0 ;o &< T
3
T — i .
( 643 2) , 1 Ii—l
(v; — )3 (v;—12)% 2 _
B R i B
(1.24) 7 (x) =
(x— )% (2 —mx)% 2 )
2n3 h2 + 5 , 11 Ii+1
3
xT; — X .
( +62h3 ) . in I
0 y L2 Tigo

Bevor wir diese Splines weiter betrachten, noch einige andere Aussagen.

Satz 1.4.6
Sei f € (D4[a, bl und v ein interpolierender kubischer Spline, a = xq,...,z, =b (dquidistante
Knoten). Dann existiert eine Konstante ¢ > 0 wunabhdngig von h = x; — x;—1, so daf gilt

1=l < eb*|r@]
Hf//_w//HOO < 2h2Hf(4)HOO .

Auflerdem
max |f//(35k) - w/l(xkﬂ < of Hf(4)H

k=1,....m %s)
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Lemma 1.4.7
Sei 1 € SP(I). Dann existiert genau ein A € R3S | AT = (A4, Ag,..., Any1) mit

n+1

vlz) = Y Avl@)
v=—1
wobei x € I =[a,b] =[xg,...,x,] ist.
Beweis:
In den Knotenpunkten gilt fiir jedes solche A, (v =0, ... ,n):
Au—1¢y_1($u) + Al/w]/ (-731/) + Ay+1¢y+1(xu) = Au—lg + Ay§ + Ay—l—lg = w(fCO)
/ ! ! 1 1
Al,,leB_l(.%,,) + AV¢VB (xu) + Au+1¢yB+1(xu) = _Auflﬁ + Au+1ﬁ = ¢,($0>
insgesamt
1 0 1 Ay By (wo)
14 1 Ag (o)
14 1 Ay (1)
(1.25) - o : =
1 4 1 Ay, U(xy)
10 1)\ A by ()
det # 0
Somit ist A eindeutig. .
Beispiel 1.4.8
(a) Finde den vollstindigen kubischen Spline 1 fir
f(z) =sinz — 2sin®z in I = [0, 7]
in den Knoten xp =k% , k=0,...,n, n=4, h=7 als eine Linearkombination von
geeigneten B-Splines.
Es sind die Funktionswerte wie folgt gegeben.
F10) f0) f(5) f(5) FCF) f(m) f(n)
1 0 0 -1 0 0 -1
42 Ao £(0) + 5£(0) x
141 Ay f(3) 0
(1.26) = 1 4 1 Aoy = | f(%) = -1
1 4 1 As f(?%) 0
2 4) \ A (m) — 4/(m) %
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5
Es ist det L # 0 und somit ist (z) = Z AP (z) mit

v=—1

1 7
<A0::144::‘_Z‘+'Z§W, A = Az =

™

247

N

1 1
Ay = A —2hf'(0) = 5—1—§ , A5:An+1:An_1+2hf’(7r):5_1_1
(b) Bestimme

™

3
0 = X A (D) = S Al () = (A - 24 + 49)

2 (/1 = T 7 2 /9 « 722
~wmwtd) (i) T e
(¢) Berechne f"(3) und |f"(3) —¢"(3)].

1 1
f(z) = sinz — 2sin’z = sinx—§(3sinx—sin3x) = §(sin3x—sinx)

1 1
f(z) = 5(30033x—00sx) , () = —5(951n3x—sinx)
Wir erhalten

1
£ (g) _ (g)‘ = 1659 = a  mit f'(3) = —5(-9-1) =5
Desweiteren
1 1
() = —5(27cos3x—cosx) , D) = 5(81sin3aﬁ—sinm)
Mit Hﬂ@Hm < 3(81+1)=41 folgt
2
Hf//_w”HIoo < 2Hf(4)HI Ch? < QE-ZLI = 50.581723

72 1
und so 2—41 - — = 30.489284 .
16 a

Definition 1.4.9
A € R™"™ heifit streng diagonaldominant genau dann, wenn gilt

n
Z lak| < |akk] firalle 1<k<n
=1

14k
Ist A streng diagonaldominant, so existiert seine Inverse A~!.

Lemma 1.4.10 (Eindeutigkeit)

Sei 1 € SP(I). Es existiert wenigstens ein A € R AT = (A_1, Ao, Ay, ..., Ap, Apy1) mit
n+1
=3 AP

v=—1
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Beweis:
In Knotenpunkten gilt fir jedes solche A ,;(r =0, ... ,n):
Az/fﬂby—l(xl/) + Al/d}y (':L'l/) + Au+1wy+1($u) = Auflé + Aug + Au+16 = 111(331/)
! !/ / 1 1
Aprty (@) + Ay (w0) + Avrtiia (@) = —Avagp + Avngy = ¥(@)
insgesamt:
-1 01 Ay B! (o)
141 Ao (o)
14 1 Ay (1)
1
(1.27) KA = 6 =
1 41 Ay, Y(xy)
-1 0 1 An+1 %wl(xn)
Die Matrix K ist streng diagonaldominant.
4 2
1 4 1
det (6K) = det £ 0
1 4 1
2
Somit ist A eindeutig. .
Lemma 1.4.11 (Existenz)
Sei |, linear. Dann existiert genau ein A € R™3 mit
n+1
Y= Z Auwz]/:?f
v=—1
Beweis:
Lose fir v=0,...,n
n+1 \ n+1 , |
Z¢VB(xV) =1 ’ Zwl/ (SL‘,/) =0
v=—1 v=-—1
n+1
Dies impliziert » VB (z) = 1];. Da 9B , e P3(1,), ist
v=—1 o
n+1 1
Z :c,ﬂ/)f(a:,,) = & (1 +4x, +201) = 24; (bn=0,1,...,n)
v=—1
jasy : 1
Yowdy () = o (trper+0+zun) = 1

v=—1
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Insgesamt erhalten wir
n

Z xuwf(x) = z|;

v=—

Es 148t sich jede lineare Funktion durch Kombination dieser beiden Funktionen bilden.

Kommen wir nun zum Beweis von Satz 1.4.3.

Beweis:

[zu Satz 1.4.3]

Sei I =la,b], z;=a+1th, z, =0. Fir die Existenz ersetzt in (1.27) ¢ durch f. Die
Losung A ist eindeutig definiert durch

(1.28) po= Y Al

und erfiillt die Bedingungen (i) — (iv) von Definition 1.4.1.
Fiir die Eindeutigkeit ist die lineare Unabhéngigkeit der Basis {@Z)E } in S3(I) gezeigt worden
mit Lemma 1.4.10. Es verbleibt die Vollstandigkeit zu zeigen.

Sei ¢ € SP(I). Somit ist " € SHI). Sei M; := ¢"(z;), (0 <i<mn). Auf I gilt

n+1
Y = ZMI»% =: M7y mit
=0
MT = (07M07"'1Mn70) ) SOT = (@71,900,---780n7§0n+1)
Daher ist ¢ = MTT Ty mit
-2 1
1 -2 1
] 1 -2 1
. +3)x(n+3
T = S € RO
1 -2 1
1 -2

1 -2 1
1 1 -2 1 P2
" = M'T 1@ A @
) ) ) O
1 -2 1 "
n+5
in I !l
Doppelintegration von 1" :
X S
/ W dt ds
zo Jx0
liefert
1 -2 1
1 1 -2 1
b= MT . X +1
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mit x analog zu ¢ und I(z):=azx+b.
Mit Lemma 1.4.11 folgt die Existenz von B € R™3 mit [ = BT¢? in I. Somit ist
v = (MTT1 4 BT) 9P = NTyP =y span{{y,.. 0l 1)
Aufgrund von Lemma 1.4.11 ist N eindeutig. .

Bemerkung 1.4.12
Auf eine ahnliche Art und Weise wie in Lemma 1.4.10 erhalten wir:

-1 0 1 Ay B f'(xo)
14 1 Ao (o)
A
(1.29) é 1 "4 '.1 :1 _ f(:?:l)
141 A, F(n)
-1 0 1 Apia bt (an)

Es folgt 1 = ATYB  (qute Kondition) !!

Wir definieren

4 2 f(ao) + % f' (o)
i Ao i 1 4 1 40 B f(ﬂ'Ul) -
asr| : =g o | = ; -
An 1 4 1 An f(l'n_l)
2 1 f(an) — %f,(xn)

mit A1 = A; — 2hf’(x0) und An+1 =A,_1+ 2hf/($n) .

Lemma 1.4.13
Sei A,, M wie im Beweis zu Satz 1.4.3. Dann ist

2[(f1 = fo) = hf'(x0)]

. fo—=2f1+ fo
(1.31) LM = — : = deR""!
fn - 1fn—1 + fn—2
2[hf/($n) - (fn - fnfl)]
Beweis:
h2MT¢ _ h2¢“ — hQAT(Q]Z)B)//
-2 1 Ag A4
1 -2 1 Aq 0
_ . . : 4 .
1 -2 1 A,_q 0
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-2 2 Ag —f"(z0)
1 -2 1 Ay 0
(1.30) L : 4 on .
1 -2 1 Ap_y 0
2 -2 A, f(zp)
-2 2 —f"(o)
1 -2 1 0
= . L7 Yg+2n
1 -2 1 0
2 -2 f(zn)
—f'(x0)
0
= 6(L-I)L7'g+2hn :
0
f(zn)

Woraus die Behauptung leicht folgt.

Bedeutung von (1.31):
Linearkombination von M;’s (in mittleren Zeilen) = 2"¢ (symmetrisch) Differenzenquotienten.

Lemma 1.4.14

L oo < 3 (L7! existiert z.B. mit Gerschgorin)

Beweis:
Sei z,y € R"” und ||z|x = |z;| mit Lz =y. Dann ist

6ly;| = [dx; + 2z or [dwj + a1 + i1 > (4 —2)|z;] = 2|z

woraus schliellich die Behauptung folgt.
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Lineare Gleichungssysteme, direkte
Verfahren

2.1 Vorbemerkungen

Sei A eine (m,n)—Matrix.

aml am2 - Gmn

mit a; € R.(A € R™") (evtl. auch a;; € C, d.h. A € C™*" | bei LGS selten (evtl. Aufteilen
in Real- und Imagindr—Teil), aber bei Eigenwertaufgaben).

Der Vektor
1

r = (")t = : € R™

ERREE)

Tm

sei die rechte Seite des folgenden Linearen Gleichungssystems bei dem der Vektor & gesucht ist.
(2.1) Az =r
Dies 148t sich schreiben als:

ap1x1+...+ampry, = 71
(2.2)
11+ ...+ amnTn = Tm

Das zugehorige homogene LGS ist

(2.3) Az =0=| : | e R"

25
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Aus der Linearen Algebra ist bekannt:
Hat (2.3) genau p linear unabhéngige Losungen, z.B. M .z ¢ R" und existiert eine
spezielle Losung x(®) von (2.1), so ergibt sich jede Losung von (2.1) in der Form

c® e 4 4 cp:c(p)

mit ¢; € R beliebig.
Ist m=mn, also A€ R™", so gilt folgendes ( D :=det A ):
D #0 < (2.3) hat nur die triviale Losung « = 0
< (2.1) ist fiir jedes r € R" eindeutig losbar.

D=0 < (2.3)hat (0 <)p <n linear unabhéngige Losungen

und (2.1) hat unendlich viele Losungen oder ist unlosbar

Fiir den Fall D # 0 gilt auBerdem: x = A~'r ist in geschlossener Form darstellbar.
Cramersche Regel:

Dy,

D

dabei geht Dy aus D durch Ersetzen der k—ten Spalte durch = hervor. Ungiinstig fiir die
Praxis.

T —

2.2 Der Gaufische Algorithmus

Zunéchst betrachten wir das lineare Gleichungssystem (2.2) mit m =n und det A #0.
Sei a7 # 0. Dann gilt fir 1 =2,...,n

W
neue i-te Zeile = alte i-te Zeile — —% . 1.Zeile
ail
Somit
a11r1 + apprs + -+ ATy = T
(2.4 0 + | ahxe + - 4+ abx, = 1%
0 + | alore + 0+ ap,T, = T,

Das Verfahren wird auf das (n—1) x (n—1) LGS fortgesetzt. Voraussetzung dafiir ist wiederum
aby . Ist dies nicht der Fall, so wird eine Zeilenvertauschung durchgefiihrt, um diesen Zustand

zu erreichen.
Schliefilich erhalt man ein LGS mit A-Matrix:

aj1r1 + appxy + - + A1nTn = 1
ahos + -+ ab,x, = Th
(2.5) :
aly N, = 7Y
Jetzt werden die z; in der Reihenfolge x,,%p—1,...,21 rickwirts bestimmt.

3

Bemerkung 2.2.1
Der Gaufs-Algorithmus hat in dieser Form = "5 Multiplikations und Divisions Operationen.
Die Cramersche Regel inclusive der Entwicklung der Determinanten Dy, D1,..., D, bendtigt

4
~ ~
~ &= Operationen.
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2.2.1 Methoden zur Rechenstabilitat
Skalierung

Wenn die Elemente von A nicht die gleiche Gréflenordnung haben, dann werden Zeilen und
Spalten von A mit geeigneten Faktoren multipliziert (bei Spalten: x; — ax; = Z; ). D.h. Es
werden zwei Diagonalmatrizen Di, Do bestimmt mit A’ = Dy AD5. Angestrebt wird dabei fiir
alle 7,1 =1,...,n:

n n
Z |agy| = Z ‘a;‘l‘
k=1 j=1

A’ heiit dann aquilibriert. Die Bestimmung von D; und Dy ist allerdings im allgemeinen
schwierig. Daher wahlt man der Einfachheit halber Dy = F und

d 0 - 0
0 do "~ . 1
(2.6) Dy, = mit d; = ————
() ' > k=1 |aik]
0 -~ 0 d,
Pivotwahl

Elemente von A haben bereits gleiche Groflenordnung. Sei zum Beispiel
0 < |CL11| < ‘a’i1| (ZZQ,,TZ)

Dann ist Gaufl in der herkémmlichen Form (2.4)/(2.5) mdglich (natiirliche Pivotwahl). Da
sich jedoch bei der Division eine grofle Fehlerfortpflanzung ergibt, verwendet man h&ufiger die
folgenden Methoden.

e Partielle Pivotwahl
In der 1.Spalte von A (bzw. in den weiteren Schritten im jeweiligen ”’Rest”* des LGS)
wird das betragsgrofite Element (Pivotelement) gesucht und (jeweils) die 1.Zeile mit der
Zeile des Pivotelements vertauscht.

e Totale Pivotwahl
In A (bzw. in den weiteren Schritten im jeweiligen "’Rest”* des LGS) wird das be-
tragsgrofite Element gesucht und die jeweilige 1.Spalte und 1.Zeile mit Spalte und Zeile
des Pivotelements vertauscht. (bei Spaltenvertauschung auf Gesamtmatrix ausdehnen)

Bemerkung 2.2.2
Die totale Pivotwahl ist im allgemeinen stabiler, aber aufwendiger. Daher wird meistens nur die
partielle Pivotwahl verwendet.

2.2.2 Weitere Bemerkungen zu Gauf}

1) Berechnung der Determinante

Ist die Determinante von A ungleich Null, so sind bei Gaufl zwei Operationen méoglich.
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1) Addition und Subtraktion von Vielfachen von Zeilen zu anderen Zeilen verdndern die
Determinante nicht.

2) Jede Zeilen- bzw. Spaltenvertauschung dndert die Determinante um den Faktor —1.

Aus (2.5) ergibt sich mit zusétzlichen Vertauschungen:

(2.7) det A = (—1)%ayidhy - a(D)

nn

wobei 0 die Gesamtzahl der Vertauschungen ist.

2) Mehrere rechte Seiten, Inversenbestimmung

Schema fir Gauf:
ail - Glp | T1 || S1

anl ' Qun | Tn |l Sn
z.B. mit partieller Pivotwahl fithrt uber (2.4) schlie8lich auf

air - a1n 1 51
/ / / /
155 R ) ) Sg

a’ELrZ;L—l) n(]n—l) Sgln—l)

So ist es moglich, eine neue rechte Seite s in das Schema einzufiigen, so dafl die Dreieckszerlegung
von A nur einmal durchgefiihrt werden mu$.

Beispiel 2.2.3
Es soll A=Y(=: X) durch losen des Matriz-LGS A- X = E bestimmt werden. D.h.

ai; - Qg Tl ot Tin 1
Gn1 - Gnn Inl *° Tnn 1
wobei die Spalten von X die Vektoren &1, ... ™ bilden. Somit ist zu l6sen:
1
0
Az = .
0
d.h.
apnzyy + o0+ apTn = 1
a1x11 + -+ amTpr =
ap1T11 + 0+ AppTpr = 0

Entsprechend fir die Vektoren x®, ... x™ .
Es werden hierbei nur =~ 4/3n® Operationen benditigt anstelle von - .
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3) Die LR-Zerlegung

Sei Ae R"™" det A#0 und F € R™" die Einheitsmatrix.
Fir p# ¢,1 <p,q<n sei

1

0 e 1 «— p-te Zeile
(2.8) Epg =

1 cee 0 «— q-te Zeile

D.h. p-te und ¢-te Zeile von E sind vertauscht.
Es gilt E!, = Epq = E,; (Beweis durch Nachrechnen). Somit

Y4
ail o Aln ail s Aln
apl DY apn aql PEEEEY aqn
Epg- A = Epq =
a/ql e a/qn apl DY apn
an1 - Gnn an1 - Gnn

D.h. E,;A vertauscht die Zeilen p und q von A . Entsprechend vertauscht AE,, die Spalten.
Somit sieht der 1.Schritt bei Gaufl mit partieller Pivotwahl wie folgt aus:

Pivotelement a,1 = (A — EjpA)

Die Matrizen C}, heilen Frobenius-Matrizen.

(2.9) c, =

Fir A e R"™" beliebig, bedeutet Cp, - A:

Das ¢,p-fache (pp=p+1,...,n) der p-ten Zeile von A wird zur p-ten Zeile von A addiert.
Entsprechend bedeutet A - C),:

Das cyp-fache (p=p+1,...,n) der p-ten Spalte von A wird zur p-ten Spalte von A addiert.
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Insbesondere gilt fir A= C),:

1
1
2 v _
=G 2ept1p 1
2¢np 1
Somit E + C’g =2C) , bzw.:
1
' =2E-C, = !
P b —Cpt1p 1
—Cnp 1

Bevor wir den néchsten Satz beweisen noch ein paar Definitionen. Eine Matrix P, die in jeder
Zeile und in jeder Spalte genau eine ”’1”‘ und sonst Nullen besitzt, heifit Permutationsmatrix.
Die Zerlegung PA = LR heifit verallgemeinerte LR-Zerlegung von A .

Satz 2.2.4
Jede requldre Matriz A besitzt eine verallgemeinerte LR-Zerleqgung, d.h. zu A ezistieren eine

Permutationsmatriz P, eine untere Dreiecksmatriz L wund eine obere Dreiecksmatriz R, so
daf gilt: PA=LR.

Beweis:
Mit den Frobenius-Matrizen 148t sich der Beweis nun wie folgt fiihren.
Die nach dem ersten Gaufl-Schritt erhaltene Matrix bezeichnen wir mit B, also

1.Schritt : B := E1,A = (big)

Fir ¢; = %, (t=2,...,n) sieht nun der weitere Schritt so aus:

2.Schritt :  C;'B = C;'Ej,A
Dieses Vorgehen setzt man weiter fort, also
1.Schritt :  Ey, (C;lElpA)
2.8chiitt 1 Cy ' Eay (C7 ' ErpA)

und so weiter.
Theoretisch ist es moglich alle notwendigen Zeilenvertauschungen vor samtlichen Eliminationen
durchzufiithren. Das heifit, zunéchst bildet man

Enfl,sEnf2,t e E2qE1p -A = PA
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Dann wird der Gau3-Algorithmus mit der natiirlichen Pivotwahl durchgefiihrt.

(Wegen det A # 0 muf in der Restmatrix in der ersten Spalte ein Element # 0 sein!) Somit
ergibt sich:
PA = C1Cy---Cp—1R =: LR

wobei
1 1
1 0 1 Co1 1
cop 1 ) ;
Cl CQ = . i . C32 1 = : C32 1
Cnl 1
0 cpo 1 Cnl Cp2 1
Fiithrt man diese Matrixmultiplikationen fur alle C;,7 =1,...,n durch, so erhdlt man
1
co1 1
L = : C392 1
Cnl Cp2 - Cpn-—1 1

d.h. L enthilt gerade die Eliminationsfaktoren.

4) Der Fall det A =0, rechteckige Matrizen und Rangbestimmung

In diesem Fall wird der Gaufl-Algorithmus entsprechend, notfalls mit der totalen Pivotwahl,
durchgefiihrt bis nur noch Nullzeilen {ibrig bleiben.

Beispiel 2.2.5

11
A= 1 2
2 3

0
6]
6

Tt W N

Gesucht ist der Rang der Matriz A, wobei dieser die maximale Zahl der linear unabhdngigen
Zeilen bzw. Spalten ist. Der Rang einer Matriz ist invariant gegentiber den Gauj$-Operationen.
Hier wenden wir Gauf§ mit totaler Pivotwahl an. Das Pivotelement ist in der obigen Matrix
schon markiert. Es sind also die Zeilen 1. und 2. sowie die Spalten 1. und 4. gegeneinander
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zu vertauschen.

6 2 3 1|-(—1)
01 2 1|+
6 3 5 2|-(1)
6 2 3 1

01 2 1] 2.und 3.Spalte vertauschen
011 2 1

6 3 2 1

02 1 1[(=1)
0 2 1 1]|«—+
6 3/2 1

0 2|1 1
0000

Wir erhalten zwei linear unabhdngige Zeilen, folglich ist Rang(A) = 2, d.h. der Rang einer
Matriz ist jeweils die Reihenzahl der in der Nord-West-Ecke stehenden requldren Matriz.

2.3 LGS mit positiv definiten Matrizen

Definition 2.3.1

Sei A € R"™™. A heifst symmetrisch genau dann, wenn fir alle i,k gilt: a; = ap;
(& A = AT . Die symmetrische Matriz A ist positiv definit genau dann, wenn fir alle
x € R" mit x #0 gilt: 7 (Ax) > 0. Die symmetrische Matriz A ist positiv semidefinit
genau dann, wenn fir alle € € R™ mit © #0 gilt: = (Az) >0.

Bemerkung 2.3.2
Fiir positiv definite Matrizen ist die Hauptdiagonale positiv: a;; = eZTAei > 0, wober e; der
i-te Einheitsvektor ist.

Unsere erste Aussage ist eine Verallgemeinerung, die fiir Anwendungen jedoch unhandlich ist.

Lemma 2.3.3 (Kriterium von Schur)
Die symmetrische Matriz A ist genau dann positiv definit, wenn a1 > 0 und alle Unterdeter-
minanten grofier Null sind, d.h.

ap - a13
>0 , : >0, ... , detA >0

az1 -+ ass

a1l a2
a21 Q22

Bemerkung 2.3.4
A positiv definit < alle EW von A sind grofier Null.

2.3.1 Die Cholesky-Zerlegung, Bandmatrizen

Es sei das lineare Gleichungssystem Ax = r gegeben mit A positiv definit. Hier ist eine
LR-Zerlegung mit P = E moglich: A = LR . Allerdings wiirde dabei die Symmetrie zerstort
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werden. Die folgende Zerlegung dagegen bewahrt diese Eigenschaft.

S11 *°°  Sin
(2.10) A=STS mit § = o , si > 0(i=1,...,n)

Snn

Diese Zerlegung heifit Cholesky-Zerlegung.
Um diese Zerlegung zu erhalten, fithren wir zuerst einen Gau3-Schritt durch:

ail a1z -+ Qln
0

Cr'A =
0
Nun multiplizieren wir diesen Ausdruck mit (C; 1)T . Da a;; = ax; folgt

a1 O 0

0
B := CirA(CTHT = A0

0
Aufgrund der Symmetrie von A ist auch B symmetrisch. Auflerdem gilt:
Beh.: B und AW sind wiederum positiv definit.

Beweis:
Sei x # 0. Dann folgt mit det (C;1)T =1 aus

' Bx = y" Ay
da y:= (C7HTx #0. Da A positiv definit ist folgt y” Ay > 0 und somit die Behauptung.
Analog fiir A®) -

Setzen wir das Verfahren entsprechend fort, so erhalten wir

dy
etertAeHT eyt = D = mit d; > 0
dn

Definieren wir C := C1Cs---C,—1, so folgt
cltAacHr =bp = A=cDc”

Setzen wir
+Vdy
D1/2 —
+Vdy
So ist
(2.11) A = ¢DY2p'2cT = (cDV*)(CcDVHT = §Ts

die Cholesky-Zerlegung von A .
Ist umgekehrt A = STS die Cholesky-Zerlegung von A (= A7), soist A positiv definit.
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Beweis:
Es ist
xlAx = 2757 Sx = yTy>0

Im Falle der Gleichheit ist dies dquivalent zu y = 0. Daraus folgt = S~'y = 0 und somit

die Behauptung. .

Festgehalten ist dieser Zusammenhang in folgendem Satz.

Satz 2.3.5
Die symmetrische Matrix A ist genau dann positiv definit, wenn Sie eine Cholesky-Zerlegung
besitzt.

Eine Formel fiir die Cholesky-Zerlegung erhilt man entweder iiber (2.11) oder direkt:

aip -+ Qin S11 S11 0 Sin

Qln - Gnpn Sin " Snn Snn

Mit den Uberlegungen

2
(0 <) a1l = S11 = Ss11 = “+yai1 >0
. 412
a2 = 812811 = S12 = —
S11

und so weiter, ergibt sich folgendes Iterationsschema

Szzi = aii_S%i—-n—S%_l’i (Z:]_,,Tl,)
(2.12) L
sk = ( ik 1i51k 8 i—1,0 z—l,k) (k Sii=1,...,m— 1)
i

Nun will man das Verfahren auf die rechte Seite des LGS iibertragen, d.h. Ax = r soll 4quivalent
sein zu Sz = p = (p;) . Multipliziert man diese LGS mit S , so ergibt sich

Az = STSx = STp = r.
Somit gilt fiir die rechte Seite in diesem Verfahren:

(2.13) pi = (ri = s1ip1 = - = Si-14piz1) (wie s;,(k > i) ohne Index k)

Sig

Die x; werden dann aus Sz = p rekursiv wie in (2.13) berechnet.

Bemerkung 2.3.6
Hier noch ein paar Bemerkungen zu Cholesky.

1. Das Verfahren besitzt im allgemeinen eine gute numerische Stabilitat. Unteranderem auch
wegen der Quadratwurzeln bei s;; .

2. Im allgemeinen ist eine Pivotwahl nicht notig. Diese konnte, wegen der Symmetrieer-
haltung, auch nur auf der Diagonalen durchgefiihrt werden (Zeilen und gleiche Spalten
vertauschen).
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8. Der Arbeitsaufwand ist bei Cholesky nur halb so groff wie bei Gaujs.

4. Die Ausdehnung auf symmetrische, nicht positiv definite Matrizen ist unter Umstinden
moglich:
Ist 5121‘ < 0, so ist sy rein imagindar. Somit sind alle s; der i-ten Zeile und p; imagindr.
Daraus folgt x; € R .

5. Auch im unsymmetrischen Fall existieren Ansdtze der Form A = LR , woraus dann
entsprechend (???) L wund R rekursiv berechnet werden. (vgl. Banachiewicz, Chout).
Der Arbeitsauffand ist allerdings der gleiche wie bei Gaufl. Eventuell ist dieses Verfahren
fuir die Handrechnung geeignet.

Bandmatrizen (Anwendungen!)

Die folgende Matrix wird als Tridiagonalmatrix bezeichnet.

* *

* c H{nxn

*
* *

Entsprechend werden Diagonalmatrizen mit weiteren Nebendiagonalen bezeichnet. D.h. die
Diagonale und jeweils die gleiche Anzahl von Nebendiagonalen iiber und unter der Hauptdiag-
onalen sind besetzt, der Rest ist Null.

Ist speziell A = AT eine positiv definite Bandmatrix, so besitzt die Cholesky-Zerlegung dieselbe
Struktur.

Zum Beispiel:

¥k %
* * *
A= s | =1 # « | = 8Ts
X% % ok %
Entsprechend auch im unsymmetrischen Fall. (vgl.(5))
1 mip 7T
A=IR=|"
T'n—1
lno1 1 Mp

Wird die LR-Zerlegung ohne Pivotwahl durchgefiihrt, so ist der Arbeitsaufwand fiir das LGS
O(\)! Mit Pivotwahl ist dieses Verfahren etwas aufwendiger. Auch in Spezialfillen wie z.B. in
dem Fall, in dem die Elemente der Nebendiagonalen als Pivotelemente verwendet werden, ist
der Arbeitsaufwand hoher (siehe Literatur).



Chapter 3

Vektor- und Matrixnormen,
Fehlerabschatzungen fir LGS,
iterative Verfahren, nicht lineare
Gleichungssysteme

3.1 Vektor- und Matrixnormen

Der Raum IR" ist mit der Euklidischen Vektor-Norm

lvlle = Z:EZQ fir x = : e R"
i=1 .

normiert. Dadurch ist ein Abstandsbegriff gegeben:

[ = yll2

Die allgemeine Definition der Norm auf dem IR"™ lautet wie folgt.

Definition 3.1.1
Die Funktion || -|| : R® = IR heifft Norm auf R", wenn gilt

(N1) Definitheit :

Ve eR" : |lz| > 0und ||z =0 < = = 0

(N2) positive Homogenitét :

VeeR"VaelR : [ax| = |of ||z
(N3) Dreieck-Ungleichung :

Ve,y e R" : [z +y| < [lz] + [y

36
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Beispiel 3.1.2

n 1/p
(3.1) &l = (ZI%I”) (p =1 reell)

=1

Die wichtigsten Fdlle sind

n
(3.2) p=1: o) =) |z
=1
n
(3.3) p=2: |ullz = > ?
=1
(3.4 R .

Lafit man in (3.1) p gegen unendlich laufen, so erhdlt man (3.4). Fir die Numerik ist die
Maximums-Norm (5.4) wichtiger als die euklidische Norm (3.3). Aber fir Konvergenz-
Aussagen werden auch andere Normen betrachtet.

Um zu beweisen, daf$ (3.1) eine Norm ist, sind die Eigenschaften (N1),(N2) und (N3) nachzurech-
nen. Dies geschieht hier mit Hilfe der Hélder-Ungleichung. Diese entspricht im Fall p =2 der
Cauchy-Schwarz Ungleichung.

Beispiel 3.1.3

Es sei das LGS Ax = r gegeben. Die Losung soll naherungsweise bestimmt werden, d.h. es
treten Rundungsfehler auf. Die Niherungslosung wird mit x bezeichnet.

Man sagt, dafy © mit einem Fehler < e(€ R, > 0) behaftet ist.

|t — %l < e : Jede Komponente hat einen Fehler vom Betrag < ¢,
d.h. fir alle i : |x; — 7| <e
le —x||, < e:  Die Einzelfehler werden hier “gemischt”. Dadurch werden im

allgemeinen die Einzelfehler tiberschdtzt:
2 — 2o < [l — |,

3.1.1 Konvergenz von Folgen im R"

Die Folge (a:(k))kE]N konvergiert koordinatenweise gegen x = (z;) € R™, wenn fiir alle 4

gilt
(k)

Von einer Konvergenz bzgl || - | spricht man, wenn zu jedem € > 0 ein M € IN existiert, so
daf fiir alle £k > M gilt:
lz — 2™ < e

Lemma 3.1.4
Die Konvergenz beziglich einer beliebigen Vektornorm und die koordinatenweise Konvergenz
sind (im R™ ) gleichwertig, d.h. keine neue Geometrie.
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Ein allgemeiner Beweis fiir die Gleichwertigkeit der Konvergenz bzgl. (3.1), (3.4) aus
|2 llinsey < llzlly < nV/Pl|2llinguy

ist etwas aufwendig aufgrund der folgenden Uberlegungen.
Ist £ =0, so ist die Aussage trivial. Sei also x # 0. Dann gilt

[2[loc = max(|z;]) #0 (1 <i<n).

Somit
1/p
m s P
lzll, = |zl | Y| < 0Pz
: ZT;
7=1
<1
wobei
m g P
1< |2 <
- ZT;

Bemerkung 3.1.5
Die Vektor-Normen lassen sich entsprechend auch in C" definieren. Bei der Figenschaft (N2)
ist dann o € C . Die p-Normen werden entsprechend tbertragen.

3.1.2 Matrix-Normen

Definition 3.1.6
Sei A € R™"™. Eine Matrix-Norm ist eine Vektor-Norm auf dem R™™ mit der zusdtzlichen
Forderung:

(3.5) IAB|| < [lA][---1IBI ¥V A,BeR™"

Bemerkung 3.1.7
Fir Matrizen A, B € C™*™ 14fit sich die Definition analog formulieren. (Wichtig insbesondere
im Zusammenhang mit EW und auch bei reellen Problemen,)

Beispiel 3.1.8

(1) Wird der Operator | -|le auf R™ ™ dbertragen, so liefert er keine Matriz-Norm:

e (U)() - (2)

Es ist ||Alloo =1 und ||A%|o = 2. Somit ist (3.5) nicht erfiillt.

(2) Ubertrigt man || - |2 auf R™™ so erhilt man die sogenannte Frobenius-Norm (auch

E-Schicht-Norm genannt).
IAlEs = [ a3,
i,k

Der Operator ||-||2 liefert zwar eine Matriz-Norm, ist allerdings aufgrund von ||E| gs = v/n
ungtnstig. Erstrebenswerter ist dagegen |E||=1.
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Beispiele von Matrix-Normen:

n

(3.6) IAllz = m%1XZ|aik| Zeilensummennorm
k=1
n

(3.7) |Alls = Ig%iczmm Spaltensummennorm
=l

Die Eigenschaften (N1), (N2) und (N3) sowie (3.5) sind iiber die Dreiecksungleichung nachzuweisen.

Definition 3.1.9
Seien A = (a;;), B = (bjr) € R™™ beliebige Matrizen. Gilt |a;;| < |bik|, so heifit die Matriz-
Norm || - ||;s monoton.

Beispiel 3.1.10
I-llz und || -||s sind monoton. Die Spektralnorm ist es nicht.

3.1.3 Einfiihrung der Spektralnorm

Definition 3.1.11

Ist A e R™" (bzw. C™" ) und sind Ai,...,\, € C die Figenwerte von A (entsprechend
ihrer Vielfachheit), so heifst

(3.8) p(4) = max|\| € R

der Spektralradius von A (keine Norm).

Bemerkung 3.1.12

Ist || -|| eine beliebige Matriz-Norm, so gilt fir jede Matriz A € R"™™" (e C"*")
(3.9) p(A) < [IA]
Beweis:
Sei Ax = A\x mit x # 0 als Eigenvektor zu \. Sei weiter A\ € R,z = (z1,...,2,)" und
1 0 --- 0
Do ] = X e R™"
Zy 0 - 0

mit X # 0. Dann gilt Az = Az & AX = AX woraus folgt

(N2) (3-5)
AXT =" IMIXT = [lAX] < [lAfx

Erweitert man diese Ungleichung so erhalt man

1
- X = AL < [lA]]
1l

und somit p(A) < [|A] .
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L&Bt sich in (3.9) auch die Gleichheit erreichen?
Sei A € R™" beliebig. Dann ist B := AT A positiv semidefinit, da gilt

x'Bxr = 2T AT Az = (Ax)T(Ax) > 0

Folglich sind alle Eigenwerte von B aus R und positiv (oder Null) und wir kénnen definiere

Definition 3.1.13
Sei A e R™™ und B:= AT A .

3.10 A = B) = max VA
(3.10) [Allsper = \o(B) = max

| Allsper heifit die Spektralnorm von A .

Bemerkung 3.1.14

(1) Zum Nachweis, daf die Spektralnorm eine Norm ist, wird der Rayleigh-Quotient verwendet.

(2) Ist A= AT € R™", dann folgt p(A) = ||Allsper - Somit hat ||Al|sper fiir symmetrische
Matrizen Minimaleigenschaft, d.h. ||Allsper < ||All fiir alle Matriz-Normen || - || .

(3) || - |sper ist im allgemeinen aufwendig zu bestimmen, hat mehr Bedeutung bei theoretischen
Uberlegungen zur Konvergenz.

3.1.4 Beziehung zwischen Vektor- und Matrix-Normen

Sei das LGS Ax = r gegeben. A~! existiere und Z sei die Niherung fiir = . Dann ist
d = Ax — r der Defekt der Naherung & . Im allgemeinen ist der Defekt von Null verschieden.
Es ist
(Az) — (Az) = (r+d)—(r)
Alx—x) = d
x—x = A'd
|z — = = [A7'd]

L4

Es soll gelten
12 — 2| < A7 | - |Id]

Dabei ist ||d|| bekannt und |[A~Y||a; 148t sich eventuell abschiitzen. Es wird natiirlich eine
moglichst gute Abschéatzung bevorzugt.

Definition 3.1.15
Sei ||-|| eine Vektor-Norm auf R™ und ||-||as eine Matriz-Norm auf R™ ™. ||| und |- ||am
heifsen miteinander vertraglich (passend), wenn gilt

lAz|| < [|A|lar - ||| Vee R"VAeR™™"

Dariiber hinaus heifit || - ||ar  der Vektor-Norm || - || zugeordnet, wenn es ein & # 0 mit
|Az|| = ||Allar - ||| gibt (|| - [|ar ist dann eindeutig bestimmt).
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Beispiel 3.1.16

Die Frobenius-Norm ist fir n > 1 keiner Vektor-Norm zugeordnet. Dies sieht man wie folgt.
Sei E € R™™ die Einheitsmatriz und | - ||y eine Matriz-Norm, die der Vektor-Norm || - ||
zugeordnet ist. Dann existiert nach Definition 3.1.15 ein 0% x € R™, so dafs gilt

| B = (£l

Also folgt ||Ellar = 1. Da ||E|lproy = \/>fhe1 03 =V #1 falls n > 1, ist fir n>1 der

Frobenius-Norm keine Vektor-Norm zugeordnet.

Einige wichtige Paare von zugeordneten Vektor- und Matrix-Normen:

V-Norm | M-Norm
Maximumsnorm max lz;] = x|l | || - IlZ Zeilensummennorm
(3.11) e
ol = el [ 1] ]ls Spaltensummennorm
i=1
Euklidische Norm -2 | Il - Il spek Spektralnorm
Die Beweise sind fiir || -||o und || - || relativ elementar. Fiir || - |2 wird der Beweis iiber den

Rayleigh-Quotienten gefiihrt.

Satz 3.1.17 (Matrixpotenzen)

Sei A € R™"™ und m € N . FEs gilt fir m — oo A™ — 0 komponentenweise genau dann,
wenn p(A) <1 ist. In diesem Fall ist (E — A) reguldr. Ist fir eine Matriz-Norm || - ||ar mit
IE|a =1 auch ||A|| <1 (hinreichend wegen (3.9) ), so gilt ferner

1
(3.12) 1B =)y < 757
1 —[|All s

Beweis:
Der allgemeine Beweis fiir die erste Aussage ist sehr aufwendig (Jordansche Normalform). Daher
wird er hier nur fiir diagonalahnliche Matrizen gefiihrt.
Sei A:=T7'DT mit
A1

An

Dann gilt
A™ = (T7'DT)(T'DT)(T'DT)... = T™'D™T

mit D™ = (A7), wobei T~! und T unabhiingig von m sind. Also folgt A™ geht fiir m — oo
gegen Null genau dann, wenn D™ gegen Null geht. Dies ist genau dann der Fall, wenn fiir alle
i gilt: |\i| <1, was dquivalent ist zu p(A) < 1. q.e.d. Zu der Regularitidt von E — A 1afit sich
sagen, dal Az = x nur fiir & =0 16sbar ist, da A =1 kein EW ist ( p(A) = max]" ; [\i] <1
(A EW)). Also

(E-—A)zxz =0 < x=0

((3.12) 1aBt sich iiber Abschitzungen mit der geometrischen Reihe beweisen.)
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3.1.5 Die Kondition

Sei Az = r ein LGS, A € R™", detA # 0 und r # 0 (folglich & # 0). Seien
|| -|| und | -|as einander zugeordnete Vektor- und Matrix-Normen. A und 7 seien mit
,Eingangsfehlern“ §A € R™*™ und dr € R" behaftet (folglich * — x + dx ).
Somit ist

(A+0A)(x +d0x) = r+dr

Der Fehler §A sei so klein, daf} gilt
—_ !
1A aell6Alnr = 1

wobei ||[A7!||p; im allgemeinen nur abschitzbar ist.

Definition 3.1.18
Die Grofie
(3.13) R(A) = cond(4) = ALl A |ar

heifit die Kondition von A .

Es gilt (durch geeignete Abschitzungen)

(3.14) o ~(4) (HMHM . HérH)
ol = | ol Tl ]
1Al 2
wobei % der relative Fehler von x ist, Hlléfll“zy der relative Fehler von A und entsprechend
% der relative Fehler von = ist. Auflerdem gilt
A _
s A oty sagy < 1.
1Al

k(A) kann im allgemeinen nur abgeschétzt werden.

BNCE ) )
L= |Elly = A4 s < [1Almll A e = #(4)

Fir x(A) > 1 ist die Fehlerfortpflanzung schlecht. A heifit dann schlecht konditioniert.
Weitere Abschétzungen erhédlt man in der Literatur iiber den Satz von Prager und Oettli.

Im folgenden bezeichen | A| nicht die Determinante von A, sondern |A| := (|aix|); . Entsprechend
soll gelten: |x| = (Jx1],...,|zn|)T . Gegeben sei das LGS Az = r mit A € R"" und A~}
existiere. Die Naherungslosung x heifit akzeptable Losung des LGS, wenn sie exakte Losung
eine ,benachbarten*(gestorten) LGS Az =7 ist, fiir dessen ,,Stérungen“komponentenweise gilt:

IA—Al < AA |, |r—7 < Ar
wobei §S und Ar Matrix bzw. Vektor mit nichtnegativen Komponenten sind, d.h. AA = |AA]|
und Ar = |Ar|.

Satz 3.1.19 (Prager und Oettli (1964))
Eine Naherungslosung @ ist genau dann akzeptable Lésung von Ax = r, wenn der Defektvektor
d = Ax — r komponentenweise in der Form

d| < AAE|+ Ar

abgeschatzt werden kann.
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3.2 Iterative Verfahren zur Losung von LGS

3.2.1 Die Verfahren

Der Vorteil von iterativen gegeniiber direkten Verfahren ist die Selbstkorrektur von Rundungs-
fehlern. Der Nachteil liegt darin, dafl sich die iterativen Verfahren nur fiir Spezialfille, namlich
schwach besetzte Matrizen, eignen. Diese kommen in den Anwendungen jedoch haufiger vor.

Sei Ax = r ein LGS mit A = (a;);r € R™"™ und x,r € R". Die Matrix A wird in drei
Matrizen zerlegt A = Ap + D + Ar mit

0 0 a2 -+ amn
dq
as1 O 0
- dn - : an_lzn
anl apn—1 0 0

Gesamtschrittverfahren (Jacobi / GSV)
Dann folgt aus
Dxr = r—Apx — Agrx
die Iteration in Gesamtschritten (Jacobi / GSV):
(3.15) Dz* D) = p — A 2®) — Apz®) k=0,1,...

wobei 2(® vorgegeben wird, z.B. £(® = 0 oder eine Naherung. Die Mindestvoraussetzung fiir
dieses Verfahren ist a; # 0 fiir alle ¢, damit D~ existiert.

bt _ LN~ k)

(3.16) x; = ri— Ela”xj
e
J#i

fir i=1,...,n und £=0,1,....

Einzelschrittverfahren (Gauf3-Seidel / ESV)

Desweiteren existiert die Iteration in Einzelschritten (Gauf3-Seidel / ESV). Bei der

(1) werden dabei schon die vorherigen Werte xgkﬂ), cey gkfl) eingesetzt.

Berechnung von z;
Es folgt aus
(AL +D)x = r — Agx

die Iteration
(3.17) (A 4+ D)z* ) = pr — Apx® k= 0,1,...

zu vorgegebenem x(©)

i—1
(3.18) A= (m—z aal -y W(’“))

Qi j=1 j=it+1
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fir ¢=1,...,n und £=0,1,....

SOR-Verfahren (Young / Relaxationsverfahren)

Die Verallgemeinerung des ESV fithrt auf das SOR-~Verfahren (Young). SOR steht dabei fiir
,successive-overrelaxation®. Ausgehend von

Arx = —Dx — Agx + 7
erhélt man durch Multiplikation von w € IR und Addition von Dz
(D+wAp)x = [(1 —w)D — wAR|]x + wr
und somit die Iteration
(3.19) (D +wAp) 2® ) = [(1 —w)D —wAg]2z® +wr k= 0,1,...

zu vorgegebenem a(©)

i—1 n
w
(3.20) i = (- w2 ( =Y a3 aaﬂék))
(X3 j:1 j:i-|—1

fuir i=1,...,n und £=0,1,.... Fir w =1 ergibt sich das ESV.

3.2.2 Konvergenzuntersuchungen

Es werden im folgenden Verfahren der Art
(3.21) e* D) — A s

mit vorgegebenem x(°) untersucht. Dabei sei das M bei den einzelnen Verfahren folgendermafien
gesetzt:

GSV . M = —D_l(AL + AR)

SOR: M (D +wAL) (1 —w)D — wARg]

Satz 3.2.1
Das Iterationsverfahren (3.21) konvergiert genau dann fir beliebige ) gegen die Losung des
LGS (E—M)x =s (dquivalent zu Ax =1 ), wenn p(M) <1 ist.

Beweis:
Der Beweis wird mit Satz 3.1.17 gefiihrt.
Ist £ — M regulér, so lait sich (F — M)z = s eindeutig auflésen.

bt g = (Mz® +s) - (Mz + s)
s k) gz = MW —z) = M?>(z®D —z) = ... = M0 —g)

Dabei geht M* ! gegen Null und mit Satz 3.1.17 folgt dann die Behauptung.
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Nun folgen einige weitere Aussagen iiber Satz 3.2.1 ohne Beweis. Dabei sei stets a;; # 0 fir

alle

(1)
(2)

1 angenommen.

Das SOR-Verfahren kann nur dann konvergieren fiir beliebige (®) |, wenn 0 < w < 2 gilt.
Fiir Anwendungen wird im allgemeinen w € [1,2) gewéhlt.

Ist A= AT und A positiv definit, so konvergiert das SOR-Verfahren fiir alle w € (0,2).
Beispiel 3.2.2

Die Hilbertmatrix Hs ist positiv definit.
Hy = (

Das LGS Hex = (1/2,1/3)T hat die Losung = = (0,1)T . Mit dem ESV und x© =0

ergibt sich

N[ =t
[SHEE NI

230 = 0000028 , 2% = 0.000058

Offensichtlich sind diese Ergebnisse schlecht. Gute Werte sind nur bei Diagonaldominanz
zu erwarten!

Essei we (0,2) und A = (a)ir € R™".

n
w
ﬁl(w) = ’1 — w| + — Z |a1j|
lan| =
w n
Bo(w) = [1—wl+—— |lan|Bi(w) + > |az]
|aga] =
Die allgemeine Formel fiir ¢ = 2,...,n lautet
w i—1 n
Bi(w) = |1 —w|+ o] > laglBi(w) + Y lagl
@i j=1 j=i+1

Als Sassenfeldzahl (zu w ) bezeichnet man

Ist B(w) <1, so gilt
1Ml = |[(D+wA) (1 —w)D —wAg]| | < Bw) <1

d.h. das SOR-Verfahren ist konvergent. (Diese Aussage ist auch als Sassenfeld-Kriterium
bekannt. )

Die Sassenfeldzahl liefert auch eine Fehlerabschatzung. Der Beweis dazu verlauft ahnlich
wie der Beweis zu Satz 3.2.1. Dazu folgende Betrachtungen:

Es ist

24 —a® = (Ma® +s) - (M2 4+ s)

(3.22) = M (az(k) - w(kfl)) = M? (:c(kfl) - w(k*2)> = ...

Betrachtet man nun
k) o — U+ o k) _ (k)

T — m(k+m) + m(k+m) - a:(k+m71) 4+ w(kJrl) - :Ii(k)

:13—:1:(
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und somit
R I e T it W

[e.9]

so ergibt sich mit der vorangegangenen Uberlegung fir m — oo
(323) [o—a®|_ < 3 ot — gt 3 [ar#t (29 - 60|
J=0 Jj=0

Da auflerdem

2741 (2 2t D) < a2 - 270

und durch rekursives Anwenden von (3.5) i
|7, < Mgt < F W)
folgt aus (3.23)
o=@ < [5@)+ 8@+ ] | -2t

und somit die aposteriori Fehlerabschitzung (Prinzip des Banachschen Fixpunktsatzes):

(3:29) o=, < 2 = -2

Baut man die Exponenten entsprechend (3.23) weiter ab, so erhélt man die apriori Fehler-
abschatzung:

(3.25) = - =" _ _1_ H —a0

In Anwendungsfillen gilt oft fiir A das starke Zeilensummenkriterium (Diagonaldom-

inanz):
n

(3.26) Vi=1...,n > lag| < |agl
k=1
k#i

bzw. das schwache Zeilensummenkriterium

n
Vi=1,...,n Z|azk| < |a22|

k=1

(3.27) o
di=1,...,n Z|a¢k| < al

Diese Situation ist haufig bei Randwertaufgaben und partiellen Differentialgleichungen gegeben.
A e R™™ heifit zerfallend (zerlegbar, reduzibel), wenn A durch Vertauschen von Zeilen
und gleichnumerierten Spalten auf die Form

bt Ay | Ag
A =
(5
wobei Ay und Ay quadratische Matrizen sind, gebracht werden kann. Mit anderen Worten,
es gibt eine Permutationsmatrix P mit A = PAPT .
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Bemerkung 3.2.3 B
Zerfdllt das LGS Ax = r, so ist Ax = 7 nach Umbenennung der Variablen mit € = (z,y)"
und 7 = (t,8)T zu lésen. D.h. man lst erst Azy = s und dann A1z =t — Asy .

Lemma 3.2.4
Geniigt A dem starken Zeilensummenkriterium oder ist A nicht zerfallen und geniigt dem
schwachen Zeilensummenkriterium, dann konvergiert das ESV und fir jedes w € (0,1)

das SOR-Verfahren.

Lemma 3.2.5
Ist || -||ar eine monotone Matriz-Norm und gilt

HD—l(AL +AR)HM <1

so konvergiert fir Ax =r fir beliebige ©) sowohl das ESV als auch das GSV.

(5) Welches ist der optimale w-Wert ?
Fiir spezielle Matrizen gibt es Aussagen mit Hilfe der EW der Iterationsmatrix des GSV.
Diese sind aber im allgemeinen sehr aufwendig. Wegen (3.22) folgt im Regelfall

() — )
(@) — -1

i p(M,) (i=1,...,n)

7

Das kann in manchen Anwendungsféllen zur Bestimmung von wg,; verwendet werden.

3.2.3 Bemerkungen zu Iterationsverfahren fiir LGS
Iteration mit Elimination

Sei Az = r mit der Zerlegung A = B + C gegeben. Das LGS By = s sei fiir alle s leicht
auflosbar. (z.B. B~! bekannt und A ist durch eine Stérung C' aus B hervorgegangen.) Mit
dem Iterations-Verfahren

(3.28) Bz = —cz® 4y

und gegebenem z(9) ist nach Satz 3.2.1 die Konvergenz fiir p(B~'C) < 1 gegeben.

Nachiteration

Es sei das LGS Ax = r gegeben. Mit z.B. GauB sei die Naherung (¥ fiir die Losung bestimmt
worden. Der Defekt (Residuum) d = Az(®) —r ist im allgemeinen ungleich Null. Es wird der
Ansatz & = 2(©) + z gemacht. Somit ist

0= Az —r = Aaz(o)—{—Az—r = Az +d

Mit demselben (Rundungsfehler-behafteten) Eliminationsverfahren wird dann Az = —d geldst,
d.h. durch Hinzufiigen einer neuen rechten Seite. Man erhilt z(¥) und definiert (") = 20420,
Dies setzt man unter Umsténden fort.

Eine Rundungsfehler-behaftete LR-Zerlegung ergibt im Prinzig eine Niherung B fiir A~!. Das
Verfahren konvergiert, wenn B ~ A~! ist, d.h. in diesem Fall p(F — BA) < 1.
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Block-Iteration

Bei Anwendungen ist die Matrix des LGS Ax = r haufig in Blocke aufgeteilt. z.B. A €

Bm~n><m~n :
A - A
A = mit Aij e R™™
Anl T A’rm
und entsprechend
1 1
x = : , T = : mit z;,r; € R™
Iy Tn
A wird zerlegt in A = D+ /AlL + fTR mit
Aqy

D = . Blockdiagonalmatrix
Ann

und A7 und Ap entsprechend. Sind alle A;; regulér, dann 148t sich z.B. ,, Block ESV*“durchfiithren
(vgl. (3.18):

Aiiwgkﬂ) = r —ZAijw§~k+1) _ Z Aing.k)
j=1 j=i+1

(jeweils LGS l6sen, z.B. mit Gau8).

3.3 Nichtlineare Gleichungssysteme

3.3.1 Das Banach’sche Verfahren

In dem Abschnitt 3.2.2 wurden folgende, zu dem LGS Ax = r &quivalente LGS betrachtet:
x = Mx+s

(vgl. (3.21)). Das zugehorige Iterationsverfahren x®*+1 = Mz + s konvergiert, wenn
p(M) < 1 ist. Entsprechend wird bei einem NLGS F(x) = 0 mit F' : D C R" — R" verfahren.
Dabei ist F(x) =0 aquivalent in @ = ¢(x) umzuformen, so dafl der Einflufl des nichtlinearen
Anteils ¢ moglichst klein wird. Wir definieren das Iterationsverfahren

(3.29) ek — o(z®)

zu gegebenem Startwert z)
Das Verfahren konvergiert, wenn es einen Bereich B C IR™ ( B abgeschlossen) gibt mit ¢ :
B — B, so dal ¢ kontrahierend ist.

Definition 3.3.1
p: B — B ist kontrahierend, wenn ein « < 1 existiert, so daf fir alle x,y € B gilt

le(®) =)l < aflz—yll -

wobei || || eine beliebige Norm auf R™ ist.
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Fehlerabschétzungen lassen sich dann entsprechend wie (3.24) und (3.25) herleiten,z.B.

IN

R ] e R e
l-« 1l -«

Dies 148t sich anwenden, wenn o < 1 gilt.

Beispiel 3.3.2
Gesucht ist die Losung des NLGS

T = exp—x =: px reR

Setze B =1[0.5,0.69]. Man priife leicht nach, daff ¢ : B — B (z.B. weil varphi monoton und
£(0.69) € B ).

/
= = — —z|| = —0.5 = 0.606531 < 1
a = max|[¢'(z)|| = max|—exp—z| = exp
@ st kontrahierend. Somit folgt mit dem Banachschen Fixpunktsatz: ¢ besitzt in B einen
Fizpunkt. Durch Iteration erhdlt man

(k)
0.55
0.5764981
0.56160877
0.57029086
0.56536097

=~ W N = Ol

3.3.2 Das Newton-Verfahren
Newton-Verfahren fiir Funktionen mit einer Veranderlichen

Das Newton Verfahren zur Losung einer nichtlinearen Gleichung f(z) = 0 beruht im eindimen-
sionalen auf der Idee, die Funktion f durch ihre lineare Tangente in einem Startpunkt z(%)
zu approximieren und die Nullstelle der Tangente als Naherung fiir die Nullstelle von f zu
betrachten. Als Tangente im Punkt z(® an f ergibt sich

p(@) = @)+ (@)@ —2)
Die Nullstelle von p 148t sich fiir den Fall, da8 f'(2(?)) # 0 ist durch
0) / (95(0))
f(z©)

berechnen. Es ist klar, dafl die wiederholte Anwendung der Approximation und Nullstellenbes-
timmung der Tangente den Fehler minimiert. Diese wiederholte Anwendung wird als Newton-
Verfahren (im eindimensionalen) bezeichnet, d.h.

JCO R

- J(@®)
(330 o = e - )
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wobei (9 wie iiblich als Startvektor bezeichnet wird.

Eine zweite Moglichkeit das Newton-Verfahren herzuleiten ergibt sich aus dem Taylor’schen

Satz: ) ,
0= 7§ = fa)+ T L)y

wobei fl;(!o (€ — ()2 das Restglied fiir ein ¢ € [£,2©] ist. Fir |6 — 20 « 1 dh.

(€ —20)2 <« ¢ — 29| wird der letzte Term vernachlissigt, also

(6 =2+

f(z)
f@® + = =) = 0
Die Ersetzung von ,~“durch ,=“und ¢ duch z( liefert nach der Auflssung nach z) das

Newton-Verfahren (3.30).
Fiir die Konvergenz des Verfahrens gibt es viele Bedingungen. Deshalb ist das ,,drauf-losrechnen“sinnvoller.
Wenn, dann liegt quadratische Konvergenz vor.

Newton-Verfahren fiir Funktionen mit mehreren Veranderlichen

Mittels des Satzes von Taylor ist es moglich, das Newton-Verfahren entsprechend fiir Funktionen
von mehreren Verinderlichen herzuleiten. Aus Ubersichtsgriinden beschriinken wir uns hier auf
zwei Variablen.

Gesucht sei die Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems:

. § 2
0 = F(x) := mit x = und f,g: D CR”—- 1R
(=) ( 9(&,m) ) ( v 1.9
Sei (9 = (&, )" eine Niherung. Dann folgt mit Taylor

— F(z) = FlzOVF (2O (g—az©® — P(2© (& = &o) fe(&o,m0) + (1 — m0) (&0, M0)
0=Fl@) = F@)+F @ (@-aB)+k = F( 0+<(5—50)95(507770)+(77—770)QZ(§0,770)>+R

Der Rest R enthilt partielle Ableitungen 2.0rdnung an einer Zwischenstelle. Parallel zum
Eindimensionalen ist @ durch =) zu ersetzen und das Restglied zu vernachlissigen. Wir
erhalten

0) fe [y
(3.3F)(2© + ( . )

(@)~ 20) = F@0 + 8(&, o) (=) ~2¥) = 0
xo—[ S0
()

wobei ® die Funktional- bzw. Jacobi-Matrix ist. Ist Phi regulir, so 18t sich (3.31) nach a(!
auflosen. Weiterfithren dieses Verfahrens und auflosen nach x*t1) liefert schlieflich

(3.32) c* D) = g®) _ oz p(2®)

Entsprechend erhélt man die Formeln fiir (n x n)-nichtlineare Gleichungssysteme.

Bemerkung 3.3.3
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(1) Das Newton-Verfahren (3.31) konvergiert wesentlich schneller als Banach, wenn man bereits
in der Ndhe der Nullstelle ist. Oft muf$ man allerdings ,hin- und herpendeln®, wenn z.B.
mehrere Nullstellen vorliegen und £©) nicht sehr nah an einer der Nullstellen liegt.

(2) Vereinfachtes Newton-Verfahren
Da Y (x®)) oft mithsam zu berechnen ist, kann man in manchen Fillen stets ® ()
verwenden, also

(3.33) F(z® + &) (2®+) — z®) = o

Dies konvergiert natirlich langsamer.

3.3.3 Nichtlineare GSV, ESV und SOR-Verfahren

Es sei das NLGS

filg,. &) = 0
mit f;: DCR"—- R
fn(é-la"'agn) = 0
und z(©) = (éo)’ . 7%(10))7’ € D gegeben.

Fir t=1,...,n
fi(fEO)w"v 7;(2)1>£757£1(_?-)17"'a£1n)) =0

nach & auflosen z.B. mit dem vereinfachten Newton-Verfahren oder dhnlichem. Dann wird
{l-(l) = ¢ gesetzt und =M = (¢1,...,&,)T und weiter iteriert.

Das nichtlineare GSV hat den Vorteil, jeweils nur eine Gleichung 16sen zu miissen. Das nicht-
lineare ESV erhalt man entsprechend mit &; aus

(334) fl(égz)’7 1'(91751‘751'(3)1:-‘-751”)) =0

Das nichtlineare SOR-Verfahren erhélt man, indem man (3.34) mit

51'(1) = (1- w)éo) + w&;

16st (entsprechend weiter iterieren).



Chapter 4

Konjugierte Gradientenmethoden

(CG)

Diese Methode ist auch als konjugierte Richtungsmethode bekannt. Sei A € R™™"™ sym-
metrisch und positiv definit, x,b € IR” und ¢ € R . Sei weiter f : R" — IR definiert
durch

1
(4.1) fl@) = 5(Aw,@) — (ba) +c
wobei
(b,x) = b' - x = bixy 4 bowo + ... + by
das euklidische Skalarprodukt ist. Weiter ist

_ (9 8f>
VS = (%,...,M
der Gradient von f.

Ziel der CG-Methode ist es, das Gleichungssystem Ax = b zu losen. Setzt man in (4.1)
x := A~!b ein, so ergibt sich

F(A D) = %(b,A*1b> (B AT e = —%(b,A*1b>+c

welches das Minimum von f mit ¢ =0 ist. Die Aufgabe f zu minimieren ist also aquivalent
dazu Ax —b =0 zu l6sen. Das Minimum von f ist charakterisiert durch Vf(z) = 0.

Die Behauptung, da V f(x) = Az — b gilt, zeigen wir hier exemplarisch fiir n = 2. Es ergibt
sich V(b,z) = (by,b2)T und

(@, Ax) = (z1,22) ( iz ) ( " )
a1 a2 Z2

= a11$% + a12122 + a21¢122 + a2293% =: g(x)
Aufgrund der Symmetrie von A folgt

0
%V(w,A:@ _ 1( ?xgl ) _ %( 2a1121 + (a12 + ag1)z2 ) — A

99
Ban (CL12 + agl)xl + 2a99x9

Und somit )
Vf(x) =V k(m,Am} — (b, x) —i—c} = Ax—b

52



CHAPTER 4 KONJUGIERTE GRADIENTENMETHODEN (CG) 93

Definition 4.0.4
Seien p,q € R™ mit p# 0=# q. Dann heiffen p und q konjugiert beziglich A genau dann,

wenn (Ap,q) =0 fir p#q ist.

Bemerkung 4.0.5

Sei Ac R™"™ symmetrisch und positiv definit. Dann hat A genau n orthogonale Eigenvektoren
{x;} mit zugehérigen Bigenwerten X\; . Sei X = (x1,...,2,)T und D € R™™ die Diago-
nalmatriz, die auf der Diagonalen die Eigenwerte A\j, j = 1,...,n enthdalt und sonst Nullen.
Dann lafit sich schreiben

AX = DX = XT'AX =D = A= XDxT
und somit

(Au,u) = (XDXTu,u) = (DXTu, XTu) = (VDXTu,vVDXTu).

Methode des steilsten Abstiegs:

1

Sei p°, p', ..., p"! eine konjugierte Basis in IR"™ beziiglich A. Dann sei

(4.2) xhtl = b — oFpP
mit o € R so gewshlt, dafl
f(xF —oFpF) < f(a* —ap®) VaeR

Das fihrt auf

(4.3) of = Az b )

(ApF, p*)
fir k=0,...,n—1,da

f(@h —ap®) = J(A(" — ap®), =" — ap®) — (b, x" — ap®) + ¢
ﬁ _ 1 ok k k 1 k kY _ . k\ ok
= o= 2<A( pY),x ap>+2<A(w ap”),—p") — (b,—p") = 0
= —(Ap®, z*) + a(Ap”, p*) + (b,p*) = 0
= (4.3)

Satz 4.0.6 (Konvergenz)
Sei Ae R™"™ symmetrisch und positiv definit und {pk}z;é eine konjugierte Basis beztiglich
A. Mit (4.2) und (4.3) folgt dann, daff ein m € IN existiert mit m < n, so daff gilt:

(4.4) ™ = A7 'b

Bemerkung 4.0.7
™ = x st die exakt Lésung von Ax = b d.h. das Verfahren endet nach endlich vielen
Schritten, falls exakte Arithmetik verwendet wird.
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Beweis:
(Aa:k‘*'1 — b,pj) = <Aar:k —b-— ozk'Apk,pj)
_ k j <A3Uk—b»Pk> ko, j
= (Az —baP]>—W<AP D)
- 0 , j=k
Somit
(Az™ —b,p’) = (A" ' —b,p’) = ... = (Az/T! — b, p/)

fir j=0,...,n—1. Dadie p/ linear unabhingig sind folgt Ax™ = b oder =" = A~'b. Ist
Ax™ = b fiir ein m < n, wihle o™ = 0. Damit folgt =™ =™ = ... =z". .

Bemerkung 4.0.8

Wesentlich fir den CG-Algorithmus ist das Finden von konjugierten Richtungen p°, ..., p"~ 1.
Eine direkte Methode dafiir ist die Gram-Schmidt-Orthogonalisierung. In jedem Fall ist dies
eine sehr ineffiziente Prozedur.

Falls keine konjugierte Basis des IR™ bekannt ist, so mu8 auch p* iterativ bestimmt werden.
Seien also nur die Startwerte x°,p° gegeben. Die weiteren Werte **! werden mit (4.2)
berechnet. Fiir die p**! gilt

Pl = (Aghtl b)) — grpk = pktl_ ghpk

wobei B so gewihlt ist, daB
(ApF+L pF) = 0.

Das fihrt auf

(4.5) gt =

da

<Aa)k+1 —b, Apk>
(ApF, pF)

0 = (Ap"T p*) = (p"t! Ap*) = (AzFT — b — pFp*, ApF)

Satz 4.0.9

Seien die Voraussetzungen wie in Satz 4.0.6 gegeben. Dann gilt
(Ap’.p’) = 0 fir i #j

Beweis:

Die Werte o, 3% sind wohldefiniert, da p* # 0. Fiir den Fall p® = 0 ist die Aussage trivial.
Sei daher p° # 0. Wir nehmen an, dal p* #0 fiir £ <m —1 gilt und setzen ¥ := Ax* —b
fir k<m-—1.

Man bemerke, da8 r* # 0 ist, da sonst f¥~! = 0 und somit p* = r*¥ — gF~1pF~1 wire, was
zu einem Widerspruch fiihrt.

Wir schreiben nun x/*! = 2/ — ofp’ als

Pt = pl — oI Ap
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Dann gilt 4 ' ' ' ' 4
Pt = b+ AT = Az —a;Ap’ —b = I +b—a;Ap’ — b

und nach Definition der o7 :

J+1 A — J A 7<7"‘7,p]> j ' | = —
<7’ 7p]> O <7’,p]> <Ap],p]><ApJ7p]> 9 ] 07"'7m 1
Y
=qj
Weiterhin gilt nach Definition der (37 :
(Ap"*hp) = 0.

Nehmen wir nun an, daf} gilt
(ApF.p?y =0 |, j=0,...,k—1
Pk ey =0 , j=0,...,k—1

Der Beweis hierfiir wird durch Induktion gefiihrt. Fiir £ =1 ist die Behauptung klar.
Fiir die Induktionsvoraussetzung gilt

(rkH,rj) = (rk —ozkApk,rj> = <7‘k,rj) —ak(Apk,zﬂ +ﬁj_1p7_1> =0
und
<rk+1’rk> — <'rk+1,pk+ﬂk_1pk_l> =0
Somit folgt (r"™! r7) = 0. Ebenso gilt
(ApFTt ply = (pFt Ap’) = (r*t! — gFp*, Ap7)

_ pitl

_ b apiy = o T

o’

und (Ap*+1 p*) =0 (nach Konstruktion)
Nehmen wir nun p™ =0 fiir m <n an. Dann folgt

0 = <pm’pm> — <,’,m _ /Bm—l,’,m—lﬂ,m _ IBm—l,rm—1> > <,rm’,rm>

woraus dann 7™ = 0 und schlieSlich ™ = A~1'b folgt.

Satz 4.0.10
Unter den Voraussetzungen wie in Satz 4.0.6 gilt die folgende Fehlerabschdtzung

fo—at] < 2 (Y21) o]
VX +1




Chapter 5

Approximation

Die Interpolation lieferte zu einer gegebenen, hinreichend glatten Funktion f : I — R ein
Polynom p, € P, , welches f zu gegebenen Knoten zi,...,z, interpolierte. Dabei galt
g(xg) = fi fiir k=1,....,n und || f —pnllr,c0 sollte moglichst klein sein. Nun ist ein p,, € P,
unabhéngig von der Interpolation gesucht, welches die Forderung erfiillt, daB ||f — pnl|1,00
moglichst klein ist. Fin solches p heifit Approximation von f. Existiert eine Approximation
p von f mit minimalem | f —pl|7,0, so spricht man von einer besten Approximation. Wird
als Norm die Norm || - ||7,0c verwendet, so heifit das entsprechende Polynom Tschebyscheff-
Approximation. Es stellt sich die Frage nach dem Fehler in anderen Normen. Hier soll die
Lo-Norm betrachtet werden

1

(1) Ip =l = [ (pla) — u(@))? do
0

Definition 5.0.11
Ein Vektorraum U heifst ein reeller unitarer Raum, falls ein Skalarprodukt (-,-) : UxU —
R existiert, so daf$ folgende Eigenschaften erfillt sind.

VigheU; \pelR : 0#f = (f,f)>0
(5.2) (f,9) = (9,.1)
(f:Ag+ph) = Xf.g) + p(f h)

In einem unitdaren Raum kénnen wir eine Norm definieren:

(5.3) VIeU |Ifll == (f,f)?

Es gilt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

(5.4) VigeU [(fgl < 171 lgll

Beispiel 5.0.12
Beide Raume sind sogar vollstandig, d.h. Hilbert-Rdume

() R™ : (x,y) := 2Ty fir z,y € R"

o6
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(b) weC(I) mit w>0‘l

Ly(I,w) := {f:[—»]R‘/wida:<oo}
1

(f.9) = /f(ir)g(:c)wdx

1

5.1 Existenz und Eindeutigkeit der besten Approximation

Definition 5.1.1
Sei V. C U ein linearer Unterraum von U . Zu uw € U heiffit v € V beste Approximation
genau dann, wenn gilt

VweV  Ju—vl < flu—wl|

Satz 5.1.2 (Existenz und Eindeutigkeit der besten Approximation (konstruktiv))
Seien vy, ... ,v, € U linear unabhingig und V = spanf{vy, ... ,v,} . Dann gelten folgende
Aussagen:

a) Fir alle we U existiert genau eine beste Approximation v € V .
b) Fir alle weV gilt (u—v,w) =0, dh. u—v LV. (v ist beste Approzimation von u )

c) Sei Ae R™" mit A= ((vi,v;))
ist det A #0.
Sei x € R"™ die Lisung der sogenannten Normalengleichung

i und beR" mit bj := (u,v;), j=1,...,n. Dann
(5.5) Az = b

Dann ist die beste Approximation v €V wvon u € U eindeutig bestimmt durch
n
(5.6) v = ijvj
j=1
A heifft Gram’sche Matrix und det A die Gram-Determinante.

Beweis:

Zuerst zeigen wir det A # 0.

Angenommen, die Spaltenvektoren von A sind linear abhéngig. Dann existiert ein a € IR"™ mit
a; #0 (1 <j <n),so daB gilt

n
Zaj<vi,vj> =0 = (Ui,Zajvj> =0 = (Zajvi,Zajvj) =0.
j=1

Aufgrund von (5.2) folgt dann ) a;v; = 0, was ein Widerspruch zu der linearen Unabhéngigkeit
der v; ist. Somit gilt det A # 0. Folglich ist @ := A~!'b wohldefinierte Lésung von (5.5). Sei
y =Y xjv; € V. Dann gilt

(5.7) (u—y,vi) = (u,v) —(y,vi) = b —Z%‘@jam = b (Az); = 0
J
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dh. u—yLV.Sei weV,yeV und v € U. Dann gilt

lu —w]?* =

u—y,u—y) = 2{u—y,w—y)+{w-y,w—y)
u—yll> + lw—yl> > lu—y|® firw#y.
wobei (u—y,w —y) wegen (5.7) verschwindet. Insgesamt folgt, dafl ||u — w| minimal ist fiir

genau ein w € V. Daraus folgt a), wo w =y ist und somit (5.5) mit y = > x;v; = v, also c).

Da weiter (5.7) gilt, ist schlieflich auch b) bewiesen. .

Beispiel 5.1.3

Approzimation von

in Lo(I), I =1[0,1] durch Polynome p(z) = S7—4 axx® . D.h. es soll gelten

1

n—1 2
/ (Z apz® — u(w)) dr = min
o \k=0

Die partielle Ableitung von (5.1) liefert als notwendige Bedingung fir die beste Approxzimation
0<v<n-1)

n—1 2 1 n—1
aa ( apa® — u(:c)) dx = /2 (Z apx® — u(:c)) 2’ dz = 0
W \ k=0 o \k=0

k=

was dquivalent ist zu

3
—

1 1
(5.8) /akxkx” dr = /u(x):c” dx .
=00 0

ol

Sei V := span{vi, v2, v3, ... ,Un} = span{l,x,a?,...,x”—l} =: P, und Uj:::wj—I' Sei
(,): VxV =R definiert als

1
(fig) = /0 f-gdxr.

Dann ist (-,-) ein Skalarprodukt. Mit dieser Notation ist (5.8) dquivalent zu folgendem linearen
Gleichungssystem:

<U1,U1> <0171}2> <Ulavn> ag <U71}1)
(5.9) : : : L | =
(Un,sv1)  (Up,v2) oo (Un,Un) An—1 (u, vn)
mat
1
i—1_j—1 1
wivy) = [a T e =
1+7—1
0
1/2
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Damit ergibt sich dann allgemein

Lol 1 =
2 3 n
o1 1 Ly
2 3 n+1 2
1, _
H,xr = } T = ~273
3
1 1 1 1y
n n+1 2n —1 n
Im speziellen
5 3
_ . T _ (2 _Z
n=>2 : T = (4, 2)
5 3
_9 . T _ (2 _Z
n=3 : T = <4, 5’ O)
n=4 2T = (0.8125, 3.75, —13.125, 8.75)

Folglich erhalten wir als Approzimationfunktionen zu u(x)

5 3

2 = Z_=z P
v 1 2;U € M
’U(3) s 0(2) E P2
@ = zo + 12 + oz’ + 232> € P3

Der Vorteil dieser Approzimationsmethode ist die Méglichkeit viele (nimlich alle L?>—) Funktio-
nen approximieren zu kénnen. Der Nachteil ist, daf$ fir nicht-triviale n die Koeffizientenmatriz
H,, , die sogenannte Hilbert-Matrix, sehr schlecht konditioniert ist.

5.2 Approximation bei gegebener Orthonormalbasis

Mit einem ONS {ej, ... ,e,} als Basis von V wird die Approximationsaufgabe sehr einfach,
denn die Normalengleichung (5.5) lautet dann Iz = b d.h. x = b. Somit ergibt sich fiir die
beste Approximation bei gegebener ONB:

n
v = Z(u,ej>ej
j=1

Der Approximationsfehler 1483t sich wie folgt bestimmen. Sei w € U und v € V die beste
Approximation von u . Dann folgt mit Phytagoras und der Bessel’schen Ungleichung

n
lu —ol* = (u,u—v) = (v,u—v) = Jul® = [l]* = Jul® =D (u,e;)* >0
j=1
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wobei (v,u —v) wegen (5.1.2) verschwindet. Auflerdem ist

n

n
||UH2 = (v,v) = <Z (u, ex) ek,z (u,ej)e;)

J=1

n n n
= Z<u’ek ,Z u, €5)e; ) Zuek u, e,
j=1 k=1

k=1

Bemerkung 5.2.1
2

In Ly[—1,1] erhalten wir durch Orthonormalisierung von 1, x, x*, ... die Legendre Polynome:

1 3 1 \F 9
510)  h() = o5 ¢ bl = (5o k) = 3y/FER-1)
wobei u € Lo[—1,1] genau dann der Fall ist, wenn f_ll u?(z)dr < oo ist. Fiir die Legendre-

Polynome folgt also
1

/lj(x)lk<$) dr = { (1) :;i:

-1

5.3 Gram-Schmidt-Orthonormalisierung

Satz 5.3.1 (Gram-Schmidt-Orthonormalisierung)
Seien v, ... ,v, € U linear unabhdngig. Definiere rekursiv
U1

e = ——
T Tl

Angenommen, es sind bereits k orthonormale Vektoren ey, ... ,er, k <n bestimmt.
k
di41 = Ugt1 — Z (Vk+1,€0) €y
(5.11) v=1
di+1

[kl

€k+1 =

Diese Rekursion kann immer durchgefiihrt werden und liefert n orthonormale Vektoren e, , v =
1, ...,n.

Beweis:

(Induktion tiber m)

Der Fall m =1 ist trivial.

Angenommen die Behauptung gilt fiir m < n. Dann sind ey, ... ,e, orthonomal. Aus (5.11)
folgt

14
= Z QvpVp
p=1

Angenommen es ist dp,+1 = 0. Dann sind v, ... ,v,4+1 linear abhéngig (v,4+1 hat den
Koeffizienten 1) was einen Widerspruch liefert. Somit ist d,+1 # 0 d.h. ep,+1 ist wohldefiniert.
Sei v<m:

m
(dm+1,€0) = (Umt1,€0) — Z Um+1a€u Cu s e,u> =0

Folglich ist (ep,+1,€,) =0 fiir alle v < m und somit ey, ... ,ep+1 orthonormal.
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Beispiel 5.3.2

(a) Normiere vi =1, vo = x, v3 = 22 beziiglich U := L*[0,1], d.h.
1
(u,v) :/u(az)v(az) dx
0
Es ist
1
ei(x) = — =1
(flda:)2
0
1
da(z) = z—(x,1)-1 = z-5

1
lda(2)|2 = O/(x_iydm - L

ea(r) = = 2V3(x — =

und so weiter.

(b) Normiere {1,x,2% 23 ...} beziglich L*(—1,1) (vergleiche (5.10)).

20 1
l = _ = —
R P PR
1
1 1 1
do(x) = x—(w,—z)—2 = $—§/xd$ = x—
21

1
lb@|? = [atde =
-1

Ebenso
_ d@) _ 3
20 = a@n = Ve
ds(z) = * — (2% li(2)) lh(x) — (2% la(2) ) Ia()

. (/f ) (/jgﬂ ga:d:c>

1
lds@P = [-3Pde = [ =2+ 5)de =
1

Weiter Schritte
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5.4 Diskrete Approximation im quadratischem Mittel

Sei I C IR. Gegeben seien die Knoten x1, x2, ... , %, € I mit m > nund vy, ve, ... ,v, : I — R.
Von u : I — R seien nur die Funktionswerte an den Knoten bekannt u(z1), ... ,u(zy,). Gesucht
ist v: I — R mit I = span{vy,...,v,}, so dal v die beste Approximation von u beziiglich der

Fehlerquadrate ist. Zur Uberprufung der Fehlerquadrate wird die Euklidische Norm auf unser

Problem iibertragen.
n

lull pugria == Z(U(ﬂfi))Q
i=1
Il - || Bukiic ist keine Norm, da aus ||u|| pukiia = 0 nicht u(z) =0 fiir alle x € I folgt. Insgesamt
ist v die beste Approximation von u genau dann, wenn gilt

Z Y —v(2:)? = |lu—v|? < |ju—w|? Vw € span{vy, ..., v}
=1

d.h. .
Z —v(x;))? < min .

=1

Beispiel 5.4.1
Gegeben seien die sieben Punkte (x;,y;) mit i =1,...,7. Passe eine Gerade Y = ko + k1x so

an, dafs

n

S = (Yi—y)* = min

i=1
Y; —y; heifit Residuum (Y; =Y (x;) ). S wird minimal, wenn

-

) "5
_— = Z %(ko + kix; — yi)Z = 2(1(30 + kix; — yz) -1 =0

5k0 =1 =1
58 "o , &
ok Z%(%Jrsz yi)? =Y 2(ko+ ki —yi) - a; = 0

@
I
—
©
I
—

Dies ist dquivalent zu

n n
Zko-ﬁ-lﬁl‘i = kon + ki sz
=1 =1 =1

n n
inyi = kgzxi—i-klz.ﬂv?
) =1 =1

N
I

zum Beispiel:

1

1 0o 2 0 0
2 1 3 3 1
3 2 5 10

4 3 5 15 9
) 4 9 36 16
6 5 8 40 25

Summe 21 42 64 91
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Damit erhalten wir die beiden linearen Gleichungen 42 = Tkg + 21k1 und 64 = 21kg + 91k,
und weiter ko = 1.928571 und ki = 1.357143 .

In dem Beispiel wurde eine Funktion u von der nur sieben Funktionswerte bekannt waren duch
v approximiert, wobei der Grad von v gleich eins war. Selbstvertdndlich kann man mit diesem
Verfahren ebenso ein v mit héherem Grad, sagen wir allgemein vom Grad m, finden. Gegeben
seien n Punkte (x;,y;) mit ¢ = 1,...,n. Dann sei S &quivalent zum speziellen Fall oben
definiert durch:

n n

S =Y (Yi—w)® = Y (ko +kimi + koxf + - + kna]" — i)
i=1 i=1

Wenn Y beste Approximation ist, folgt, dafli S minimal ist. Also fordern wir

55

was genau dann gilt, wenn

08 -

ko = 22(/{0+/€1$i+/€2$?+"'+/€ml€n—yi)-l:0
=1

08 - 9 m
=1

05 - 2 m

e T > 2(ko + ki + koxf + -+ kmat = yi) - T = 0

i=1

Dies ist dquivalent zu

n n n n
kon —I—k‘1Z£Bi +k22$? +"‘+kmz$;‘n = Zyz
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n n
koY i + kY al A key a4 ke 2t = D ey
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n n
kOZx;nqu‘le;nH+k22xr+2+---+km2x?m = Zx;”yz
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Dies sind die sonannten Normalengleichungen. Es sind m + 1 Gleichungen fiir die m + 1
Unbekannten ko, ..., ky, , die sich ebenso als lineares Gleichungssystem schreiben lassen:
n r,  oxd oo al ko Ui
mooxp A k1 iy

n n

A I

i=1 . . . i=1

m m~+1 2m m,,.
' T km Y

Esist A= AT | also symmetrisch. Im allgemeinen ist A hier schlecht konditioniert.
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Numerische Quadratur

6.1 Trapez- und Simpson-Regel

Seien xg,r1 Knoten und fy, f1 die zugehorigen Funktionswerte. Wir definieren

h h
11:f0+§f6 ; 12:f1+§f{

Fiir die Flachen der Trapeze T7 und T» ergeben sich die folgenden Berechnungen.

lih h h h h?
area(Ty) = %5 =7 f0+(f0+§f6) = §f6+§f6
lah h ., h h h?
area(Ty) = %5 = (2f1—§f{)1 = §f{+§f{
2
area(Ty) + area(Ty) = g(f()"i‘fl)‘i‘%(fé_f{)

Fiir den Diskretisierungsfehler erhalten wir

h2
= BN < |- Sl

[E()] =

[ rayde =50+ fo

Dies ist ebenfalls in dem Fall f”(z) <0 fur alle z € (zo, z1) gliltig.
Allgemein bezeichnet man als Quadraturformel die Formel

(6.1) > wif;
i=0

wobei f; = f(z;) gilt und w; die Gewichte heiflen. Der Quadraturfehler ergibt sich somit
als

b n
(6.2 B() = [ fa)de =Y et
@ i=0

S —o

f(x)dz kann im allgemeinen nur nidherungsweise berechnet werden, z.B.
f(z) = exp(—x?) oder f(z) = sin(z?)

64
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Ziel ist es also die Knoten =z, ..., z, und die Gewichte wo, ...,w, so zu bestimmen, da} |E(f)]
moglichst klein wird.

Eine Zweite Moglichkeit, die Quadraturformel herzuleiten, ergibt sich durch die Substitution des
Integranden f(z) durch das Lagrange-Interpolationspolynom

(6.3) pn(@) = fily(2)
v=0
wobei die Lagrange-Polynome n-ten Grades Ilg,...,l, zu n + 1 paarweise verschiedenen

Zahlen xg,...,x, € R wie folgt definiert sind. Fiir n =0 ist
lo(x) =1 reR

und fur n >1

n

W) = [[—2  2€eR k=0,...,n

i£k
Aus dieser Definition folgt sofort die charakteristische Eigenschaft der Lagrange-Polynome

L, j=k
lk(xj): jk—{o ik

Mit der so eingefiihrten Darstellung lassen sich nun die Trapez-Regel und eine weiter herleiten.

4, k=0,....n

Trapez-Regel (n=1)

Q

b
Jr@de ~ [{u@ho+h@ntda

a

B /b{(<:c—m>f0+<x—xo>ﬁ}dx e o a)

S \zo — x1) (x1 — o)

= (e — 2o + (@ —20) ]

b
5% . (mit @ :=zg, b:=m1)

g(fo+f1)

b
/{lo(x)fo +li(x) fi + lo(x) fo} da

—
=
2

QU
8
%

b
B (x —x1)(x — 22) (x — xo)(x — 22) (x — xo)(x — 21)
B / {(960 —z1)(z0 — :cz)fo * (1 — z0) (21 — arz)f1 * (2 — z0) (w2 — m1)f2} da
2h3 8h3 2h3

Tfo—k?fl—k?ﬁ (mit a :=xg, b:= xz9)

1
2h?

- g(f0+4f1+f2) ;b= (@ - a)
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Fiir den Quadraturfehler benutzen wir den ,, Interpolationsfehler“-Term (wird spater noch weiter
erlautert)

@) = pula) = G (G
wobei f € C"Dla,b],€ € (a,b) = (zg,z,) und w(z) = [["_o(x — z,). Fiir E(f) ergibt sich
somit
b b b
_ _ [ ¢ w(z)
(6.4) E(f) = a/f(a:) dm—a/pn(x) dr = a/f( ) 1)

Bevor wir zu dem Quadraturfehler der Trapezregel kommen, vorweg noch ein Satz.

Satz 6.1.1 (2.Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
Seien f(z) und g(x) stetig auf a <x <b und g(x) wechsle nicht das Vorzeichen auf [a,b].
Dann existiert n € (a,b) so daff gilt

Fiir den Fehler bei der Trapez-Regel (n=1) ergibt sich nun

b=x1
By = [ eetmnirmm

Ist = € (a,b) so besitzt (z — zo)(x — x1) auf [a,b] konstantes Vorzeichen und es lafit sich
Satz 6.1.1 anwenden.

b
B(f) = jO [T mlrmm)

und mit partieller Integration

b

/(x—a)(x—b)d (x —a)? (x —b)

xTr =

2 2 2

a

folgt schliefflich

h3
E(f) = fP©f  a<t<b
6.2 Newton-Cotes Formeln
Seien x; mit ¢ = 0, 1,...,n dquidistante Knoten, d.h.z; = x¢+jh, und die Grenzen a = xo+ph

und b=2x9+qgh mit p >0, ¢ <n, p,q € R. Mit der Substitution x = xg+ sh ergibt sich als
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Newton-Cotes-Formel

& o (w0 Fsh) — (wo+kR) L
) Z;;/Hwoﬂh)—(xwkh)fﬂhds

Man unterscheidet verschiedene Arten dieser Formeln.

(a) Geschlossene Newton-Cotes Formeln
Es gelte b—a=nh, zo=a, v, =b, p=0 und ¢ =n. Fir n =1 erhilt man die
Trapez-Regel und fiir n = 2 erhélt man die Simpson-Regel.

/

; 1 h
ay = h/s(s_l)ds:2

0

(b) Offene Newton-Cotes Formeln
Sei wieder b—a=nh, xo=a, x, =b, p=0 und ¢ =n. In die offene Newton-Cotes-

Formeln gehen nur die Knoten xi,...,x,_1 ein:
n—1 4 n—1
. s—k
I(f) = > Bf; mit B = h/H (s k)ds
j=1 p k=1 (j - )

k#j

Im Fall n =2 ergibt sich
2

61:h/ds:2h

0
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und im Fall n =3

2
-n [ &2
0
Als Fehler der Newton-Cotes-Formeln ergibt sich

b b n
= [1@da—105) = [ 1@)da =Y s
A i=0
Fiir den folgenden Satz definieren wir

_ J la| for a>0 | _ 1
ay .—{ 0 for a<0 (= 2(|a\+a) fora € R

Satz 6.2.1 (Peano)
Sei fe C™ (1), I =la,b] und fir alle p € Py, gelte mit dem Funktional E

b n
(6.5) E(p) := /p(aj) d:L‘—Zwipi =0
2 i=0
Dann gilt
b
(6.6a) B = [ @K d
(6.6b) K() = —Be((w—1)4") , teR

wobei der Index die Integration tiber x anzeigt und K(t) heifit der Peano-Kern

Beweis:
Der Beweis wird mit Hilfe von Taylor gefithrt. Sei x € I := [a,b] . Dann ist die Taylor-Reihe
z—a)™
(6.7 @) = @+ @-af@t -+ D) R @)
1 i m m m m
Rmia@) = — [ 0@ -0t = — / FEN ) (@~ )" dt

wobel [(z —t)4]" =0 fir (z—t<0 & t>ux).
Da E(p) fir alle p € P, verschwindet, liefert die Anwendung des Funktionals E auf (6.7)

m!

b
B(Y) = B (/ 7o) (@~ 1)) dt)

a

b /b . ,
- nlu{/ (/ S [~ )™ dt) do =Y ( [ £ - 10" dt) }

a

_ %/ (m+1)( {/b T — 1), dm—gw[(x—mr}dt

Ez([(z—1)+]™)
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Somit ist das weitere Vorgehen klar. Fir die Konstruktion der Integrations-Formeln miissen
xz; und w; so bestimmt werden, da FE(p) = 0 fir p € P ist. Der Quadraturfehler wird

dann mit (6.6a) bestimmt. Um die Formeln zu vereinfachen sei J := [—s,s] mit s = bfT“ und

9(%) == f(T + “5) . Dann folgt

b s
[ tayds = [ @) ds
a —S8
mit
~ a+b
r = x-—
2
h—
T, = a+—ab = a-+hb
n
_ a+b a—b b-—a . 2s .
T, = X; — = + 7T = —S + —1
2 2 n n
Bislang waren die Knoten als z; = a + b_T“i gewahlt. Von nun an seien die Knotenpunkte
der Newton-Cotes-Formeln 5
T = —s+ =
n

Dabei sind die Indexbereich bei den verschiedenen Verfahren wie folgt

(1) Geschlossene Newton-Cotes-Formeln : ¢ =0,1,...,n—1,n
(2) Offene Newton-Cotes-Formeln : i=1,...,n—1
Nun sind noch die Gewichte w; wie erwihnt zu bestimmen. Sei dazu v;(z) := 2%, i =0,1,...,m.

{vo,...,Um} ist eine Basis von P, ,d.h. E(p) = 0 fiir alle p € P,, ist 4quivalent zu

s n
(6.8) E(v;) = /xidx—Zw,,xf, =0 1=0,1,...,m
—s v=0
d.h.
wo +  wi + - 4wy = 2s 1=20
Towy + w1 + - + xTpw, = 0 1=1
(6.9) 3wy + Thr + -+ 2wy 2% 1=
W + afwr 4 o+ 2w, = (1- (~)™) L =

Ist nun m = n so ist die Koeffizientenmatrix der linke Seite von (6.9) eine Vandermonde-Matrix
und somit sind die Gewichte eindeutig. Man bemerke, dal wir bis zu diesem Zeitpunkt die
speziellen Newton-Cotes-Knoten nicht bendtigt haben.

Beispiel 6.2.2 (Trapez-Regel)
Die Trapez-Regel entspricht der geschlossenen NCF mit n=1,m=1,x9=—s,x1 =s. Das
lineare Gleichungssystem lautet demmnach

wo+wi = 2s
—swyg+sw; = 0
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Fiir den Fehler der Trapez-Regel ergibt sich

b
b—a

(6.10) ET(f) = [ fla)de = 22 (Fa) + 1)

a

Es ist noch zu bemerken, daff ET(x?) nicht verschwindet, da fiir s # 0 gilt

S
2
/x2d5 = 553 £ 5252

—S

Beispiel 6.2.3 (Simpson-Regel)
Die Simpson-Regel entspricht der geschlossenen NCF mit n = 2, m = 2,29 = —S, 1 =
0, xo = s . Das lineare Gleichungssystem lautet demnach

wotwi+wr = 2s
wp = éS
—swp + 0w; +swa = 0 = 3 1
wy = (,UQ=§S
2 2 _ 2.3
s*wo + 0w + s"w2 = 35

Fiir den Fehler der Simpson-Regel ergibt sich

b

I L O C FIO)

2
(6.11) ) ,
= /g(w) de =) wigi
s =0
wobel
2s
gi = g(z;) =g (—s+ —z)
n

In diesem Fall verschwindet E®(2) aber ES(x*) nicht. (Begrimdung siehe Ubung)

Beispiel 6.2.4 (Mittelpunkt-Regel)
Die Mittelpunkt-Regel entspricht der offenen NCF mit n =2, m =0, wg = 2s. Fiir den Fehler
der Mittelpunkt-Regel erqibt sich

EY(f) = [ f@)dz— b a)f (am

6.3 Fehlerabschatzung mit Peano

Eine weitere Moglichkeit den Quadratur-Fehler zu bestimmen ergibt sich mit Peano (6.6a).
Dafiir wird zuerst (6.6b) fiir ¢t € J :=[—s,s], also ¢t > —s bestimmt.
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Trapez-Regel (m=n=1)

Es ist

S

Ell@—t1a! = [(@ =)+ dv— (olmo — )+ +wilar — )+)

= /S(x —t)pdr —s[(—s—t)y + (s —t)4]
/

Damit 148t sich nun mit Hilfe von Satz 6.1.1 berechnen

ET(g) = =5 [ 406" 2yt = —3¢") [ (2= )it = —"()5s

—S —S

mit n € (—s,s). Fir £ € (a,b) ergibt sich nun

(612 ET(f) =~ /"0~ o)

Simpson-Regel (n=m=2)

Analog zur Trapez-Regel erhélt man

S

Srio. 3 _ _ 3. 2 T 3
Bl -0+ = [0 do— Y wil(ai — )]
1=0

—S
S

= [l =04 dz = 3 {i=s = 02 + 2= + (- 2}

wobei [(—s —t)4]*> =0 und 4(—t)3 =2(|¢t|> —3) ist. Mit

s s—t 4
/(:U—t)3dx = /u3du = (s 4t) , u=x—t
t 0
folgt
s—t)t s 2s
B -0, = C - P - = sk

Dabei ist zu beachten, dafl
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ist. Wiederum gilt K(¢) <0 fir ¢t € J und mit dem zweiten MWS 6.1.1
(6.13) BS(g) = [gDK @ dt = 8I) [ K1)

Das verbleibende Integral wird mit (6.6a) fiir g(z) = 2* bestimmt.

S

r 2 . 2
BSah) = at [ Kodt = [atde— 3 [(-9)' 40451 = 257 250 =
3 ) 3
Mit .
/K(t)dt—— L 5
15 - 4! 90
—S
folgt schliefflich
(6.14) B = a0 (151)
' 90 2
fir €€l =1a,b].
Mittelpunkt-Regel
Ebenso 148t sich zeigen
M @)y (0 —a)?
(6.15) EV(f) = fP)——



Chapter 7

Matrizen - Eigenwertaufgaben

7.1 Vorbemerkungen, Eigenwertabschatzungen

A e R™" (oder A € C™*", i.d. Praxis selten)

z (# 0) € R™ (oder C" zugelassen, auch fir A € R"*") ist Eigenvektor (EV) zum Eigenwert
(EW) X € C der Matrix A, wenn gilt

(7.1) Az = Xz

EWAn z.B. bei Schwingungsproblemen, Dgl.-EWA numerische Losungsanséitze = Matrizen-
EWA

(7.1) =
air — A a2 e ain
a1 agy — A .- aonp
(7.2) det(A — A\FE) = . ) ] . =0
anl an2 ot Opp — A
(—1)")\”+Spur(A)(—1)"71)\n71+"'+detA
Spektralradius

p(A) = miax ||

wenn Ay, ..., A, die EW von A sind (gezahlt entsprechend ihrer Vielfachheit).

Definition 7.1.1
Zwei Matrizen A, B € R™" sind ahnlich, wenn es eine Matriz T € R™"™ (bzw. C™*™) gibt,
mit A=T71BT.

Ahnliche Matrizen haben dieselben EW:
det(A — AE) = det(T!BT — AE) = det(T~'BT — AT~ 'T) = det(T~1(B — AE)T)
=detT!det(B — AE)detT = det(B — \E).

73
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Sei Az = Az, dh. T7'BTx =Mz = BTz =\Tx = yist EV von B zum EW )
S =~

y y
(und umgekehrt).

Ist A= AT positiv definit, so gilt: alle EW von A sind positiv:

Ar = Mz zeR"
2T Ax = Molx — > 0.
— -~
>0, da 2#£0 >0

Entsprechend gilt Umkehrung.

Ist A € C EW von A € R™ ", so ist auch A EW von A:
Ar =Xz = Az =Xz, daAcR"™ — XEW zum EV z.

Ist A= AT, so sind alle EW von A reell:

Az =) r  zTAz=)zTx N T <
>

A = AT besitzt n linear unabhingige EV, die als Orthonormal-Basis (ONB) gewihlt werden
konnen.

A 0
B=(by,...,bp) B 'AB=D D= i EW zu b;.

EW-Abschéatzungen

(i) |- llar M-Norm = |A| < ||A[|a fiir alle EW von A

(ii) Abschitzung mit den Gerschgorin-Kreisen
Sei A = (air)ik=1,.,n, die Mengen

(7.3) Kp={:€C:lz=aul <X lowl} (n=1,...,n)
v=1

v#ENR

heiflen Gerschgorin-Zeilenkreise.

Entsprechend
n

(7.4) K,',:{ZGC: |z — ay| < Z\aw|}
p=1
n#v

Gerschgorin-Spaltenkreise.

Satz 7.1.2
a) Seien A1,...,\, € C die EW von A (gezihlt entsprechend der Vielfachheit), so gilt fir alle
k
’\kEUKlﬂ )\kEUK; = M € UKH ﬂ(UK;)
pn=1 v=1 pn=1 v=1
b) Ist die Vereinigung von m (< n) Gerschgorin-Zeilenkreisen bzw. Spaltenkreisen disjunkt zu

den tbrigen (d.h. Durchschnitt leer), so enthdlt sie genau m EW (entsprechend ihrer Vielfach-
heit).
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Bemerkung 7.1.3
Numerisch brauchbare Werte i.a. nur bei diagonaldominanten Matrizen zu erwarten.

Beispiel 7.1.4

1 2 -1
A= -2 3 1 EW: )\17220, )\3:5
-3 8 1

Gerschgorin-Zeilenkreise |z —1| <3, |z —3|<3, [z—1 <11

eventuell Verbesserung durch Ahnlichkeitstransformation mit Diagonalmatrizen; fiir obiges Bei-
spiel 7.1.4

2 00 1 2 =2
T=(020 T'AT=| —2 3 2 | hat gleiche EW
001 -2 4 1

Gerschgorin-Zeilenkreise |z — 1| <4, |z —3| <4, |z—1] <55

7.2 Die Verfahren von Wilkinson und von Householder

Ziel: A durch Ahnlichkeitstransformation auf einfachere Form bringen, i.a. auf sog. Hessenberg-
Form.

Definition 7.2.1
Fine Matrix H = (hik)i k=1, n heift Hessenberg-Matrix, wenn gilt hy, = 0 fir k+1 < i
(i,k=1,...,n)

hi1 hio <o hiy
ha1  hao han
0 hsz :
H=| |
0
0 0o - hn,n—l hnn

Wilkinson: schrittweites Uberfithren auf Hessenberg-Form
(A=) AO innroraro A fnnroa A® — . — A2 = g

Die Matrizen AU~1 sind von der Form

*
*
0 *
G-u_| ¢ - = (o
A — : .ok Ok _(aik )i,kzl,...,n
0 - 0 %
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Wilkinson-Algorithmus:

AU=1) gei bestimmt

(i) ¢ (j+1 < ¢ <n)so bestimmen, dass gilt

G-1)) _ (-1)
(7.5) |ag; |—j+rlngaj<§n|auj |

vgl. partielle Pivotwahl bei Gauf3, d.h. es ist in der j-ten Spalte unterhalb der Haupt-
diagonalen das betragsgrofite Element zu suchen (bei mehreren z.B. kleinster Zeilenindex)

(ii) Fir g # j + 1 Vertauschen der (j + 1)-te Zeile und Spalte mit der g-ten Zeile und Spalte
(7.6) AUTD — By g AU By g = BUD = (b Y) i

wegen Fjiq1 4= Ejjrqu sind AU=Y und BU~Y shnlich.

(iii) Ist bgﬂ:llj) = 0 (dh. wiren unter der Hauptdiagonalen von AU~ nur Nullen), dann

néchster Schritt, sonst Matrix Cj1 = (¢ix)ir bestimmen mit

pU—b
(7.7) g = Goyy (>4
J+1.J
- A = 3B
Bemerkung 7.2.2
AW — C:ihEjig AU B Clia
N———— —_

=1 . T _p—1 =F
=F wegen EJ+1’q_Ej+l,q

d.h. AU st dhnlich 2u AU,

Vertauschen von Zeilen und Spalten j — 1 «—— q bewirkt keine Veranderung der Nullstruktur

0 1
0
von O ‘ 0 , wegen O} = 1
P R —Cjt2,j 1
0 .
0 --- 0
—Cn,j 1
*
0

(7.7) erzeugt
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Beispiel 7.2.3

1 -2 3 =2
_400) _ 1 5 —1 — )
A=A" = 9 3 9 _o vertausche 2. und 3. Spalte/Zeile
2 =2 6 —3
1 3 -2 =2
2 2 3 =2
0) — ; ;
B 1 1 [ Maitriz Cy bilden
2 6 —2 -3
1 00O 1 0 0O
10 1 00 1 |0 1 00
=190 05 1 0 — G =l 051 0
0 1 01 0 -1 0 1
1
_ 2 *
021.3(0): 0
0
1 0o -2 -2
AN = c;'BOCy = 2 L5 3 =2 Pivotelement 0.5 = vertausche 3. und 4. Zeile
2 0 —-0.25 3.5 0
0 05 -5 -1
und Spalte.
Schlieflich C3 bestimmen
10 0 0
0 1 0 0
G=19 0 10
0 0 —05 1
1 0 -1 -2
! o T,}L ,. G BYG=10 05 15 -5
essen engatmx O 0 _1 1

Bestimmung der EW von H s.u.

Sollen auch die EV bestimmt werden, dann evtl. Transformationsmatrizen T mit H = T~1AT
abspeichern, wobei T' Produkt von E, , und C,-Matrizen.

Verfahren von Householder (entsprechend wie Wilkinson)

A— AV 5 A@ . g2 (Hessenberg — Matriz)

Transformationsmatrizen P = F — %wa w e R"

9
w1 w% WiWg -+ W1Wp
(wr, . wn) = : : : dyadisches Produkt

Wy, WpW, WpWg -+ W
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— fir ce Rist P = PT

es sei c = %wTw, dann ist

1 1 2 1
P?2 = (E — “wuwh)(E - “ww’) = E - Zww? + —w wlww! = F
c c c =
C

d.h. P~! = P (P ist symmetrisch und orthogonal (involutorisch)).
Householder fiir 1. Schritt:

0 *
*
w
w=| AD = papL | 0 x
W, 0
A = (agi)) es gilt agll) = a1
. (1) .. . . w% az1
also, zu bestimmen: ay;’, wo, ..., w, fihrt auf NLGS, speziell gilt W =1-——= (x).
Wi|5 n
+ Zagl
i=2
*
n 0 *
1) Za?l = 0, dann A = , , d. h. A hat schon gewiinschte Form = 1. Schritt
i=2 :
0
iiberschlagen

n

2) Z a? > 0, Vorzeichen in () eigentlich beliebig, aber wegen Rechenstabilitiit so wihlen, dass
=2

|wa| moglichst groff wird, dann Householder i.a. sehr rechenstabil.

Verfahren auf Restmatrizen (vgl. Wilkinson) A, A®) | fortsetzen

= Algorithmus
A® = A firk=1,...,n— 2 sind folgende Schritte durchzufiihren

n
s= Z a§l;:€—1)2 0
\ j=k+1 :

s = 0, dann néchsten Schritt ausfiihren O
k—1
s#0: t:a,(cﬂ’]l c=s(s+[t]) wk) = (k)
W1
k )
(79) w®=0 (j=1,...k) :
e

w,(cli)l =t+ s-sign(t)

w](-k):a%*l) (J=k+2,...,n)

Pk = — %w(k)w(k)T
AR — pk) g(k=1) p(k)
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Vergleich der Rechenoperationen (Div./Multi.)
Wilkinson: 2n® + O(n?)
Householder: 2n® 4+ O(n?)
also: fiir allgemeine Matrizen Wilkinson giinstiger, Householder allerdings noch rechenstabiler.

Aber: A = AT so. AT — (PAP)T = PT AT P = AM, dh. auch alle ,Zwischen-
Ny
matrizen“ A*) sowie H = A2 sind symmetrisch =

* * 0
=% " Tridiagonalmatrix.
0 * ok

Fiir A = AT (insbesondere) miissen die P(*) nicht explizit berechnet werden: ¢, w*) wie berech-
net

uB Ly k)
C
(7.10) IO I (O B IR (O DR (O L)
2¢c ———
139
AR g1 Ry WT (B, (T

In diesem Fall werden nur Zn® + O(n?) Div./Mult.-Operationen benétigt, d.h hier stets House-
holder vorzuziehen.

7.3 Berechnung von EW und EV von Hessenberg-Matrizen
H = (hzk) e R™"™
charakteristisches LGS

(h11 — AN)x1 + higze + ... + hipe, =
(711) ho1x1 + (h22 — )\)SL‘Q + ...+ hopzn, =

hn,n—lxn—l + (hnn - A)xn =0

charakteristische Gleichung

hll -\ .- - hln
0o - hn,n—l hnn - A

1.) esgibt ein k (1 <k <n—1) mit Ay = 0 = LGS (7.11) zerfillt in 2 getrennte LGS,
— det(H — \E,) = det(H — AE,) - det(H — AE,_,)
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D.h. weiter mit 2.) bei geringerer Reihenzahl
2) firalle k (1 <k<n-—1) A1k # 0 (sei im folgenden stets erfiillt)

(o) Entwicklung der k x k-Unterdeterminanten in der linken oberen Ecke der char. Determi-
nanten nach jeweiliger letzter Spalte

(fo(A) =1) Ji(A) = (h11 — A) fo(N)

hit —A hi2
A) = = (hog — A\ A) — hioh
f2(A) hotr  has — A (haa — A) fi(A) — hi2ha
hit —A hi2 hi3
f3(A) = hor  haa — A haos = (hag — A) f2(A) — hazhsa f1(A) + highsgahat fo(A)

usw. (vollst. Induktion)

foA) =1
fiA) = (o =N fi—1(N) + a1 fj—2(A) + - + agi fi(A) + a1 fo(A)
(7.12) (G=1,...,n)
ajj = hj
arj = (DI R hgihii 1hi 10 hirig (k=1,...,5-1)

Fa(\) = det(H — \E)

Beispiel 7.3.1

s.o. Wilkinson

1 0 -1 -2
2 15 —-35 3
H=109 05 15 -5
0o 0 -1 1
(o) = 1)  fi(N)=
f(0) = (15-=N 1()\) 0.2=X2—25\+1.5
f3(N) = (1.5 =N fa(A) = (=3.5)0.5f1(A) + (=1)0.5-2- fo(A) = =A3 +4X2 —7A + 3
faN) = N f3(A) = (=5)(=1) f2(A) +3(=1)0.5 - f1(N) = (=2)(=1)0.5 - 2fo ()

(1
A —B5A3 602 +4)—8

Losungen A1p3 =2, M= —1

(8) Bestimmung von EV von H (zum berechneten EW \)
charakteristisches LGS (7.11) hat eine nichttriviale Losung.
1) &, = 0 setzen letzte Gleichung = x,-1 =0

vorletzte Gleichung = x,_5 =0
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2. Gleichung = 1 =0
d.h. kein EV mit x,, = 0. Daher

2) z, # 0 (0.B.d.A.) x,, = 1 setzen = x,,_1, ..., 21 eindeutig bestimmt = nur 1 EV bis auf
lin. Unabh.

D.h. jede nichtzerfallende Hessenbergmatrix hat genauso viele linear unabhéngige EV, wie sie
verschiedene EW hat.

Beispiel 7.3.2
obige Matriz H, (7.11) fir A =2

x4 = 1 gewahlt, 1. Gleichung wegen lin. Unabh. weglassen

2x1—0.5x2—3.5x3 = -3
-1
9
0.529 —0.523 = 5 = T = 1
1
—x3 = 1
LGS mit A-Matrix ist einziger EV von H zu A =2
2
- 0
Entsprechend A= -1, 24 =1 = I = 9
1
Transformationsmatriz war
1 000 10 00 1 0 00
0 100 0 1 0 0 0 05 —05 1
T=Fs-\ g o5 10| B |00 Lo| o 1 0
0 1 01 0 0 05 1 0 1 10
—1 —1 1 -2 3 -2
9 6 . o o 1 5 -1 -1
= T 1= 9 ist (bis lin. Unabh.) einziger EV von A = 5 3 9 _9
1 8 2 -2 6 3
2 2
0 0
entsprechend T s | =1 o
1 2

(7) Verfahren von Hyman

char. Polynom p(\) = det(H — AE) = 0 fir EW

Aus (7.11) folgt (im Prinzip entsprechend der Bestimmung der EV)
(7.13) p(A) = (=1)"ho1 - hga -+ - hypp—1 - p(A)

wobei fiir geg. A € R(€ C) sich p(\) rekursiv berechnen lasst:
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hio=0 x, =1 gesetzt

firi=1,...,n:
1 n
(7.14)  zpy = T Atn—iv1— Y hnig1,a]
n—i+1l,n—1 j=n—it+1
(#01
zo = p(A)
I
ist p(A) =0, so ist : zugehoriger EV.
T
Entsprechend fiir die Ableitungen
yn = 0 (gesetzt)
1 n
(7.15) Yn—i = ﬁ[ﬁn—zﬁrl + AYn—it1 — Z hn—i+1,jyj]
n—i+1,n—1 j=n—it1
o = PN

p(A), p'(\) evtl. fiir Newton-Verfahren einsetzen (auch fiir komplexe EW {iblich).

Bemerkung 7.3.3
Methoden von 7.3 zur EW-Bestimmung (anders als Householder) nicht sehr stabil, daher fir
grofie n oft QR-Verfahren.

7.4 von-Mises Verfahren

Ziel: Bestimmung von gewissen EW, als erstes den betragsgrofiten EW (den domi-
nanten EW)

Bemerkung 7.4.1
Sei A= AT € R™™" (A symmetrisch). Es ist bekannt, dass

(a) alle EW reell sind. Wir sortieren \; so, dass
M = (x| = ..o = (A

(mit Beachtung der Vielfachheiten);
(b) es gibt n linear unabhingige EV M, ... 2™ mit Az(® = Nz (A ist diagonalisierbar ).
Die EV kénnen zur Bestimmung einer Orthonormalbasis benutzt werden

(i)T k) _ 1 s 1=k
(7.16) A _{O,i;ﬁk
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Wihle beliebiges z(°) € R™. Da die (! eine Basis des IR” bilden, kénnen wir z(?) so ausdriicken:
20 = ¢2® 4 4 pa™

Sei ¢1 # 0 (dies kann oft nicht bewiesen werden, ist aber ,fiir gewohnlich “erfiillt). Um dies zu
priifen, nehme man verschiedene z(?)).

von-Mises Verfahren :

(7.17) 20 = A1) (v=1,2,...)
Wir haben
A0 = 420 = AW 4 4 4™ = 2 4+ e 2™
XD = A0 = 42,0 = = clkfx(l) +...+ cn)\%x(”)
(7.18) 20 = AZ0TD = 4O = = XM e Ala™),
—_——

*

* liberwiegt gegeniiber den anderen Termen, falls ¢1 # 0.
Fiir v — oo bekommen wir asymptotisches Verhalten

(7.19) 20 e\ ) e A
Falls zi(v) # 0 folgt
) Z-(erl)
gtV = 4 — XA (i=1,...,n).
o

7
Bei der Berechnung werden die Ergeebnisse oft normiert, damit sie nicht zu grof3 oder zu klein

werden:
2(1)

1) _ 4.0 a _
2V = Az , 2 = TECI™ (etc.)
Beispiel 7.4.2
A(=AT) | 20 | 30 | ;0 | 22 | @
5 —2 —4 | 1 5 1 9 1 “ 1
2 2 2| 0 | =2 |-04]|—-44|-0.489 2 — 1 0.5 EV wvon A
—4 2 5| 0 | -4 |-08]|-88|-0.978 —1

Durch die Normierung haben wir nun anstatt Asymptotik Konvergenz (7.19).

¢ = 9.9888 , ¢Y = 10.0086, ¢{* = 10.0085.

FEs gilt q](-UH) — 10 = A . Wir haben gute Konvergenz, da Ao = A3 =1 < 10.

Von (7.18) folgt
(7.20) ’)\1 — | =

v

2l o),

A1

d.h. dass die Konvergenz fiir |A2| ~ |A1| nur mittelméaBig ist.

Bemerkung 7.4.3
Das von-Mises Verfahren kann auch auf nichtsymmetrische Matrizen (A # AT ) angewendet
werden, es ist aber notwendig, dass A n linear unabhdngige EV besitzt.
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Verbesserung fiir A = A7 mit Hilfe des Rayleigh-Quotienten

Sei zeR", x#0.
Der Wert

(7.21) Rlz] = ——

heifit Rayleigh-quotient (von A fiir den Vektor ).

Satz 7.4.4
Sei A = AT . Der Rayleigh-Quotient erreicht sein Mazimum / Minimum an dem EV, der zu
dem gréfiten EW gehort.

Beweis:
Sei 0# x € R™ mit der Darstellung

z =z + ..+ cpz™ ,

wobei z(9) die EV von A sind. Dann gilt

TAz = (clx(l)T + ...+ cnx(")T) ()\10156(1) + ...+ )\ncnx("))

7.16
(7.16) e+ Al

und 2fz = & +... +c2.
Wir folgern
A 4.+ A

Ain. < Rlz] =
min < R[] c%—}—...—i—c%

— )\max .

Wir kénne nden Rayleigh-Quotienten R[z(")] im von-Mises-Verfahren mit kleinem zusitzlichen
Aufwand berechnen:

R0 — ST 4,0 B LT 5(+1)
B z(”)Tz(U) B z(”)Tz(U)
Aus (7.18) folgt
2v
(7.22) [ = R0 = (ii) 00).

Dies ist eine erhebliche Verbesserung im Vergleich zu (7.20).
Beispiel 7.4.2 ergibt:

(3)5(4)
R[Z(?))} — L = 99997 < 10 = N\ = )\max‘
)7 ,(3)

23" 2

Nun weitere Bemerkungen zum von-Mises-Verfahren.
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Bemerkung 7.4.5
(a) Let \y =... =X, and |\p| > |A\pt1| . Dann folgt
20 = cz® e 4 Z cix®
=y i=p+1

wobet y EV zum EW Ay ist. Die ergibt

20 = vy 4+ Z eiXva(®,
i=p+1

und daher gilt

ql(v) — A, 20~ Ay,

d.h. dass es kaum Verdnderung im Verhalten von q; gibt.

(b) Sei Ay = —Xa. Dann ist q(v) nutzlos durch die ,Oszillation“der Iteration. Daher nehme

)

a0 = 2"
z ’ (v=2) °

2

Denn es gilt Eév) — 1.

(c) Inverse Iteration
In wvielen Fdallen (Oszillation, Knicklasten, ...) st der betragskleinste EW gesucht (i.a.

#0). .
Ar = \px = )\—x = A 'z
d.h., dass wir den dominanten EW bestimmen miissen K, (= ﬁ) of AL,

von-Mises:
A0 = 4710 o Ap0FD) = ()

Wir missen also in jedem Iterationsschritt ein lineares Gleichungssystem losen, wobei die
Matrix in jeden Schritt gleich bleibt. Nur die rechte Seite dndert sich.

(d) Wielandt Korrektur fiir EW
Seil eine Approzimation von A\;j (1 < j <n). Dann hat A—IE die EW \i—l (i=1,...,n):

Az = Nz = (A—IE)x = (M —Dz.

Falls | eine gute Approximation von X; ist, dann ist \; — 1 der betragskleinste EW von

A—-IFE.
(= Inverse Iteration: (A —I1E)z("T) = 2(v) )
Achtung: Beachte, dass A — IE ,fast singuldr“ist und singuldrer wird, je ndher | zu

A kommt. Aber es gibt eine ,stabile Verbindung “zum QR Algorithmus.
(e) Bestimmung von héheren EW durch Matrix-Deflation
(z.B. Ay in Oszillations Problemen)

. . . . T
Bestimme (M) | )\ naherungsweise mit von-Mises und 20 0, dass 20" (1) =0,

20 = ¢ 2W @ 4 4™ W70 = 1,

=
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dann wiederhole Anwendung des von-Mises- Verfahrens.

Aber:  Leider ist ¢ # 0 durch den Approzimationsfehler (oder Rundungsfehler) und

somit konvergiert das Verfahren gegen A1, falls man lang genug rechnet.
Besser : Der Einfluss von A1 kann durch Modifikation der Matriz A reduziert werden:

B = A—)\lx(l)x(l)T
BrV = Az® _ yz® (xa)Tx(l)) _ 0

B — Az _ xz®) (x(nTx(i)) — el

0

d.h. B hat die EW 0,)a,..., \n mit den EV 2 2@ z0)

in der Praxis: Bestimme A\, , () ndherungsweise.
= B hat evit. nicht den exakten EW 0, aber Ao ist dominant.



