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0 Grundlagen

N=1{12..}

erfiillt die Peano-Axiome. Die wesentlichen Eigenschaften fiir uns sind:

Satz 0.1

Sei M CN
(i) Ist 1 € M und gilt fiir alle n € M, dass auch n+1 € M, so ist M = N.
(ii) Ist M # 0, so enthélt M genau ein kleinstes Element.

Auf N lassen sich Addition und Multiplikation erklédren. Diese sind kommutativ, as-
soziativ und distributiv. N lésst sich so anordnen, dass fiir alle m,n € N gilt: m =n
oder m < n oder m > n. Aus N erhalten wir leicht

Z=A...,-2,—-1,0,1,2,...} und Q ={a/b:a € Z,b e N},

Weiterhin verwenden wir die Menge R der reellen Zahlen und die Menge C der kom-

plexen Zahlen. Aus Satz 0.1 folgt leicht

Satz 0.2
Sei M C Z
(i) Ist a € M und gilt fiir alle n € M mit n > a, dass auch n+ 1 € M, so ist

{n>a:neM}={n>a:neZ}

(ii) Sei M # (. Ist M nach unten beschrinkt, so enthélt M genau ein kleinstes

Element. Ist M nach oben beschrénkt, so enthélt M genau ein grofites Element.
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1 Teilbarkeit

Definition:
Seien a,b € N. Wir sagen a teilt b, geschrieben a | b, falls ein ¢ € N existiert derart,
dass b = ¢ - a. Dann heiflt a Teiler oder Faktor von b, b heifit Vielfaches von a, ¢

heifit Komplementdrteiler von b beziiglich a. Aus der Definition folgt sofort

Satz 1.1
Seien a, b, c € N.
(i) Die Relation a | b ist reflexiv (a | @) und transitiv (¢ | bund b | c = a | ¢).
(ii) Die Relation a | b ist nicht symmetrisch, es gilt sogar: a | bund b | a = a = b.
(i) Aus a | b folgt a < b. Insbesondere hat jede natiirliche Zahl nur endlich viele

Teiler.

Definition:

Seien a,b € Z, a # 0. Wir sagen a | b, falls es ein ¢ € Z gibt mit b = c - a.

Bemerkung:
Satz 1.1 gilt analog in Z. Zu &ndern sind nur

(i) a|bund b | a = |a| = |b].

(i) a|b=>la| < |b.

Satz 1.2 (Divisionsalgorithmus mit Rest)

Seien a,b € Z, b > 0. Dann existieren ¢, r € Zmit a=q-b+r und 0 < r < b.
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Beweis:

Wiéhle ¢ maximal mit der Eigenschaft, dass b-q < a (Satz 0.2(ii)). Selbstverstéandlich
folgt r :== a — ¢ - b > 0. Nach Konstruktion ist b (¢ + 1) > a, also
r=a—q-b=a—(q+1)-b+b<a—a+b=0b.

Bemerkung:

Satz 1.2 gilt analog fiir jedes b € Z,b # 0, dann allerdings mit 0 < r < |b|.

Hilfssatz 1.3 (Existenz des grofiten gemeinsamen Teilers)
Seien a,b € N. Dann gibt es ein eindeutiges d € N derart, dass
(i) d | a und d | b (d ist gemeinsamer Teiler).

(ii) Fiir jeden gemeinsamen Teiler ¢ von a und b gilt ¢ | d.

Beweis:

Existenz: Wir betrachten die Menge M = {a-x+b-y : x,y € Z} und bilden
M’ := M NN. Offenbar ist M’ # 0 (z.B. a € M'(x = 1,y = 0)). Nach Satz 0.1(ii)
enthdlt M’ ein kleinstes Element d. Nach Konstruktion gibt es Zahlen zq,y, € Z
mit d = a-xo+b- 1. Ist ¢ ein Teiler von a und b, so folgt ¢ | a-zo und ¢ | b- o, also
t](a-xg+b-y) =d. Damit ist (ii) gezeigt.

Nach Satz 1.2 existieren ¢, € Z mit 0 <r < d und a = ¢q-d + r. Es folgt
r=a—q-d=a— (axg+byy) - q = ax’ + by, wobei 2’ = 1 — qxg, ¥ = —qyo. Wegen
der Minimalitdt von d bleibt nur » = 0, d.h. a = ¢ - d, also d | a. Analog folgt d | b.
Damit ist auch (i) gezeigt.

Eindeutigkeit: Wir nehmen an, es gibe ein d’ mit (i) und (ii). Mit (ii) folgt d' | d
und umgekehrt d | d', also d = d’ (Satz 1.1(ii)).
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Definition:

Seien a,b € N. Die nach Hilfssatz 1.3 eindeutige Zahl d heif3t grifiter gemeinsamer

Teiler von a und b, geschrieben ggT(a, b) oder kurz (a, b). Ist (a,b) = 1, so heiflen a

und b teilerfremd.

Bemerkungen:

(i)

Hilfssatz 1.3 148t sich auf Zahlen a4, ao, ..., a, € N iibertragen. Die eindeutige
Zahld = (ay,...,a,) heifit dann analog ggT von ay, ... a,. Ist d = 1, so heiflen
ai,...ay, teilerfremd. Gilt paarweise (a;,a;) = 1 (i # j), so heiflen ay,...a,

paarweise teilerfremd.

Die Definition des gg'T 148t sich sofort auf Z verallgemeinern:

Fir ay,...a, € Z\ {0} setzen wir (ay,...,a,) := (|ai|, |ag], ..., |an]).

Da 0 durch jede natiirliche Zahl teilbar ist, liegt folgende Definition nahe:
(ay,...,an,0) :=(ay,...,a,), sofern nicht alle a; = 0 sind. Sind alle a; = 0, so

setzen wir (ay,...,a,) :=0.

In der Zahlentheorie geht es haufig um das Losen von Gleichungen in ganzen Zahlen.

Sind nur ganzzahlige Losungen zugelassen, so heifit die entsprechende Gleichung

Diophantisch.

Satz 1.4 (Losbarkeit linearer Diophantischer Gleichungen)

Seien ay,...,a, € Z\ {0},b € Z. Die Diophantische Gleichung

a1y + asxs + - -+ + a,x, = b ist genau dann losbar, wenn (ay,...,a,) | b.
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Beweis:

="

Sei d = (ay,...,a,)10.

—d|ay,...,d]|a,. Esfolgt d|ayzy,...,d| a,x, fir beliebige z; € Z.
= d | (eqx1 + - - + apx,) = b. Widerspruch!

="

Sei d = (ay,...,a,). Nach Definition des ggT existieren x1,...,z, € Z mit
d=ayxy + -+ a,z,. Wegen d | b existiert ¢ € Z mit b= c- d.

Also ai(c-xy) + -+ ap(c-x,) =c-d=0b.

Ein auerordentlich elegantes Verfahren zur Bestimmung des gg'T zweier Zahlen geht
auf Euklid zuriick und besteht in der mehrfachen Anwendung der Division mit Rest.

Euklidischer Algorithmus

Gegeben a,b € N, gesucht ist (a,b).

Nach Division mit Rest (Satz 1.2) existieren ¢;,71 € Z mit a = ¢ - b + r; und
0 <7y <b. Ist r; # 0, so gibt es nach Division mit Rest ¢o, 70 € Z mit b = qo-1r1 + 19
und 0 < ry < 71 Ist 79 # 0, so existieren ¢3,73 € Z mit 71 = ¢3 - 79 + 73 und
0 < r3 < 7ry. Der Algorithmus bricht ab, sobald r; = 0 auftritt. Dies geschieht

spatestens nach b Schritten, denn b > r; >ry > ... >1r; > 0.

Satz 1.5

Mit den obigen Bezeichnungen gilt: Ist £ + 1 der kleinste Index mit rp,; = 0, so

haben wir r;, = (a,b).
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Beweis:

Wegen

a = q-b+nr

b = QQ'T1+T2

T = (q3:T2+ T3
Th—2 = Qg -Tpk—1+7Tk
Tk—1 = qk+1 Tk

ist klar, dass d := (a,b) | r1 (1.Glg). = d | 2 (2.Glg) = ... == d | r. Umgekehrt
haben wir ry | 7,1 (letzte Glg.). = 1 | rp_o (vorletzte Glg.) = ... =1y | b
— 71, | a. Nach Definition des ggT folgt ry | d, also nach Satz 1.1 r, = d.

O

Durch Umkehrung des euklidischen Algorithmus erhalten wir auflerdem eine Dar-

stellung (a,b) = a -z + b -y fiir gewisse z,y € Z (vergleiche Satz 1.4).

Definition:
Eine natiirliche Zahl n > 1 heiflt Primzahl, falls n nur die trivialen Teiler 1 und n

besitzt. Die Menge aller Primzahlen bezeichnen wir mit P = {2,3,5,7,11,...}.

Satz 1.6 (Euklid)

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis:

Der kleinste Faktor d > 1 einer natiirlichen Zahl n > 1 ist eine Primzahl, denn sonst
wire d = d; -dy mit 1 < d; < dund 1 < dy < d und daher nicht minimal. Wéare
P = {p1,...,pr} endlich, so enthielte n := p; - ... pp + 1 > 1 einen Primteiler p.
= p=p; firein je {1,...,k}. Wegen p | n folgt p | 1. Widerspruch!
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Satz 1.7 (Fundamentalsatz der Zahlentheorie)

Jede natiirliche Zahl n > 1 besitzt eine bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeu-

tige Darstellung als Produkt von Primzahlen.

Beweis:

Existenz: Wegen n > 1 hat n einen Primfaktor p;. Ist n = py, so ist alles gezeigt.
Sonst wiederholen wir das Argument fiir die Zahl n/p; < n. Induktiv ergibt sich
n=mpy-Py-... pg. Das Verfahren bricht nach endlich vielen Schritten ab, da
n>n/py>n/pips > ... > 1.

Eindeutigkeit: Wir zeigen zunéchst: Ist p € P mit p | mn fiir gewisse m,n € N, so
folgt p | m oder p | n. Dazu nehmen wir an, dass p t m, also (p,m) = 1. Nach Satz
1.4 existieren z,y € Z mit pr + my = 1. Also gilt pnx + mny = n. Wegen p | mn
folgt p | n. Allgemeiner gilt also: p | nyng - - - np = p | n; fir ein j mit 1 < j < k.
Wir nehmen nun an, es sei n = pips---pr = qig2---q mit p;, q; € P. Induktion
liefert:

n = 2: Offenbar gilt p; = ¢; = 2.

n —1 — n: Nach obigem Argument folgt p; | ¢; fiir ein j € {1,...,l}, 0.B.d.A.
Pl g Dag €P, folgt py=q. = n"=ps-...-pp =q2- ... q < n. Daraus folgt
die Behauptung.

Definition:

Sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Die nach Satz 1.7 eindeutige Darstellung
n=pi Py Py

mit Primzahlen p; < p < ... < p, und e; € N heifit kanonische Primfaktorzerlegung

von n. Wir schreiben e; =: e, (n) € Ny, wobei e, (n) := 0, falls p{ n. Also formal

n = Hpep(”)

peP

Dabei heiit e,(n) die Ordnung von p in n.
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Satz 1.8

Seien ay, ..., a, € Z, nicht alle gleich 0. Dann gilt mit e,(0) := oo
(ay,...,a,) = Hpmin er(ai)
peP

Beweis:

Das Produkt erfiillt offensichtlich die Bedingungen (i), (ii) aus Hilfssatz 1.3 (in der

entsprechenden Verallgemeinerung), d.h. es ist genau (a4, ..., a,).

O
Dual zum ggT ist das kgV .
Definition:
Seien ay,...,a, € Z\ {0}. Die natiirliche Zahl

lai, ..., a,] = l_Ipmax ev(ai)
peP

heifit kleinstes gemeinsames Vielfaches von aq, ..., a,. Ist eines der a; = 0, so sei

lai,...,a,) :=0. Aus Satz 1.8 und den Definitionen folgt direkt

Satz 1.9

Fir aq,...,a,,t € Z gilt

D (@ an) = (an . an)an) ; [an, - an] = [[ar, - an_], an);
() (tar,....tan) = [t (a1, ... an) ; [tas, ... tan] = [t] - a1, ..., an);
() (@ a0) | (a1 an) 5 ar, . ane] | ars .- an):

(iv)  (a1,a) - [ar, 4] = |a - as)-

Im Beweis zu Satz 1.7 hatten wir gesehen, dass die Implikation p | mn, ptm = p |
n fiir alle Primzahlen p gilt. Allgemeiner ist das folgende Ergebnis, das in zahlreichen

Situationen zur Anwendung kommt.



1 TEILBARKEIT 10

Hilfssatz 1.10

Seien a,b € Z mit a | bc und (a,b) = 1. Dann gilt a | c.

Beweis:
Wegen (a, b) = 1 ist nach Satz 1.9(ii) (ac, bc) = |¢|- (a,b) = |c|. Wegen a | be existiert
ein g € Z mit be = ag. Also |¢| = (ac,bc) = (ac,ag) = |a] - (¢,9) = a | c.

O

Nach Satz 1.4 wissen wir, dass az + by = ¢ genau dann l6sbar ist, wenn (a,b) | c.

Wir wollen nun alle Lésungen dieser Gleichung angeben.

Satz 1.11

Die Diophantische Gleichung az + by = ¢ besitze die Losung xqg,yo € Z
(z.B. mit eukl. Alg.). Die Gesamtheit der Losungen ist dann gegeben durch

r=x9— -t : Y=o+ -t (teZ).

(a,b) (a,b)

Beweis:

Die angegebenen x, y sind Lésungen, denn

a- IO—L~t +b- yO+L-t = axg + byy = c.
(a,b) (a,b)

Sei x1,y; eine weitere Losung, d.h. axg + byy = ¢ = ax; + by; = a(xg — x1) =

b(y1 — o). Sei d := (a,b). Dann folgt a =d-a’ , b=d -V mit (¢/,0') =1
= d'(xo — 1) = V(11 — o). (%)

Insbesondere folgt a’ | b'(y1 — yo). Mit Hilfssatz 1.10 erhdlt man o' | (y; — yo), d.h.

y1 — Yo = a’ - t fiir ein ¢ € Z. Einsetzen in (x) liefert zg — x; = b - t. Es folgt

b b
:L'lzx()—m-t und ylzyo—i-m-t.
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2 Zahlentheoretische Funktionen

Fiir jede reelle Zahl x bezeichne

[] ;== max{n € Z : n < z}.

Namen: Gaufi-Klammer, Grifites Ganzes, Ganzteil (von x). Weiterhin heifit

{z} := x — [x] Bruchteil von z.

Hilfssatz 2.1

Seien x,y € R. Dann gilt:

(i) r—1<[z]<x , 0<{z}<1;
(ii) fir n € Z ist [v + n] = [z] + n;
(i)  fl+l<le+y] o Az+yp<{zy+{yh

(iv) fiir n € Nist [z/n] = [[z] /n].

Satz 2.2
SeineN,peP. Mitn!l=1-2-...-n gilt
“[n
ep(nl) = ; [E] :
Beweis:

Fiir beliebiges n € N sind genau [n/m] Zahlen aus der Menge {1,2,...,n} durch m
teilbar, ndmlich n -t mit 1 < ¢ < [n/m]. Also sind unter den Zahlen 1,...,n genau

[n/p] teilbar durch p’.
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Also gilt
ep(n!) ep(k)=> "Y1
k=1 k=1 =1
pJ |k
o0 n o n
BRESAE
j=1 k=1 j=1 P’
pI |k
Korollar 2.3
(i) ep(n!) < L%} fir n € Nund p € P;
|
Beweis:
. n . n =1 1 n
0 elnl) ;[pﬂ] —p ]lef (1—1/p ) p—1
Beh.

Fiir jedes p € P gilt mit Hilfssatz 2.1 (i)
(1)) = o () = enlm) = elut) = (=)
- (5B =

Unter einer zahlentheoretischen Funktion (auch arithmetische Funktion) verstehen

wir eine Funktion von N nach R oder C , d.h. eine reelle oder komplexe Folge.
Definition:

Eine zahlentheoretische Funktion f heifit multiplikativ, falls fiir alle m,n € N mit

(m,n) =1gilt f(m-n)= f(m)-(n).
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Hilfssatz 2.4

Sei f multiplikativ und nicht die Nullfunktion. Dann gilt:

(i) f1) =1
(ii) n=py-py - ..opt = fn)=f1) ... f0F)
Beweis:

1) SO =r1-1)=rQ1)-f(1)
1. Fall. f(1)#0= f(1)=1 (durch f(1) teilen)
2. Fall.: f(1)=0= f(n) = f(n-1) = f(n)- f(1) =0 fiir jedes n € N. Wider-

spruch!

(ii) Wegen p; # p; (i # j) folgt f(n) = f(p{" - (03 - ... p"))
=fM) - fe - op) == L0  f()

Ist f zahlentheoretische Funktion, so heifit

g(n) =Y f(d)

dn
die zugehorige summatorische Funktion. Hier wie in Zukunft bedeutet die Summa-

tionsbedingung d | n, dass iiber alle positiven Teiler von n summiert wird.

Hilfssatz 2.5

Mit f ist auch die summatorische Funktion von f multiplikativ.
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Beweis:

Seien (m,n) = 1. Zu zeigen: g(m - n) = g(m) - g(n).

glm-n) = > fd) =YY fldidy) = -> f(dr)f(da)

dlmn dilm da|n dilm daln
= N Fd) > flda) = g(m) - g(n),
dilm da|n

wobei jeder Teiler d | n aufgespalten wurde in d = d;ds folgendermafien:
Sei m = pi*---pS und n = q{l--'qgcﬁ Ist d = p§*---prgh ... ¢b, so folgt dy =
Pyt plr und dy = gt - gbe

Wir behandeln im Folgenden einige wichtige zahlentheoretische Funktionen. Zuerst

untersuchen wir die Fulersche ¢-Funktion, definiert durch

o(n) = Z 1 (n € N).

(m,n)=1

Hilfssatz 2.6
Fiir p € P und j € N gilt

e()=p —p ' =p (1-1/p).

Beweis:

Nach Definition von ¢ ist

NS S N A
p(p’) = Z 1221— Z 1:ﬂ—21:ﬁ_|:;1:p1_ -1
m=1 =1 m=1 m=1

= m= =
(m,pl)=1 (m,p7)>1 p|m
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Wunschdenken: Wire ¢(n) multiplikativ, so folgte nach Hilfssatz 2.4.(ii)

fir n = pi* - ps* - ... pr:
p(n) =op") - o) =p'(L=1/p1) ... pr (L= 1/pr) = - I‘T(l —1/p).
pln

Wir aber machen es umgekehrt:
Satz 2.7
Fir n € N gilt

1

gp(n)zn-H(l——).
p
pln

Beweis:
Seien py, pa, . . ., px die verschiedenen Primfaktoren von n . Durch Ausmultiplizieren

des Produkts erhalt man

n-H(l—}) _ n<1_pil><1_pik)

S I ED D I ) 9 Ier e e

1 Pr 1<s<r<k PrPs 1<t<s<r<k

[n/pr] = n/p. ist die Anzahl derjenigen Zahlen m < n, die durch p, teilbar sind.
Entsprechend ist n/p,ps = [n/p,ps] die Anzahl der m < n mit p.ps | m und so
weiter. Also folgt nach Vertauschen der Summen
n k n n
1
BIEH DML W IES 3 3D VRS
m=1

r=1 m=1 1<s<r<k m=1

pr|m prps|m

n

SR IS ) T

() (D) (9))

m=1
wobei [(m) die Anzahl der Primzahlen py, ..., py ist, die m teilen. Ist [(m) # 0, so ist

der letzte Klammerausdruck nach dem Binomischen Lehrsatz gleich (1 —1)!™) = 0.



2 ZAHLENTHEORETISCHE FUNKTIONEN

16

Fiir I{(m) = 0 ergibt die Klammer den Wert 1. Also haben wir

n-H(l—%) - zn: 1.
pln 1(777:1;:10

Es bedeutet aber I(m) = 0, dass m von keiner der Primzahlen py;, . ..

d.h. zu n teilerfremd ist. Damit ist das Gewiinschte gezeigt.

Korollar 2.8
(i)  ist multiplikativ.

(i) 2_p(d) = n.

dln

Beweis:

(i) Sei (m,n) = 1. Daraus folgt mit Satz 2.7

< L (-2) 12 T

plmn plm pln

RIS (R

plm pln

, Pr geteilt wird,

()

p(n).

(ii) Nach (i) und Hilfssatz 2.5 ist > ¢(n) als summatorische Funktion von ¢

dln

multiplikativ. Wegen Hilfssatz 2.4 brauchen wir die gewiinschte Identitit daher nur

fiir Primzahlpotenzen n = p* nachzuweisen. In der Tat ist

> o(d) = o)+ o(p) +e@®) + -+ o)

dlp*

= 1+p(1=1/p) +p*(1=1/p) + - +p"(1 - 1/p)

= 1+p-D+@—p) +--+ @ —p"") ="

mit Hilfssatz 2.6.
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Wir kommen nun zur Definition der Mébius-Funktion p(n). Eine natiirliche Zahl n
heit quadratfrei, wenn p? { n fiir alle p € P. Damit definieren wir u(n) wie folgt:
p(l) :==1; fiir n > 1 und quadratfrei, d.h. n = p; - ... - pp mit p; # p; fiir i # j, sei

p(n) = (=1)%; fiir n nicht quadratfrei sei pu(n) = 0.
Satz 2.9

(i)  ist multiplikativ.

(ii) Die summatorische Funktion e(n) := > u(d) erfullt
din
1 firn=1,
e(n) =
0 sonst.
Beweis:
(i) Sei (m,n) = 1. Hat m oder n einen quadratischen Primfaktor, so auch m - n.

Dann gilt u(m) = 0 oder p(n) = 0 und pu(m-n) = 0. Also pu(m)-pu(n) =0 = u(m-n).
Fiir m und n quadratfrei gilt m =p; -pa-...-prund n=¢q; - g - ... ¢ mit p; # p;
und ¢; # ¢; fir i # j. Wegen (m,n) = 1 ist auBerdem p; # ¢; fir alle ¢, j. Daher ist

p(men) =p(prpe-oo P @ gee @) = (=DM = (=1)F(=1)" = p(m)- u(n).

(ii) Nach (i) und Hilfssatz 2.5 ist €(n) multiplikativ, d.h. wir miissen nur zeigen

g(p*) = 0 fiir alle p € P und k € N. In der Tat gilt
e(p") = n(1) + plp) + p(p?) + -+ + p(p") = p(1) + p(p) =1 - 1=0.

Mit Hilfe der pu-Funktion lasst sich aus einer summatorischen Funktion die urspriing-

liche Funktion zuriickgewinnen.
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Satz 2.10 (1. M6bius-Umkehrung)

Sei f eine zahlentheoretische Funktion und g(n) := >’ f(d) die zugehorige summa-
dn
torische Funktion. Dann gilt

o)=Y nld)-g(5):
din

Ist umgekehrt f durch diese Identitdat gegeben bei vorgegebenem g, so folgt

o) = £ £(@).
Beweis:
Sei g(n) = > f(d). Nach Satz 2.9(ii) gilt dann
dn
Soud)-g (%) = Sould) Y f@) =3 f(d)- Y ud)
dln dln d'|n/d d'|n din/d’
= Y f)-e(5) = Fn).

d'|n
Die umgekehrte Implikation ergibt sich so:

fn) =D uld) - 9(5) = > n(5) - o(d),

d'|n d'|n

also wieder mit Satz 2.9(ii)

d;f(d) = Y r(G) =X X w(ag) e@)

dln dln d'|n/d

= Yo X a (M) = T o@)- ¥ i@
d'|n dn/d’ d'|n dn/d’

= > gld)-= () = gln)
d'|n
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Satz 2.11

Fiir alle n € N gilt

Beweis:
Nach Korollar 2.8 ist Y o(d) = n. Mit f(n) = ¢(n) und ) ¢(d) = n folgt daraus

din dn
nach 1. Mébius-Umkehrung

n d
-2 G- DA

dln

Bemerkung:

Satz 2.11 folgt auch ohne Mobius-Umkehrung aus Satz 2.7.

Satz 2.12 (2. M6bius-Umkehrung)

Seien f und g reelle Funktionen mit g(z) = >  f(x/n), wobei nur iiber natiirliche
n<x
Zahlen summiert wird. Dann ist

:ZM(”)'9<%>,

n<z

und die Umkehrung gilt ebenfalls.

Beweis:
Zu(n)-g@) = > pn)- > f(mx_n>=22u(n)-f(mxn)
n<z n<z m<az/n mn<z
Kzz;um)-f( )= Zf( )Zu n)

= Y1 (5) =0 =f@

<z
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mit Satz 2.9(ii). Die Umkehrung folgt entsprechend.

Weitere zahlentheoretische Funktionen sind die Teileranzahl 7(n) und die

Teilersumme o(n), d.h.

T(n) = Z 1 : o(n) = Z d.
din

dn

Satz 2.13

7 und o sind multiplikativ, und es gilt fiir alle n € N

ep(n)+1 _ 1
.. p
(ll) O'(n) = H T

pln

Beweis:
Die Funktionen fi(n) = 1 bzw. fo(n) = n (n € N) sind offensichtlich (streng)
multiplikativ. Nach Hilfssatz 2.5 sind deren summatorische Funktionen 7 bzw. o

ebenfalls multiplikativ. Wir berechnen fiir p € P und k£ € N

(i) T(pk)221:k+1:ep(pk)+1 und

dlp*

karl -1

(11) U(pk):Zd:1+p—|—p2+...+pk:

dlp* p—1

Mit Multiplikativitat folgt die Behauptung.

Die Griechen der Antike nannten eine natiirliche Zahl n vollkommen (perfekt), so-

fern n die Summe seiner Teiler (ohne n selbst) ist, d.h. o(n) = 2n. Solche Zahlen
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gibt es, namlich 6, 28,496, 8128, ... Bis heute offen: Gibt es unendlich viele vollkom-
mene Zahlen? Vermutlich viel einfacher sollte sein: Gibt es ungerade vollkommene

Zahlen? Wir beweisen ein Kriterium fiir gerade vollkommene Zahlen.

Satz 2.14 (von Euklid und Euler)
Eine gerade natiirliche Zahl n ist genau dann vollkommen, wenn
n=2""1(2r - 1)

mit p € Pund 2° — 1 € P (d.h. 277! ist sogenannte Mersenne-Primzahl).

Beweis:

="

Sei o(n) = 2n fiir ein gerades n. Dann gilt n = 28 .m fiir k,m € N mit 2 { m. Wegen
der Multiplikativitéit von ¢ nach Satz 2.13 folgt o(n) = o (2" - m) = o (2%) - o(m)
= (21 —1).0(m), mit o(n) = 2n = 2¥T1.m ergibt sich also (21 —1)o(m) = 2 1.m.
Wegen (2FF1 —1,28+1) = 1 liefert Hilfssatz 1.10 o(m) = 2*1 -l und m = (21 —1)-1
fiir ein geeignetes [ € N.

Behauptung: [ =1

Fiir [ > 1 hétte m die verschiedenen Teiler 1,1, m, also
om)>1+1l+m=1+1+ 2 —1). 1 =2"1.1+1=0(m) + 1. Widerspruch!
Somit ist o(m) = 2*"! = m + 1 = m € P. Bekanntlich ist eine natiirliche Zahl
m = 281 —1 Primzahl nur dann, wenn k + 1 selbst Primzahl ist; d.h. k+1 =p € P.

Das liefert genau die gesuchte Darstellung.

77¢‘(

Sei n = 2P~1(2P — 1) fiir ein p € P, wobei auch 2?7 — 1 =: ¢ € P. Dann gilt mit Satz
2.13

on)=0c(2rt-q) =02\ - 0(q)=(2?—1)-(¢+1) = (2P — 1)2F = 2n.
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Weitere klassische Begriffe im Zusammenhang mit o(n) sind:

n € N heiit defizient <= o(n) < 2n;
n € N heifit abundant <= o(n) > 2n.

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass unendlich viele defiziente bzw. abundante Zah-
len existieren. Weiterhin heiflen zwei natiirliche Zahlen m # n befreundet, falls
o(m) = o(n) = m + n. Zum Beispiel sind 220 und 284 befreundet. Es ist unbe-

kannt, ob unendlich viele Paare befreundeter Zahlen existieren.

Die meisten interessanten zahlentheoretischen Funktionen verhalten sich in der Fol-
ge ihrer Werte sehr unregelméfig. Zum Beispiel ist ¢(n) = n — 1 unendlich oft,
namlich fiir jedes n € P, andererseits kann ¢ erheblich kleinere Werte annehmen,
namlich fiir Zahlen mit vielen Primteilern. Entsprechend ist 7(n) = 2 fiir alle n € P
und erheblich grofler fiir Zahlen mit vielen Primfaktoren. Wir wollen trotzdem ver-

suchen, fiir die definierten Funktionen einige Abschéitzungen herzuleiten.

Satz 2.15

(i) 2 < 7(n) < C(e) - ne fiir jedes € > 0 und eine Konstante C(¢), die nur von &

abhéngt.

(ii)) n+1 < o(n) < n(l4+logn), wobei log den natiirlichen Logarithmus bezeichnet.

n

(iii)

: < p(n) <n—1 fir alle n > 1.
logn

| =

Beweis:
(i) Sei € > 0 fest. Die Funktion f(n) := 7(n)/n® ist multiplikativ als Quotient

zweier multiplikativer Funktionen. Zu ¢ existiert ein K(e) derart, dass p® > 2 fir
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alle p > K(g). Wegen k + 1 < 2 fiir k € N (Induktion) ist (k + 1)/p* < (2/p*)F <
1* = 1 fiir p > K(¢). Fiir jede Primzahl p < K(g) gibt es hochstens endlich viele
Werte k € N derart, dass (k+ 1)/p** > 1 (wegen /ghi?o(k +1)/p** = 0). Somit gilt
(k+1)/p* < 1 fiir alle Paare p € P, k € N mit hochstens endlich vielen Ausnahmen
pi k(i =1,2,...,1(g)).

Mit Satz 2.13 folgt

e, (n T( ep(n)> eP(n) + 1_
f(n) = Hf(p p() = Hﬁ - H peer(n)

pln pln
I(e)
ki +1
150 = ).
i=1 Pi '

(ii) Mit der Formel fiir die harmonische Reihe ergibt sich

a(n):Zd:Zg:n-Zé§n-Zé§n-(1+logn).
dln

dn dn d<n

(iii) f(n) := (o(n)-p(n))/n? ist multiplikativ. Nach Satz 2.13 und Hilfssatz 2.6

gilt
f(p’“)—Ov(pkmpk)—L ot pr=pH=1- LS
p2k p2k p _ 1 pk—i-l — p2’
also
en(n > 1 1
f(n)IHf(p”())ZH<1——2>2H(1—_2>__,
p m 2
pln p|n m=2
denn
M M
1 1 1
1-—) = 1 - = 14+ —
I (-52) = TL(-2) (+30)
B 1 2 3 M — 3 4 5 M+1
- \2 3 4 M 2 3 4 M
1 M+1 1
= 2+ ~5 fir M — oo

e fn) w2 o
p(n) = o(n) & n(l+logn)  2(1+logn) -

n

1
4 logn



2 ZAHLENTHEORETISCHE FUNKTIONEN 24

Fiir n = 2 gilt (iii) trivialerweise.

O

Alternativ zu Abschéatzungen bietet sich bei unregelméfligen Funktionen die Berech-
nung eines Mittelwertes an; d.h.

LS () = Hx) + Fla),

n<z
wobei H(z) der Hauptterm und F(z) ein moglichst kleiner Fehlerterm ist. Zur Be-
handlung von Fehlertermen fithren wir die sogenannten Landau-Symbole O( ) bzw.
o( ) ein. Seien f(z) und g(z) reelle Funktionen. Dann bezeichnet f(z) = O (g(z))
bzw. f(z) < g(z) die Aussage: |f(z)] < C - g(x) fiir eine Konstante C' und alle
x € R in einem festgelegten Bereich (hiufig fiir ,,groBe“ =z , r — o0).

f(z) = o0(g(z)) bedeutet lim f(z)/g(x) = 0 fiir ein gegebenes z( (hdufig: zo = 00).

Satz 2.16
Fiir x — oo gilt

(i) ZT(H) =zlogz + O(z);

n<x

(ii) > o(n) = g + O(zlog x);

n<lz 12
(iii) Z o(n) = ixQ + O(z log x).
n<lx 7T2

Beweis:
(i) Mit Hilfssatz 2.1(i) erhalten wir

OIS D HES D RES I

n<x n<z dn d<z nd‘SI d<z
n

_ Z(gm(l)):x;gw(;l)

d<z

= z-(logz+O(1)) + O(z) = zlogz + O(z)



2 ZAHLENTHEORETISCHE FUNKTIONEN 25

unter Verwendung der Formel fiir die harmonische Reihe.

(ii) Es gilt

Do) = DI Td=3 3 =33 u=d Y m= Y m

n<w n<z dln n<z dln d<z n< d<z dm<z d<z m<z/d

- ;%E]([E]H):;%(wm ) (o)

1 x? T x? 1 1
- §Z<$+O(a>)=— WO< Za)
d<z d<z d<zx

7 1
= ?Zﬁ + O(zlogx).

d<z

Dabei gilt

1 =1 1
-3 -k
d<zx d=1 d>zx
1 Tda 1 AR
I p— — — .
d = — ; iir  — oo
d>x
Also zusammen
Z :ﬂii z)+ O xlogx)—lzx + O(zlogx).
n<x 2 d=1 d 12

Dabei haben wir > 1/d* = ©%/6 verwendet, was sich leicht mit Hilfe von Fourier-
d=1
reihen zeigen lésst.

(iii) Zunéchst gilt mit Satz 2.11 analog zu (ii)

et = Yn DS ) =Y ) Y m

n<z n<z  dn d<z n<e d<z m<a/d
= Sua (5 (1) 1) =3 Zwa () o (7))
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Wegen |u(d)| < 1 erhalten wir als Fehlerterm

xZ#zO(mZé) =0 (zlogz).

d<z d<z

Der Hauptterm liefert wie in (ii)
1 (d) , 2% (= p(d) 1 2% N pu(d)
= — = — —=+ 0| - = — —~ 4+ 0O(x).
22+ & ¥ T 2 Y\z 72 g oW
d<z d=1 d=1
Zwecks expliziter Berechnung der Konstanten im Hauptterm berechnen wir das Pro-
dukt der beiden absolut konvergenten Reihen:

< u(d, > 1 iy - d) <~ 1
(ZMd%)) (Z@>:ZZ&fdz;Z:ZZM;?):Zﬁf(””zl

di=1 do=1 2 di=1da=1

mit Satz 2.9 (ii). Wegen . 1/d* = 72/6 folgt

do=1
Zcp(n) _ 3. * + O(xlog x).
n<lx m

Korollar 2.17

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass zwei zuféllig gewéhlte natiirliche Zahlen teiler-

fremd sind, ist 6/72.

Beweis:
Naiv ist die Wahrscheinlichkeit

Anzahl der giinstigen Fille G
Anzahl der moglichen Fille = M

Offenbar ist

MzZleZm:%(xZ—i—x).

m<x n<m m<x
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G:ZZIZZ Z 1:Z¢(m):%m2+0(aﬂog$).

m<x n<m m<x n<m m<x
=1
(m,n)=1 (n,m)

-

G —_
M %(132 + ) 2

3 .2

Sz 4+ 0(x] 6 1 6

pl (zlogz) +O(ogx> 5 e o)
Xz s
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3 Kongruenzen

Definition:

Seien a,b € Z und m € N. Wir sagen: a ist kongruent zu b modulo m, geschrieben:
a =bmodm, falls m | (b—a). Ist 0 < b < m — 1 so heifit b Rest von a mod
m. Offenbar ist ,= mod m*“ eine Aquivalenzrelation auf Z. Die Aquivalenzklassen
heiflen

Restklassen mod m. Es sind dies die Mengen

0], = {km==FkelZ},
], = {km+1:keZ},
m—1] = {km+(m-—1):keZ}.
Wir schreiben dafiir haufig 0 mod m, 1 mod m, ..., m — 1 mod m oder kiirzer
0,1,...,m—1. Unter einem vollen Restsystem mod m verstehen wir eine Menge von

m ganzen Zahlen mit jeweils einer aus jeder Restklasse.

Satz 3.1

Sei m € N. Die Menge der Restklassen mod m bildet mit den Verkniipfungen
[a]m j: [b]m = [G :I: b]m ) [a]m ’ [b]m = [a ’ b]m

einen Ring, den sogenannten Restklassenring mod m.

Beweis:

Die Ringeigenschaften ergeben sich direkt aus den Ringeigenschaften von Z. Einziges
Problem ist die Wohldefiniertheit von ,,+* und ,,-“.

Seien [al,, = [@/];, und [b],, = [b];m, d.h. m | (a —a’), m | (b—1V).

Es folgt m | ((a—a) £ (b—1V)) = ((a£b) — (' £V)) < [axb],, =[d £V],,.
Es folgt auch m | ((a — )b+ a/(b—V)) = (ab— d'V) <> [ab],, = [a'V],,.
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Korollar 3.2

Ist f(z) € Z[z], so folgt aus a = @’ mod m, dass auch f(a) = f(a’) mod m.

Beweis:
f(z) 148t sich mit den Operationen +, —, - aus x und den Koeffizienten von f auf-

bauen. Nach Beweis zu Satz 3.1 folgt die Behauptung.

O
Hilfssatz 3.3
Seien m, k € N,a,d,aq,...,a,, € Z. Dann gilt:
(i) a =da mod (k’fnm) <= ka = ka’ mod m.
(ii) Fir (k,m)=11ist a = a’ mod m <= ka = ka’ mod m.
(iii) Fir (k,m) = 1ist mit a4, ..., a,, auch kay, ..., ka,, ein volles Restsystem mod
m.
Beweis:
(i) ="
Sei a = a’ mod (kinm) = (kinm) | (a — a’). Wegen (k,m) | k folgt
(k,m)-ﬁ | k- (a—d)=m]| k- (a—d)= ka=kad modm.
7,¢“
k
Sei ka = ka’ modm = m | k- (a —d) = (kinm) | (k,m)(a—a/) = J—m) |
(a—ad) ﬁaza'modﬁ.

(ii) folgt sofort aus (i).
(iii) Nach Voraussetzung gilt fiir alle i # j, dass a; # a; mod m. Mit (ii) folgt fiir

alle i # j, dass auch ka; # kaj; mod m. Also bilden die m Zahlen ka,..., kay,
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zwangslaufig ein volles Restsystem mod m.

Satz 3.4

Seien m € N und a,b € Z. Die lineare Kongruenz ax = b mod m ist genau dann
losbar (z € Z), wenn (a,m) | b,. In diesem Fall existieren genau (a, m) verschiedene

Losungen mod m.

Beweis:

Wir diirfen O.B.d.A. annehmen, dass a € N ist, denn sonst betrachten wir die
Kongruenz —ax = —b mod m.

Sei ax = b mod m lésbar, d.h. m | (ax — b) fiir ein x € Z, d.h. ax — b = ¢ - m fiir ein
c € Z. Wegen (a,m) | a und (a,m) | m folgt (a,m) | b.

Sei d := (a,m) | b. Wir setzen o’ := a/d, t/ := b/d, m' := m/d. Die zu lésende
Kongruenz, d.h. die zu losende Gleichung axz—b = cm ist Aquivalent zu o’z —b" = cm/,
d.h. zu

a'z = b mod m'. Wegen (a’,m’) = 1 durchlduft o’z mit = ein volles Restsystem
mod m’, d.h. es gibt ein eindeutiges xo mod m’, das die Kongruenz 16st. Wir wissen
bereits, dass die reduzierte Kongruenz a’x = ' mod m’ genau eine Losung xg mod
m’ besitzt (sofern (a,m) | b). Damit kommen als weitere Losungen nur Zahlen der

Form xq + km/,k € Z in Frage. Dies sind verschiedene Losungen mod m, sofern

0<zo+km' <m,dh.0<k<m/m =d=(a,m).
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Satz 3.5 (Chinesischer Restsatz)

Seien my, ..., my € N paarweise teilerfremd. Sind ¢y, ..., c; € Z beliebig, so besitzt

das Kongruenzsystem:

r = ¢ modmy

T = cg mod my

r = ¢, mod my
eine eindeutige Losung mod m mit m =myq - ... - my.

Beweis:
Existenz: Wir setzen m :=m/m; (1 < j < k). Wegen (m;, m;) = 1 fiir i # j ist
(mj,my) = (my-...omj_1-mjp1-...-my,my) = 1. Nach Satz 3.4 existieren Zahlen

r; € Z mit miz; = ¢; mod my. Wir setzen: x := mjz; + -+ + mya; und erhalten

!/

lxj=cymodmy (j=1,...,k).

r=miry+mhzo+ -+ miTE =m
Eindeutigkeit: Seien z und y zwei Losungen des Kongruenzsystems, d.h.
r=cij=ymodm; (1 <j<k)Also:m;|(z—y)=m=my-...-my | (z—y)

<= r = y mod m.

Korollar 3.6

Seien my, ..., my € N paarweise teilerfremd, a;,b; € Z beliebig (1 < j < k).

Das Kongruenzsystem

a1x = b; mod my

arr = by mod my

ist genau dann losbar, wenn gilt: (aj,m;) | b; (1 < j <k).
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Beweis:

="

Sei das System losbar. Nach Satz 3.4 ist jede einzelne Kongruenz nur losbar, sofern
(aj,m;) | b.

="

Seien (aj,m;) | b; fiir 1 < j < k. Nach Satz 3.4 existiert zu jedem j ein ¢; mit

ajc; = bj mod m;. Nach Satz 3.5 gibt es dazu ein x mit x = ¢; mod m; (1 < j < k).

Dies leistet das Gewiinschte (a;z = a;c; = b; mod m;).

Neben einem vollen Restsystem mod m gibt es die sogenannten primen Restsysteme
mod m. Dies ist eine Menge von p(m) Zahlen ay, ..., ayqy) derart, dass (a;,m) =1
fir 1 <j < ¢(m) und a; # a; mod m (¢ # j). Insbesondere bildet die Menge

{1<a<m:(a,m)=1} ein primes Restsystem mod m.

Hilfssatz 3.7

Seien (m,n) = 1. Durchlaufen a und b jeweils ein primes Restsystem mod m bzw.
mod n, so durchlauft an + bm ein primes Restsystem mod m - n, und zwar genau

einmal.

Beweis:

Wegen (m,n) = (a,m) = (b,n) = 1 ist (an + bm,m) = (an,m) = 1 und (an +
bm,n) = (bm,n) = 1, also (an + bm,mn) = 1. Aulerdem ist an + bm = a'n +
b'm mod mn nur fiir « = ¢/ mod m und b = ¥’ mod n , denn wegen mn | ((a — a’) n+
(b—1b")m) folgt m | (a — a’)nund n | (b — ') m, also mit (m,n) = 1 das Behaupte-
te. Das heifit, die enstehenden Ausdriicke an + bm sind paarweise inkongruent mod

mn. Es bleibt also nur zu zeigen, dass tatséchlich jede prime Restklasse d mod mn
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als ein Wert an+ bm angenommen wird. Da (m,n) = 1, gibt es nach Satz 1.4 Zahlen
x,y mit ma 4+ ny = 1. Dabei ist offenbar (x,n) = y,m) = 1. Mit (d,m) = (d,n) =1
folgt (xd,n) = (yd,m) = 1. Also konnen wir als Losung a, b wihlen: a = dy mod m
und b = dr mod n. In der Tat gilt an+bm = dyn+dxm = d(mx+ny) = d mod mn.

O
Bemerkung:

Hilfssatz 3.7 liefert einen neuen Beweis fiir die Multiplikativitéit von ¢(n).

Der folgende Satz wurde von Fermat fiir m = p € P formuliert und in allgemei-

ner Form von Euler bewiesen.

Satz 3.8 (Kleiner Satz von Fermat)

Sei m € Nund a € Z mit (a,m) = 1. Dann gilt

a?™ =1 mod m.

Beweis:
Durchlduft  ein primes Restsystem mod m, so auch az, denn aus(x,m) = 1 folgt
(ax,m) = 1 und aus ax; = axry mod m sofort m | a(z; — x9), also nach Hilfssatz

1.10, dass m | (1 — x2), d.h. 1 = 25 mod m. Also gilt

H ar = H z mod m.

x mod m x mod m
(z,m)=1 (z,m)=1

Es folgt

0= H ar — H r = H a—1 H x mod m.

x mod m x mod m x mod m x mod m
(z,m)=1 (z,m)=1 (z,m)=1 (z,m)=1
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Also teilt m die rechte Seite der Kongruenz. Wegen (x,m) = 1 fiir alle vorkommen-
den x ist, erneut mit Hilfssatz 1.10, m ein Teiler von
H a—1=a?" —1modm,
x mod m

(z,m)=1

woraus sofort das Gewdiinschte folgt.

Der nun folgende Satz wurde von Waring formuliert, von Lagrange bewiesen und

nach einem ganz anderen Mathematiker benannt.

Satz 3.9 (Satz von Wilson)

Fiir eine natiirliche Zahl n > 1 gilt:

neP<«<= (n—1)!=—-1modn.

Beweis:

="

Sei n = p € P. Fiir p = 2 ist die Behauptung richtig. Wir diirfen also annehmen,
dass 21 p.

Behauptung: Zu jedem a mit 0 < a < p existiert genau ein @, 0 < @ < p, mit
aa = 1 mod p; a heifit auch multiplikatives Inverses von a mod p. Die Existenz
von a folgt sofort aus Satz 3.4, denn (a,p) = 1. Die Eindeutigkeit folgt ebenfalls
sofort mit dem Argument zu Beginn des Beweises von Satz 3.8. Ist a = a’, so folgt
a*>=aa =1modp, dh. p| (a®* —1) = (a—1)(a+ 1), also nur fiir die Fille a = 1
und a = p — 1. Dennoch kénnen wir die Zahlen 2,3,...,p — 2 zu genau (p — 3)/2
Paaren a;,a; mit a;a; = 1 mod p (1 < ¢ < (p — 3)/2) ordnen. Wir erhalten

(r—3)/2)
p—-D=1-(p—-1)- H a;-a; =p—1=—1mod p.

=1
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’7¢“

Annahme: n € P, d.h. n =1 oder n = m-k mit 1 < m < n—1. Nach Voraussetzung
ist n # 1; daher folgt offenbar m | (n — 1)!. Daraus folgt aber m { ((n — 1)! + 1),
d.h. (n —1)! # —1 mod m. Erst recht ist (n — 1)! Z —1 mod n.

Korollar 3.10

Sei p € Py. Dann ist die Kongruenz 22 = —1 mod p genau dann lésbar, wenn

p = 1 mod 4, und zwar mit x = + (p%l)! mod p.

Beweis:

="

Wir setzen r := (p—1)/2. Ist p Z 1 mod 4, d.h. p = 3 mod 4, so folgt aus derLosbar-
keit der Kongruenz x?~! = (2?)" = (—1)" = —1 mod p, da r ungerade ist. Anderer-
seits ist nach kleinem Fermat z7~! = 1 mod p fiir alle z mit p { . Die Folgerung
1 = —1 mod p bedeutet p | 2. Widerspruch!

Nach Satz 3.9 gilt mit 7 := (p — 1)/2 wegen 2 | r

—1=(p-1)! 1-2-...-r(r+1)(r+2)-...-(r4+r)mod p

rl(=r)(=r+1)(=r+2)-...-(=1) = (=1)"(*))* = (r)* mod p.

Also sind r! und —r! Losungen der Kongruenz.

Satz 3.11 (von Lagrange)

Sei p € P und sei f(x) € Z[x] mit fiihrendem Koeffizienten, der nicht durch p teilbar
ist. Ist grad f = n, so hat die Kongruenz f(z) = 0 mod p hiochstens n verschiedene

Losungen mod p.
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Beweis: (Induktion iiber n)

n=1:

Sei f(x) = ax 4+ b mit p 1 a. Nach Satz 3.4 besitzt die Kongruenz ax = —b mod p,
genau (a,p) = 1 Losungen mod p.

n—1—n:

Fiir jedes a € Z gilt f(z) — f(a) = (r — a) - g(x), wobei g(x) € Z[z] den Grad
n — 1 und denselben fithrenden Koeffizienten wie f besitzt. Ist a eine Nullstelle von
f mod p, dann folgt f(z) = 0 mod p <= x = a mod p oder g(x) = 0 mod p. Nach

Induktionsvoraussetzung folgt die Behauptung.

Bemerkung:

Satz 3.11 ist im allgemeinen falsch fiir zusammengesetzte Moduln. Besitzt z.B.
f € Z[x] fir paarweise teilerfremde Moduln my, ..., my jeweils sq,..., s, Losun-
gen beziiglich der Kongruenzen f(x) = Omodm; (1 < ¢ < k), so hat f(z) =
0 mod my - ... - mg nach dem Chinesischen Restsatz s; - ... - s, Losungen mod
mq - ... myg. Sogar fiir Primzahlpotenzmoduln ist Satz 3.11 im Allgemeinen falsch:
22 = 1 mod 8 hat die Losungen z = 1,3, 5,7 mod 8.

Der Restklassenring mod p bildet einen Korper (vgl. Beweis Wilson), geschrieben
Z, oder F, (engl. Field = Korper). Statt 2¢ = 1 mod p schreiben wir auch z¢ = 1,

zu losen iiber Z,,.

Korollar 3.12

d

Sei p € P und sei d | (p — 1). Dann hat die Kongruenz z = 1 mod p genau d

Losungen mod p.
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Beweis:

Nach dem Satz von Lagrange ist nur zu zeigen, dass die Kongruenz mindestens d
Losungen hat. Die spezielle Kongruenz 27~! = 1 mod p hat die Lésungen 1,2, 3, ..., p—
1, d.h. genau p—1 Losungen (nach dem kleinem Satz von Fermat). Wegen d | (p—1)

ist
1= (2 =1) (P2 2?4 1) = (29— 1) g(2).

Nach Satz 3.11 hat g(z) = 0 mod p hochstens p — 1 — d Losungen mod p, woraus
die Behauptung folgt.

Definition:
Sind a,m € N mit (a,m) = 1, so heiBt ord,,(a) := min{d € N : a? = 1 mod m}
Ordnung von a mod m. Nach dem kleinem Satz von Fermat ist a#™ = 1 mod m,

d.h. ord,,(a) existiert und ist hochstens gleich ¢(m).

Hilfssatz 3.13

Ist k£ € N mit a* =1 mod m fiir a,m € N, (a,m) = 1, so gilt ord,,(a) | k. Insbeson-

dere ist ord,,(a) | ¢(m).

Beweis:

Nach Division mit Rest existieren ¢, € Z mit 0 < r < ord,(a) derart, dass
k = ordy(a) - ¢+ r. Es folgt a” = a” (a”(®)? = ¢* = 1 mod m. Wegen der Mi-
nimalitdt von ord,,(a) bleibt nur » = 0 (sonst wére r ein Subminimum). Die 2.

Behauptung gilt nach dem kleinem Satz von Fermat.
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Definition:

Sei m € N. Eine natiirliche Zahl a heifit Primitivwurzel mod m, falls ord,,(a) =

p(m).

Satz 3.14

Sei p € Psy. Dann gibt es genau ¢(p — 1) Primitivwurzeln mod p.

Beweis:
Jede der Zahlen 1,2,...,p — 1 besitzt eine Ordnung mod p, die nach Hilfssatz 3.13
ein Teiler von ¢(p) = p — 1 ist. Sei

P(d) :=8{a:1<a<p-—1,ord,(a) =d}

fir alle d | (p —1). Es folgt > ¢(d)=p—1.
d|(p—1)

Behauptung: ¢(d) # 0 = (d) = ¢(d).

Sei ¢(d) # 0, d.h. es existiert ein a mit ord,(a) = d. Die Zahlen a,ad?, ..., a? sind
siamtlich Losungen der Kongruenz ¢ = 1 mod p. AuBerdem gilt a® # @/ mod p fiir
1 <i<j<d,denn sonst wire ¢/~ = 1 mod p mit 1 < j —i < d — 1. Widerspruch!
Also haben wir genau die d Losungen a,a?,...,a? der Kongruenz z? = 1 mod p
gefunden (Korollar 3.12). Darunter befinden sich also alle b mit ord,(b) = d. Wir
wollen zeigen, dass b = a™ fiir ein m, 1 < m < d genau dann gilt, wenn (m,d) = 1.
Einerseits haben solche b = a™, (m,d) = 1 die Ordnung d, denn: Sei 1 = V¥ =
a™? mod p. Wegen ord,(a) = d folgt, dass d | md’ = d | d = b hat in der Tat
die Ordnung d. Hat umgekehrt b die Ordnung d, so ist nach obiger Voriiberlegung
b = a™modp fir ein 1 < m < d. Daraus folgt (m,d) = 1, denn sonst wére
pd/(md) = gmd/(md) = (qd)d/(md) = 1 mod p. Dies ist ein Widerspruch, da b dann eine
kleinere Ordnung als d hiitte. Also gibt es genau ¢(d) Zahlen der Ordnung d (ndmlich
die @™ mit (m,d) = 1), d.h. ¥(d) = p(d). Insbesondere ist ¥(p — 1) = p(p — 1),



3 KONGRUENZEN 39

sofern es mindestens eine Primitivwurzel gibt. Nach Korollar 2.8(ii) ist
Y opld)=p-1= > (),
d|(p—1) d|(p—1)
also mit unserer Zwischenbehauptung

0= (old)=v(d) =Y ¢(d.

d|(p—1) fp‘((g);lg

Wegen ¢(d) > 1 fiir alle d € N folgt ¢(d) # 0 fur alle d | (p — 1), also insbesondere
p—1)=¢lp-1).

Bemerkungen:

(i) Der Beweis zeigt, dass ¢(d) = ¢(d) fiir alle d | (p — 1).

(ii) Der Beweis zeigt auch: Ist a mod p Primitivwurzel, so finden wir alle Primitiv-

wurzeln mod p mit der Form ¢™ mod p mit 1 <m <p—1und (m,p—1) = 1.

Satz 3.15
Sei p € P, k € N. Dann existiert eine Primitivwurzel mod p*.

Beweis:

Sei g eine Primitivwurzel mod p (existiert nach Satz 3.14). Wir wollen zeigen, dass
es ein geeignetes v € N gibt derart, dass g, := ¢ + p - © Primitivwurzel mod p* fiir
alle k € N ist. Zunichst ist ¢! = 1 mod p, also g?~! = 1 + py fiir ein y € N. Nach

dem binomischen Lehrsatz folgt

2
1+ (y+ (p—1)¢"*z) p mod p*,

—1
@h=(g+pr)Pt = g (p—1)g" T pr+ <p )g”‘3 prat

dh. g»7t = 1+ pz, wobei z = y + (p — 1)g? 22 mod p. Wegen p  (p — 1)gP2

durchliuft mit z auch (p — 1)g*~2x ein volles Restsystem mod p. Insbesondere kann
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x so gewihlt werden, dass (p — 1)g? %z # —y mod p, d.h. p ¥ z. Wir tun dies
und behaupten, dass so ein g, Primitivwurzel mod p* fiir jedes k € N ist. Setze
d := ord,(g,). Nach Hilfssatz 3.13 gilt d | ¢(p*) = p" ' (p—1). Wegen g, = g mod p
ist g, nach Voraussetzung Primitivwurzel mod p, also ord,(g,) = p — 1; Daher gilt
(p—1)|d, dh. d = (p—1)p’ fiir ein j < k. Nach dem binomischen Lehrsatz und
Korollar 2.3(i) gilt

(1+pz) = 1+(ﬁi>pz+é(ij)(pz)t

. P i 1) (=t 1
_ 1+p]+1_z+zp](p’ ) ; (P —t+ )_(pz)t
t=2

= 1+pj+1'2’j

fiir ein z; mit p 1 z; wegen p { z nach Konstruktion. Nach Definition von d ist

g% =1 mod p*, d.h.

1=gl= Q:E:p_l)pj =(1 +p2)pj =1+p' ™2 mod P,

also j+1>k,daptzj. Wegenj < kfolgt j =k—1,dh.d=¢ (pk) wie gewiinscht.

a

Korollar 3.16

Sei m € N. Es gibt Primitivwurzeln mod m genau dann, wenn m = 1,2,4 oder

m = p* oder m = 2p* mit p € P~y und k € N.

Beweis:

pe="

Der Fall m = p* ist genau Satz 3.15. Zum Fall m = 2p*: Sei ¢ Primitivwurzel mod
p* (Satz 3.15). Sei ¢’ das ungerade Element aus {g,g + p*}. Dann ist ¢’ Primitiv-
wurzel mod 2p*, denn: p(2p*) = ©(2) - p(p*) = ¢(p*), und aus ¢’* = 1 mod 2p* folgt

g4 =1 mod p*; also d > p(p*) = p(2p*), da ¢’ Primitivwurzel mod 2p* ist.
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1.Fall: n=mny-ng mit (ny,ne) =1 und ny > 3, ny > 3.
Dann enthélt jedes m; einen ungeraden Primfaktor py oder einen Faktor 2™ mit
mo > 2. Wegen p(phe) = pho — pho=! baw. p(2m0) = 2m0~1 folgt 2 | p(ny) und

2 | p(n2). Also gilt fir jedes a mit (a,n) =1
Lo(n) (n1))2#(n2)
a2\ = (a“" ! ) = 1 mod ny

und analog a2?™ = 1 mod ng, also a2?™ = 1 mod n. Das bedeutet: es existiert
keine Primitivwurzel.

2.Fall: n=2"k>3.

Wir zeigen mit Induktion: a2 =1 mod 2* fiir alle ungeraden a, d.h. es gibt keine
Primitivwurzeln mod 2%, k > 3.

k=3: a’? = 1 mod 8 fiir ein ungerades a.

k—k+1: -1 = (an_2>2 -1 = <a2k_2 — 1) <a2k_2 + 1). Nach Induk-
tionsvoraussetzung ist der erste Faktor durch 2% teilbar und der zweite ist gerade.
Daraus folgt 25+1 | <a2k71 — 1>. Nach kurzem Nachdenken sind wir iiberzeugt, dass

damit alle moglichen Fille erschlagen wurden.
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4 Quadratische Reste

Nach Behandlung linearer Kongruenzen (az + b = 0 mod m) wenden wir uns jetzt
der Losung quadratischer Kongruenzen in einer Variablen az? + bx + ¢ = 0 mod m
zu. Mit y := 2ax + b und d := b*> — 4ac ist dies dquivalent zu y? = d mod 4am, wie
sich nach Multiplikation der Ausgangskongruenz mit 4a und anschlieSender quadra-
tischer Erginzung sofort ergibt. Es geniigt also, reinquadratische Kongruenzen zu

untersuchen.

Definition:
Sei m € N, a € Z mit (a,m) = 1. Dann heifit a quadratischer Rest mod m, falls
die Kongruenz x? = a mod m lésbar ist, andernfalls quadratischer Nichtrest mod m.

Fiir Primzahlmoduln m = p und ein beliebiges a € Z heif3t

0 fiir p|a,
a
<1_7> = 1 falls a quadratischer Rest mod p ist,

—1 falls a quadratischer Nichtrest mod p ist,

Legendre-Symbol.

Hilfssatz 4.1

Sei p € P. Dann gilt:

vt ()2

(ii) Es gibt genau (p — 1)/2 quadratische Reste und (p — 1)/2 quadratische Nicht-

reste mod p.
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Beweis:

(i) Klar.

(i) Wir setzen r := (p — 1)/2. Offenbar sind 12,22, ... r? quadratische Reste mod
p

(sogar Quadratzahlen) und paarweise inkongruent mod p, denn: Seien 1 <i < j <r
mit 72 = j2 mod p. = 0= j2—i®> mod p = (i+7)(i—j) mod p, also j—i = 0 mod p
oder j + i = 0 mod p. Widerspruch! Wegen (p — j)? = p* — 2pj + j2 = j2 mod p
liefern die Quadrate (r+1)2, (r+2)2,..., (p—1)? dieselben quadratischen Reste wie
oben. Daher existieren genau r = (p — 1)/2 quadratische Reste mod p, also auch

genau 7 Nichtreste mod p (0 ist weder Rest noch Nichtrest).

Satz 4.2 (Eulers Kriterium)

Seien p € P.y, a € Z. Dann gilt
(2) = "7 mod .
p

Sei wieder r := (p — 1)/2. Fiir p | a ist alles klar.

Beweis:

1.Fall: a ist quadratischer Rest mod p. Dann existiert ein # € N mit 22 = a mod p.

Mit dem kleinen Satz von Fermat folgt

(2) =l1=2"= (2" =a" mod p.

p

2.Fall: a ist quadratischer Nichtrest. Nach Satz 3.11 von Lagrange hat die Kongruenz
2" = 1 mod p héchstens r Losungen. Nach Hilfssatz 4.1(ii) sind dies genau die r
quadratischen Reste j2 = 12,22, ...,72 mod p, denn (y?)" = y*»~! = 1 mod p nach

dem kleinen Satz von Fermat. Also losen die quadratischen Nichtreste die Kongruenz
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nicht. Nach dem kleinen Satz von Fermat gilt jedoch a*" = a?~! = 1 mod p, d.h.
(a" —1)(a" + 1) = 0 mod p. Es bleibt nur

a"=-1= (ﬂ) mod p
p

nach Definition des Legendre-Symbols.

Bemerkung:
Anstelle des Satzes von Lagrange konnten wir auch die Existenz von Primitivwur-

zeln verwenden.

Korollar 4.3

Fiir p € P und a,b € Z gilt

Beweis:

Fiir p = 2 ist die Aussage trivial. Sei also p > 3. Nach Eulers Kriterium gilt

. b p—1 p—1 p—1 b
(CLT) =(ab)z =a'7 bz = (%) (1_7> mod p

Wegen p > 3 und ( ) € {0,1,—1} folgt aus der Kongruenz sogar die Gleichheit

p

beider Seiten.

Satz 4.4 (1. Erginzungsgesetz)

Fir p € P, p #£ 2 gilt
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Beweis:

Nach Eulers Kriterium gilt (‘71) = (—1)% mod p. Daraus folgt die Behauptung.
O

Bemerkung:

Das 1. Ergianzungsgesetz besagt, dass —1 quadratischer Rest mod p ist, genau dann,

wenn p = 1 mod 4, d.h. —1 ist quadratischer Nichtrest mod p fiir alle p = 3 mod 4.

Also ist fiir p = 1 mod 4 die Kongruenz x> = —1 mod p l6sbar. Nach Korollar 3.10

sind die beiden Losungen gegeben durch x = + (’%1) L.

Definition:
Sei n € Nog und a € Z. Wir definieren den betragskleinsten Rest ' mod n als die-

jenige Zahl o’ € Z, fiir die gilt @’ = a mod n und —n/2 < a’ < n/2.

Hilfssatz 4.5 (Lemma von Gauf})

Sei p € Poo, sei a € Z,p 1 a. Es bezeichne [,(a) die Anzahl der betragskleinsten
Reste (ak)’ mod p,1 < k < 2%, mit (ak)’ < 0. Dann gilt

a

— ) =(-1 lp(‘l)'

(5) =t
Beweis:

Wir setzen r := (p — 1)/2 und ay, := (ak)'.

Behauptung: {|ag|: 1 <k <r}={1,2,...,7}.

Wegen p 1 a ist fiir alle k offensichtlich 1 < |ag| < r. Es bleibt zu zeigen, dass die
lay| paarweise verschieden sind. Aus a; = a; folgt (ai)’ = (aj)’, d.h. a; = a; mod p,
also i = j mod p, d.h. i = j. Aus a; = —a; ergébe sich a(i+j) =0mod p | (i+7), es
gilt aber 1 < i+ j < 2r = p— 1. Widerspruch! Damit gilt die Zwischenbehauptung.
Es folgt

CLT'T!EH(GJ{:) = ay-...-0, = |ag|- ... |as| - (—1)2@
k=1

rl - (=1)%@ mod p,
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d.h. a" = (—1)»@ mod p. Mit Eulers Kriterium (Satz 4.2) folgt auch hier die Be-

hauptung.

Korollar 4.6

Fir p € Po, gilt

Beweis:

Mit der Terminologie der betragskleinsten Reste haben wir (2k)" = 2k fir 1 < k <
[p/4] und (2k) = 2k — p fir [p/4] < k < (p — 1)/2. Also ist mit dem Lemma von
GauBl [,(2) = (p — 1)/2 — [p/4]. Danach bleibt nur zu zeigen: (p — 1)/2 — [p/4] =
(p* — 1)/8 mod 2. Wir unterscheiden p = 4n + r mit r € {1,3}. Dann ist

-1 -1 -1
p2 _E]:Zn—i-TQ —n:n+r2 und
21 1 -1 21
p8 :5(16n2+8nr+r2—1):2n2+n7“+r =n+- mod 2.

In den beiden Féllen r» = 1, 3 stimmen die Ausdriicke mod 2 iiberein.

Bemerkung:

Das 2. Ergédnzungsgesetz besagt, dass 2 quadratischer Rest mod p ist fiir alle p =
41 mod 8 und quadratischer Nichtrest mod p fiir alle p = +3 mod 8.

Das folgende Ergebnis wurde von Euler, Legendre und Gaufl unabhéingig voneinan-

der entdeckt, jedoch erst von Gaufl bewiesen.
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Satz 4.7 (Quadratisches Reziprozititsgesetz)

Seien p, q € P<g, p # q. Dann gilt

Beweis:
Nach dem Lemma von Gaufl (Hilfssatz 4.5) ist <§> = (=1)4®) wobei I,(p) die
Anzahl der betragskleinsten Reste (pz) mod ¢ mit 1 <z < (¢ —1)/2 und —¢/2 <
(px)" < 01ist. Wegen (pz)’ = pz mod ¢, d.h. (pzx)" = px —qy fiir ein eindeutiges y € Z
1st
_ 2. -1 q
L(p) =t (@ y) €L 1w s~ —o <pr—qy<0.

Dabei haben wir offensichtlich:

pr 1 p 1 p+1
1<y< —4+ - <=4 -=——
SYsT Tyt T
also 1 <y < (p —1)/2. Demnach ist
p

lq(p):ﬂ{(x,y)€Z2:0<x<g,0<y<

2 —,—g<px—qy<0}.

2 2

Analog erhalten wir (%) = (—1)#@ wobei aus Symmetriegriinden

lp(q):jj{(:c,y)EZQ:O<x<%,O<y<§,—g<qy—px<0}.
Es bleibt zu zeigen
p—1 g—1
la(p) +1(q) = —5— - —5— mod 2,

d.h.
p—1 g—1
L(p,q) == S T T (I4(p) + 1,(¢)) = 0 mod 2.

Offenbar ist 21 - -1 genau die Anzahl der Gitterpunkte (z,y) € Z? im Rechteck
0 <z <gq/2,0 <y < p/2. Also ist L(p,q) gerade die Anzahl der Gitterpunkte
dieses Rechtecks mit pr — qy < —q/2 oder qy — px < —p/2. Wir bezeichnen

Alz{(x,y)GZQ:O<J,’<g,O<y<g,p;p_qyg_g}7
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ro={yperoce<docy<to-p<-L}

also L(p, q) = |21 U Ay]. Offenbar gilt Ay N Ay = ), und wir haben eine Bijektion

zwischen den Gitterpunkten in Ay und denen in Ay, namlich

q+1 p+1
(r.y) — (5= o5 —y).

Es folgt L(p,q) = || + | Do = 2+ |A], also wie gewiinscht, ist L(p, q) gerade.

Beispiel:
Ist 2 = —15 mod 71 losbar? Wir berechnen

) - (@) () G)-cm (o () o
() () () )-ore
daher ist die obige Kongruenz unlésbar.

Das Legendre-Symbol lésst sich ohne weiteres auf zusammengesetzte Moduln ver-

allgemeinern.

Definition:
Sein € N, 24mn,s0odassn = p;-py- ... pp mit ungeraden, nicht notwendig

verschiedenen Primzahlen p;. Ist a € 7Z, so heifit

() ()
(—> = 1 fir n=1,
0 fir (a,n)>1

<i> fir (a,n) =1, n>1,

Pk

Jacobi-Symbol.
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Satz 4.8

Seien n € N, 24 n und (a,n) = 1. Dann ist a quadratischer Rest mod n genau dann,

wenn a quadratischer Rest mod p fiir alle p € P mit p 1 n ist. Insbesondere gilt

(E) =1=,4 aist quadratischer Rest mod n,
n

aber
a
<—> = —1 = a ist quadratischer Nichtrest mod n.
n
Beweis:
”:>C(
Sei n = pi' -...-pi* die Primfaktorzerlegung von n. Ist a quadratischer Rest mod

n, so existiert ein @ € Z mit 22 = a mod n = 2% = a mod p; fiir alle 1 < i < k.
="

Nach Voraussetzung existieren z; € Z, (1 < i < k) derart, dass 22 = mod p;. Wir
zeigen zundchst mittels Induktion fiir p | n die Behauptung:

2? = a mod p lésbar = a mod p"(r € N) Iosbar.

r = 1: Klar.

r —r+1: Sei 22 = amod p". Wegen (a,n) = 1 und p # 2 ist (2x,p) = 1. Also
besitzt die Kongruenz 2z - y + (22 — a)/p” = 0 mod p eine Losung y. Wir setzen

x 1=z + p"y und erhalten

2 = af + 2eoyp” + Py’ = g+ 2woyp’

r+1

22— (22 —a) =amod p

IN

Damit ist unsere Zwischenbehauptung gezeigt. Demnach existieren y; € Z (1 <
k) derart, dass y; = mod p;*. Mit dem Chinesischem Restsatz konstruieren wir ein

2 = amod pf’, also y* =

y = y; mod p;* fiir alle 1 < i < k. Dies erfiillt offenbar y
mod n.
Die Zusatzbehauptungen folgen leicht:

Ist etwa n = p; - pa, p1,p2 € P verschieden, und a quadratischer Nichtrest mod p;
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und mod ps (z.B. ist 2 quadratischer Nichtrest mod 3 und mod 5), so gilt zwar

(%) - (%) (1%) =(=D- (=) =1,

aber nach obigem Ergebnis ist a trotzdem kein quadratischer Rest mod n. Gilt al-
lerdings (%) = —1, so existiert mindestens ein p | n mit <%> = —1, d.h. a ist

quadratischer Nichtrest mod n.

Samtliche von uns bewiesenen Resultate iiber das Legendre-Symbol gelten entspre-
chend fiir das Jacobi-Symbol und lassen sich vollkommen analog herleiten. Dabei

wird lediglich zusétzlich verwendet, dass fiir ungerades n = ninsy gilt

1 1 1 1 1
0= E(nl —1)(ne—1) = gz = 5 — 51 + B)
1 1 1
also
1 1 1
§(n—1) = §(n1—1)+§(n2—1) mod 2,
und entsprechend
—(n*—=1) = =(n?—1)+ =(n3—1) mod 2

Satz 4.9

Seien m,n € N ungerade und a,d’,b € Z.

!/

(i) a=da modn=— (%); (%);
(if) <%b> - (%) : (%) (Multiplikativitiit);

(i) (%) _ <%> . (%) (Multiplikativitét);
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o1

_1 n—1

(iv) <—) =(—=1)z (1. Ergédnzungsgesetz);
n
2 n2—1

(v) <—) =(—1)"s (2. Ergidnzungsgesetz);
n

n

(vi) sind (m,n) = 1, so gilt (E)<—> =(-1)"z "=

n m

(Reziprozititsgesetz).
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5 Quadratische Formen

Wir betrachten quadratische Formen iiber Z in zwei Variablen, also

flz,y) = az? 4 bxy + cy?

mit a, b, ¢ € Z. Die GroBe dy := b* — dac heiBt Diskriminante von f und ist offenbar

= 0 mod 4 fiir gerades b sowie = 1 mod 4 fiir ungerades b.

Hilfssatz 5.1

Fir dy < 0 nimmt f(z,y) nur Werte > 0 (a > 0) bzw. nur Werte < 0 (a < 0) an; f
heifit dann positiv bzw. negativ definit. Fiir dy > 0 nimmt f positive und negative

Werte an und heif3t indefinit.

Beweis:
Es gilt
daf(r,y) = 4a®x® + dabxy + dacy® = (2ax + by)? — d;y?,

woran sich alle Behauptungen ablesen lassen.

Fiir die folgenden Begriffe bietet sich die Matrixschreibweise quadratischer Formen

an, obwohl diese verzichtbar wére. Setzen wir

a b/2
F = / , = <x) ., also & = (z,v),
b/2 ¢ y
so ist offensichtlich
TFT = f(x,y).
Eine (2 x 2)-Matrix T' mit ganzzahligen Koeffizienten heif3t unimodular, falls det T' =

1. Die entsprechende Variablensubstitution Z +— T'Z nennen wir ebenfalls unimodu-

lar.
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Definition:
Zwei quadratische Formen f und ¢ heiflen dquivalent, falls die zugehorigen Matrizen

F und G durch eine unimodulare Transformation 7" auseinander hervorgehen, d.h.
FG¥ = (T%)' F (T%) =2 (I'FT) 7.

Offensichtlich ist diese Relation eine Aquivalenzrelation auf den quadratischen For-

men tber Z.
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Hilfssatz 5.2

Seien f und g dquivalente quadratische Formen. Dann gilt:
(i) f und g haben dieselbe Wertemenge fiir z,y € Z.
(ii) f und g haben dieselbe Wertemenge fiir z,y € Z mit (z,y) = 1.
(iii) f und g haben dieselbe Diskriminante.
Beweis:

Sei T" die unimodulare Transformation zwischen f und g. Wegen detT = 1 ist T

invertierbar und det 7-! = 1/det T = 1. Genauer gilt

also hat auch T~! ganzzahlige Koeffizienten.

(i) Ist n = g(z,y) = Z*GZ, so gilt nach Definition von T
[ (T(,y)) = (TF) F(TZ) = n.

(ii) Seien (x,y) = 1. Es geniigt zu zeigen, dass auch
T(z,y) = (pr + qy,rz + sy) = 1.

Sei also (pr + qy,rx + sy) = m, d.h. pro + qry = mrmy , pro + psy = mp - may. Es
folgt vy = (ps — qr)y = m(pmg — rmy), also m | y. Analog ergibt sich m | x, also
m | (z,y) =1

(iii) Sind F bzw. G die zu f und g gehorigen Matrizen, so ist

dy = —4detG = —4-det (T'FT) = —4 (detT") (det F') (det T

— —4-det F =dj.
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O
Wir wollen im Folgenden nur noch positiv definite quadratische Formen behandeln.
Mit Hilfssatz 5.1 nehmen wir also ab jetzt stets dy < 0 und @ > 0 an. Demnach ist

auch ¢ > 0.

Satz 5.3 (Reduktionssatz)

Jede positiv definite Form f ist dquivalent zu einer Form fy(x,y) = agz?+boxy+coy?

mit —ag < by < ag < ¢g oder 0 < by < ag = ¢.

Beweis:

Wir wenden die drei folgenden unimodularen Transformationen an:

0 1 1 =+1
TO = , T:t =
-1 0 0 1

Ist f(x,y) = az® + bzy + cy?, so erhalten wir unter Anwendung der drei Transfor-

mationen
; , a b/2 .
f(Th?) = 7'} - T =
b/2 ¢
c —=b/2
= . / @ = cx® — by + ay?,
-b/2  a

d.h. Tj vertauscht a und ¢ bei unverdndertem ||, und
F(T47) = az® + (b + 2a)zy + (a + b+ c)y?

sowie

f(T_-%) = ax® + (b—2a)zy + (a — b+ )y,

d.h. wir konnen b durch b + 2a ersetzen, also b mod 2a abédndern, ohne dass a

gedndert wird. Demnach kénnen wir durch mehrfache Anwendung von 7', bzw. T
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den Koeffizienten b bei festem a zu ¢ mit || < a abdndern. Zusammen mit Tj
kénnen wir eine zu f dquivalente Form mit Koeffizienten |b'| < @’ < ¢ erreichen.
Dies geschieht nach endlich vielen Schritten, da jede Anwendung von T, (nur fir
den Fall a > ¢) den Wert von a verkleinert.

Erhalten wir auf diese Weise —a’ < V/ < d’ < ¢, so ist das Gewiinschte erreicht.
Es bleiben also die Félle —a’ = b’ und o’ = ¢. In der ersten Situation wenden wir
erneut 7, an und es entsteht " = a” mit unverdndertem ¢’. Fiir den Fall o' = ¢
liefert Ty bei negativem b noch b = —b' > 0.

O

Eine Form, deren Koeffizienten eine der beiden Relationsbedingungen aus Satz 5.3

erfiillen, heif3t reduziert.

Beispiel:
Wir wollen f(z,y) = 22% + 9zy + 11y? reduzieren.

22% + 9xy + 1132 R e + 5ay + 4y Lo, 0p2 + a2y +y?
To

T
= 2® —xy + 2% 5 2 oy + 297 = fo(z,y).

Probe: dy = 9> —4-2-11= -7T=12—4-1-2=d,,

Hilfssatz 5.4

Sei d < 0 gegeben. Ist f(z,y) = az® + bxy + cy? positiv definit und reduziert mit
dy = d, so gilt
d

d < <
4~ = 3

und damit 0 < a < —d/3, |b| < —d/3,0 < ¢ < —d/3. Insbesondere gibt es nur

endlich viele positiv definite, reduzierte quadratische Formen mit Diskriminante d.
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Beweis:

Nach Definition von d; ist —d = 4ac — b*. Da f reduziert ist, gilt b* < a? < ac, also
3ac < dac — b = —d < 4ac.

Insbesondere ist

d d
0<|pl<a<e<— <.
3a 3

Definition:
Sei d < 0. Die nach Hilfssatz 5.4 endliche Anzahl von positiv definiten, reduzierten
quadratischen Formen mit Diskriminante d heifit Klassenzahl von d und wird mit

h(d) bezeichnet.

Beispiel:
Wir berechnen h(—4). Nach Hilfssatz 5.4 gilt 1 < ac < 4/3, also a = ¢ = 1. Wegen
0 <b<a=1bleibt nur b =0, da fiir b = 1 gilt b*> — 4ac # —4. D.h. 2% + y? ist die

einzige reduzierte Form mit Diskriminante —4, also h(—4) = 1.

Satz 5.5

Zwei verschiedene positiv definite, reduzierte quadratische Formen sind nicht dqui-
valent. Also ist h(d) die Anzahl der Klassen nicht dquivalenter Formen mit Diskri-

minante d.

Beweis:
Sei f(z,y) = ax? + bry + cy?® positiv definit und reduziert, also insbesondere a >

0,¢> 0. Sind z,y € Z \ {0} mit |z| > |y|, so folgt
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fly) = al= = [bll=lly] + clyl* = |=] (al2] - [blly]) + clyl”
> o] (alz] = [b]l2]) + cly|* = [2[* (a — [B]) + cly|?
> a—|bl+ec.

Dasselbe folgt fiir || < |y|. Wir betrachten nun die kleinsten Werte, die f(x,y) fur
(z,y) = 1 annehmen kann. Fiir z,y # 0 ist dies nach obiger Abschétzung offenbar
der Wert @ — |b| + ¢ fir x = 1,y = £1. Firz = 1,y = 0 bzw. 2 = 0,y = 1
nimmt f die Werte a bzw. ¢ an. Die kleinsten von f angenommenen Werte fiir
teilerfremde z, y sind also a < ¢ < a—|b|+c. Ist f'(z,y) = a’2?+b'zy+ 'y nun eine
zu f aquivalente, positiv definite, reduzierte quadratische Form, so nimmt f’ nach
Hilfssatz 5.2(ii) fiir (z,y) = 1 dieselben Werte wie f an, allerdings unter Umsténden
in anderer Reihenfolge. Die kleinsten dieser Werte sind aber ¢’ < ¢ <a' — |b'| + .
Damit folgt zwangslaufig a = a/,¢ = ¢ und |b| = |V/|, d.h. b = £bV'. Es geniigt nun
zu zeigen, dass im Falle b = —b folgt, dass b = 0. Da f reduziert ist, wissen wir

—a<b<a<coder 0<b<a=c. Entsprechend gilt fiir f’, dass

—d=—a<bV=-b<d=a<d=c

oder

0<bV=-b<d=a=c=c

Es folgt hieraus a < ¢, denn fiir a = ¢ ergibt sich sofort b > 0 und —b > 0, also
b = 0. Damit ergibt sich b < a, also zusammen —a < b < a < c¢. Nach obigen

Voriiberlegungen gilt dann fiir alle x,y # 0
flz,y) > a—1|b|+¢c>c>a,

d.h. f(z,y) =anur fir z =+1,y = 0.
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Seinun 7' = b die unimodulare Transformationsmatrix zwischen f und f,
ros
also
x
ran =1 (r(7)).
)
Es folgt

a=f'(1,0)= f(p,r) = p==x1,r=0,

also wegen ps — qr = 1 sofort s = +1. Weiterhin ist

c=f'(1,0) = f(g;8) = flg,£1) = ¢=0.

+1 0
Also haben wir T = . Sind F und F’ die zu f und f’ gehorigen

0 =41
Matrizen so ergibt sich

F'=T'FT =F,

d.h.b=-b=0.

Wir sagen, dass eine Zahl n von einer bindren Form f(x,y) eigentlich dargestellt

wird, falls fiir gewisse (z,y) =1 gilt f(z,y) = n.

Satz 5.6

Seien d € Z und n € Z gegeben. Es gibt eine bindre quadratische Form mit Dis-
kriminante d, die n eigentlich darstellt, genau dann, wenn 22> = d mod 4n lésbar

ist.

Beweis:
”i“
Sei f quadratische Form mit dy = d und n = f(p,r) fiir p,r € Z mit (p,r) = 1.

Dann existieren q,s € Z derart, dass ps — qr = 1. Wir setzen T' = b und

r s
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erhalten

| @ b/2 - ap? +bpr+er® x ) [ f(p.r) #

b/2 ¢ * * * *
d.h. f ist dquivalent zu f'(z,y) = f(p,r)z?* + Vzy + dy*. Nach Hilfssatz 5.2(iii)
haben f und f’ dieselbe Diskriminante, also d = "> — 4nc’, d.h. b"? = d mod 4n.
="
Sei b*> = d mod 4n. Wir setzen a := n und ¢ := (b? — d)/4n. Dann hat

f(x,y) := ax?® + bxy + cy? die Diskriminante d und stellt n eigentlich dar, ndmlich

f(1,0) = n.

Korollar 5.7

Sei h(d) = 1 fiir ein d < 0, sei f eine beliebige positiv definite quadratische Form mit
d; = d. Einn € N wird von f genau dann eigentlich dargestellt, wenn 22 = d mod 4n

losbar ist.

Beweis:
Wegen h(d) = 1 sind alle Formen der Diskriminante d dquivalent, d.h. sie stellen nach
Hilfssatz 5.2(ii) dieselben Zahlen eigentlich dar. Die Behauptung folgt mit Satz 5.6.

O

Das folgende Resultat geht im Wesentlichen auf Fermat und Euler zuriick.

Satz 5.8 (Zwei-Quadrate-Satz)

Sei n € N. Dann ist n Summe von zwei Quadraten, d.h. n = 22 + y? mit z,y € Z
genau dann, wenn e,(n) gerade ist fiir alle p | n, p = 3 mod 4. Insbesondere gilt fiir
pelP

p=2>+y? <= p=2oder p=1mod 4.
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Beweis:

Die Aussage fiir Primzahlen folgt direkt aus der Aquivalenz fiir allgemeines n, die
wir nun zeigen wollen.

Sei p | n, p = 3mod 4. Wegen n = 2% + y? ist 22 = —y? mod p, aber (%’2) =

(;1) = —1 fiir p t y nach 1. Ergénzungsgesetz 4.4. Also bleibt nur p | x, p | v,

p
A Y > n
p D p

d.h. p? | n. Gilt p | n/p?, so erhalten wir induktiv 2 | e,(n).

mithin

="

Sei n = m? - k mit k quadratfrei. Ist k = 2> 4+ ¢, so auch n = (z'm)? + (y'm)%.
Sei also 0.B.d.A. n quadratfrei. Nach Voraussetzung ist daher n = p; - ... - p, mit
p; = 2 oder p; = 1 mod 4 paarweise verschieden. Die quadratische Form 22 + y? hat
Diskriminante —4, und nach fritherem Beispiel ist h(—4) = 1. Also ist nach Korollar
5.7 ausreichend zu zeigen, dass die Kongruenz 22 = —4 mod 4n 16sbar ist, d.h. mit
r = 22 die Kongruenz ' = —1 mod n 16sbar ist. Die Kongruenzen x? = —1 mod p;

sind fiir p; = 2 trivialerweise und fiir p; = 1 mod 4 nach 1. Ergénzungsgesetz 4.4

losbar. Der Chinesische Restsatz (Satz 3.5) garantiert die Losung 2’ mod n.

Bemerkungen:

(i) Wegen der Identitét

(2% + 3 (u? +0?) = (vu+yv)? + (2v — yu)?

ist offenbar das Produkt zweier Zahlen, die sich als Summe zweier Quadrate darstel-
len lassen, wieder Summe zweier Quadrate. Damit liefle sich Satz 5.8 fiir allgemeines
n € N aus der Kenntnis p = 22 + y? < p = 2 oder p = 1 mod 4 ohne Verwendung

des Chinesischen Restsatzes herleiten.
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(ii) Der Beweis zu Satz 5.8 liefert kein Verfahren zur Konstruktion der Zahlen
x,y € Z mit 2% +y? = n. Ein entsprechender Beweis existiert jedoch und wird beim
nachfolgenden Vier-Quadrate-Satz verwendet. Er basiert wesentlich auf einer zu (i)

analogen Identitat fiir vier Quadrate.

Die folgende Aussage wurde zuerst von Bachet behauptet und von Lagrange bewie-

Se1l.

Satz 5.9 (Vier-Quadrate-Satz)

Jede natiirliche Zahl n ldsst sich als Summe von vier Quadraten darstellen, d.h. es

gibt z1, T9, T3, 4 € Z mit n = 2% + 13 + 23 + 272

Beweis: (Fermats Methode des Abstiegs)

Wir zeigen die Behauptung zuniichst fiir n = p € P. Wegen 2 = 12 4+ 12 4 02 + 02
konnen wir p > 2 annehmen. Nach Hilfssatz 4.1 sind die Zahlen x% fir 0 < z; <
(p—1)/2 paarweise inkongruent mod p, und dasselbe gilt damit auch fiir —1—x3, 0 <
g < (p —1)/2. Da aber nur p Reste mod p existieren, ist unter jenen mindestens
ein Paar x1, 7y mit 22 = —1 — 22 mod p, d.h. 2% + 22 + 1 = mp fiir ein m € N und

—1\? 2
1§x?ﬂ£+l§2(£70 +1<%+1<ﬁ.

Es folgt 1 < m < p. Wir setzen
l, == min{l € N:lp =2} + 23 + 23 + 2} mit z; € Z}.

Also ist [, < m < p. Wir konnen auflerdem voraussetzen, dass [, ungerade ist, denn:
Wire [, gerade, so wéren auch 0,2 oder 4 der entsprechenden Zahlen 1, 9, 23, 24
ungerade. Nach eventuellem Umsortieren kénnen wir annehmen, dass xy + x9, 1 —

To, T3 + x4, x3 — x4 alle gerade sind. Wegen

2 2 2 2 2 .2 .2 2
T+ X2 T1 — X T3+ X4 T3 — X4 r] Ty T3 T 1
S et R iat: BT U
( 2 )+< 2 )+( 2 >+( 2 ) p TRty Ty Tyt
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wére dann [, nicht minimal. Widerspruch!

Wir wollen nun zeigen, dass in der Tat [, = 1.

Annahme: [, > 1.

Sei also I, - p = x? + 23 + 2% + %, und seien z}, x4, x5, ¥, die betragskleinsten Reste

von xy, Tg, T3, r4 mod l,. Wir setzen
2 /2 12 12
n=xy +Ty +T3 +T,.

Offenbar ist n = 0 mod [,, und trivialerweise n > 0, da sonst [, ein Teiler von

x1, T2, 3 und xy wire, also [, - p = li -7 und somit [, | p, was wegen 1 < [, < p
2

ausgeschlossen ist. Da [, ungerade ist, haben wir 1 <n <4 - (%) = lf,. Mit I, | n

folgt, dass n =, - k fiir ein k,1 < k < [,,. Aufgrund der Identitét
(23 + 25 4+ 23 + 23) (2f + 2F + 2 + 2) = (012 + 2oxhy, + 2375 + 14702+
(217 — ) o+ 24 — 237 )2+ (0105 — T w3+ 107 — hwy) P+ (212 — 2\ T4+ T3 — 10 7)?

erhalten wir (I, - p)n = lz -k - p als Summe von vier Quadraten. Wegen
21T + Toxy + T3k + 147 = 23 + 25 + 25 + x5 = 0 mod [,

und z;7% — vjx; = ;25— 2r; = 0 mod [, fiir alle 4, j ist jede dieser vier Quadratzah-
len durch lg teilbar, d.h. kp ist Summe von vier Quadraten, was wegen 1 < k < [,
der Minimalitat von [, widerspricht. Also bleibt nur [, = 1.

Ist nun n € N eine zusammengesetzte Zahl, so ldsst sich jeder Primteiler p | n als
Summe von vier Quadraten darstellen. Mit Hilfe der obigen Identitét lasst sich dar-

aus die gewiinschte Darstellung von n berechnen.

Beispiel:
Wir wollen 34 als Summe von vier Quadraten darstellen. Es ist 34 = 2 - 17, wobei

2 =12 4+ 12 + 02 + 02. Betreffs 17 haben wir z.B.

3-17=51=7"+12+12+0°
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Reduktion mod 3 liefert
P+1°+1°+0°=3=n

Es folgt

(3-17)n = (T+1+14+00 4+ (7—-14+0-02+(7T—-14+0-00+(0—-0+1-1)

= 9°+6%>+ 6>+ 0%

N? /6\% [/6\° [0)\?
17=(= - — — | =324+224+92240%

M=(1P+124+02+0H)(32+224+22+0%) =52+ 12 + 22 4+ 22,

also

Zusammen

Wir haben aber auch

M4 =54+3+0°+0>=42+4>+12+12=4>+ 3%+ 32

Bemerkungen:

(i) Wie das Beispiel schon zeigt, ist die Darstellung einer Zahl als Summe von

vier (wie auch von zwei) Quadraten im Allgemeinen nicht eindeutig.

(ii) Der Vier-Quadrate-Satz ist bestmoglich, d.h. drei Quadrate reichen im Allge-
meinen nicht aus; es gilt: Alle Zahlen der Form n = 7 mod 8 lassen sich nicht

als Summe von drei Quadraten darstellen, denn:

»=0,1,4mod8 = 2”4y’ + 2*> % 7TmodS8.
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6 Primzahlverteilung

Der zentrale Gegenstand der Primzahltheorie ist die Primzahlzéahlfunktion

m(x) = Z 1.

p<z
p€EP

Um 1800 vermuteten Legendre und Gauf}, dass m(x) ~ x/logx, d.h.

"@)

z/logx

fir x — oo. Dies wurde 1896 von Hadamard und de la Vallée-Poussin mit Me-
thoden der komplexen Analysis bewiesen und heifit Primzahlsatz. Wir werden mit

elementaren Argumenten gute Abschétzungen fiir 7(z) herleiten.

Es hat sich herausgestellt, dass es giinstiger ist, anstelle von 7(x) die Funktion

W (z) = Zlogp = log (Hp)

p<w p<x

zu betrachten (hier wie im Folgenden stehe p stets fiir Primzahlen, d.h.
p<x:<=p<zundp € P.) Den engen Zusammenhang zwischen 7(z) und 9J(x)

zeigt

Hilfssatz 6.1

Sei 0 < ¢ < 1. Dann gilt fiir alle z > 2

19 S W(l’) < 1 79(‘%‘) +x178'

log x - 1—5.10ga:

Beweis:

Klar ist

V(x) = Zlogpg logx-Zl =7(x) - logz,

p<z p<z
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womit die linke Ungleichung schon gezeigt ist. Auflerdem gilt

Ix)= Y logp>loga'™)- Y 1 = (1-¢)loga(n(z)—m(z'™))

rl-e<p<z rl—e<p<z

> (1—¢)logz (7(z) —z'7),

also die rechte Ungleichung.

Hilfssatz 6.2 (Schwache Stirling-Formel)

Fiir n € Ny gilt

nlogn —n+1 <logn! < nlogn.

Beweis:

Wegen der strengen Monotonie des Logarithmus gilt fiir jedes 7 € N
Jj+1
/ log zdx < log(j + 1),
J

also
n Jj+1 ne1

/log:cd:c: /log:ndx <Zlog(j+1) = logn!.

1 =1\ j=1

[y

n—

Partielle Integration liefert / logxdr = [ZB log x — :17]7; = nlogn —n + 1, also die
1

Unterschranke unserer Behauptung. Die obere Ungleichung ergibt sich sofort aus

logn! = Zlogj < logn-Zl = nlogn.
j=1 n=1
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Hilfssatz 6.3

Fir n € Ny gilt
P,=]]p <4
p<n
Beweis: (nach Erdos)
Fiir n = 2 ist die Behauptung offenbar richtig. Wir nehmen nun an, sie gelte fiir alle
kE <n.lIst n+ 1 gerade, soist n+ 1 ¢ P, also
H p:Hp<4"<4”+1.
p<n+1 p<n
Sei also n + 1 ungerade, etwa n + 1 = 2m + 1. Wir erhalten damit
Pn+1: Hp H p:Pm+1' H b
p<m+1 m+1<p<2m+1 m+1<p<2m+1

Offensichtlich teilt jedes p, m 4+ 1 < p < 2m + 1, den Zahler von

<2m+1> _@m+1)-2m-...-(m+2)

m)

aber nicht den Nenner. Also haben wir

m+1<p<2m+1
und damit nach Induktionsvoraussetzung

2 1 2 1
pn+1§pm+1.<m+ ><4m+1.<m+ )
m m

Wegen (i’) =3 <4 und firm > 1
2m +1\ (2m—1 _2m(2m+1)<4
m “\m—-1/)  mm+1)

erhalten wir induktiv (2";:1) < 4™ also insgesamt

Pn+1 < 4m-‘rl . 4m — 42m+1 — 4n+1'
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Das folgende Ergebnis stellte einen wichtigen Zwischenschritt auf dem Wege zum

Primzahlsatz dar und wurde um 1850 bewiesen.

Satz 6.4 (Chebyshev)

Es gibt zwei positive Konstanten C7 < Cy derart, dass fiir alle x > 2 gilt

L cn(a) <Oy

Ch

logw logz’

Beweis: (nach Erdos und Shapiro)

Wir werden zeigen, dass fiir geeignete positive Konstanten B; < By
Bz < 9Y(x) < By(x)

gilt. Dies ist hinreichend, denn mit Hilfssatz 6.1 folgt daraus

x () 1 Byx x x

< < < l—e « 91, .
1logx_logx_7r(x)_ 1—¢ 10gx+m = log$+log.r

fir e =1/2, dalogx < /z fiir x > 2 (z.B. wegen f(z) := \/z —logx erfiillt f(2) >0
und f'(x) > 0 fiir z > 2). Mit C; := By und Cy := 2By + 1 ergibt sich der Satz. Zum

Beweis der Ungleichung fiir 9(x) diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass z = n € N ist,

dafirn <z <n-+1mitz > 2 gilt
1
§le < Bix—1< Bin <9(n) =9(z) < Ben < Box.

Wegen ¥(n) = log P, liefert Hilfssatz 6.3 sofort die obere Abschitzung J(n) <
(log4) - n. Es bleibt nur noch die untere Ungleichung zu zeigen. Mit Satz 2.2 gilt

logn! = log (H pep("!)) = Z ep(nl) -logp =

p<n p<n

= [n n = lo
- 2[5 er X[Fero (n 32150,
p<n j=1 p p<n p p<n j=2 P’
Wegen
=1 1 R S S
pPoo1=1/p p plp-1) p?

=2
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ist der Fehlerterm hochstens

on Zlgp 2Zlogk

p<n p

Nach Hilfssatz 6.2 ist logn! = nlogn + O(n), also insgesamt

n
Z [—] logp = nlogn + O(n).
p<n p
Mit Hilfe der bereits bewiesenen oberen Abschétzung fiir ¢¥(n) erhalten wir

5= 2 (GG
n- = —|+4q—¢ |logp
> = 2Ll

p<n p<n

= nlogn+O(n)+ O (¥(n)) =nlogn + O(n),

also

1
Z 8P _ logn + O(1).

p<n

Ist eine reelle Zahl a, 0 < a < 1, gegeben, so folgt fiir n > 2

1 1
E %8P _ logn — logan + O(1) = log — + O(1)
P a

an<p<n

1
> log—-—-C
a

fiir eine absolute Konstante C' > 0. Trivialerweise haben wir

logp logp 1 _ (n)
Z D = Z an §%Zlogp— an

an<p<n an<p<n p<n

Mit By := a := e~ ¢~ erhalten wir schlieBlich

J(n) > an(log(e“™) — C) = Ban.
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Im Laufe des vorstehenden Beweises haben wir unter anderem gezeigt

Satz 6.5 (von Mertens)

Fiir z > 2 gilt

1
Z 8P _ logz + O(1).

p<n

Das folgende diskrete Pendant zur partiellen Integration ist ein oft verwendetes

Hilfsmittel zur Umformung von zahlentheoretischen Summen.

Hilfssatz 6.6 (Abelsche Teilsummation)

Sei A1 < Ay < A3 < ... eine reelle Folge mit lim A, = oo. Seien a, € C(n € N) und

n—oo

r € R,z > A\. Wir setzen A(z) := > an. Sei f(t), t > A, eine komplexwertige,
An<z
stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt

x

> anfO) = Alw)f(e) — [ A Ot

An<z M

Beweis:

Wegen lim A\, = oo sind die auftretenden Summen alle endlich. Es gilt

n—oo

A@) @)= 3 anf) = 3 alf(@) = FO0)

= > [ara

AnSER,

also wegen A\; < A\, <t <z durch Vertauschung von > und f

T

A @)= 3 anfO) = [ 3 an- £ty = [ a0f 0.

An<z M An <t M
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Satz 6.7

Es existiert eine Konstante C5 € R derart, dass fiir z > 2 gilt

1 1
Z loglogac+03+0( >
P log

p<z

Beweis:
Bezeichnet p™, n € N, die n-te Primzahl, also p(l) =2.p® =3,..., soist

log p 1

p<:1: p(n) <g

Wir setzen A, := p™, a, :=logp™ /p™, f(t) :=1/logt. Nach Satz 6.5 gilt damit

1 (n)
Ax) = Z Oi(];) = logx + r(x),

pM <z

wobei r(z) = O(1) stiickweise stetig ist. Hilfssatz 6.6 liefert

T

log x + r(x) / dt

St N S log t 1) -
; log x + [ (ogt+7(t)) t(logt)?
* 2

1 [t f r(t)
=1 ————dt
+0 <logx) +/tlogt +/t(logt)2
2 2

Die Substitution v := logt, also dv = dt/t, im 2. Integral gibt

log x

]_ €T v
Z— = 1+0(—— )+ [loglogt], + / Malv
log x 2 v?
p<a: log 2
% v % v 1
= loglog:p+1—loglog2+/ rie >dv— / 7A(e)dquO :
v? v2 log
log 2 log x
Wegen
(e [ 11 ¢
/ rie )dv < / —dv=C"|— = (fiir ein geeignetes C)
v? v2 U gy log2
log 2 log 2
existiert Bs := / r(e¥) /v*dv. AuBerdem ist analog / r(e’)/vidv| < C/log .
log 2 log x

Also folgt die Behauptung mit C5 := 1 — loglog2 + Bjs.
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Korollar 6.8

Es existiert eine Konstante C)y > 0 derart, dass fiir z > 2 gilt

1T (1 - 1) . Cylogx + O(1).

p<z p

Beweis:

Es ist mit T'(x) := [[ (1 —1/p)~! und der Potenzreihe von log

p<w
logT(x):Z log( 1—— ZZ _Zp+zzj-pj'
p<z p<z j= 1 p<z p<z j=2

Trivialerweise gilt

0 < B, *ZZ

peEP j=2

1 1 & 1 1 1
ij ZQn( 1)_§Z<n—1_ﬁ>_§’
also ist B, wohldefiniert. Auflerdem haben wir

- % > (Zia) =m0 (3)

n>[z]+1
Wegen 1/2 = O (1/log x) folgt mit Satz 6.7

1
logT(x)zloglogx+Cg+B4—|—O( ),
log x

also wegen €Y = 1+ y +4%/2 + - - mit Oy := e“3+51

T(z) = Cylogx - 21/108%) — Cylog x <1 +0 ( )) = Cylogz + O(1).

log x

In einer weiteren Anwendung von Satz 6.7 behandeln wir die zahlentheoretische
Funktion

:Zl’

peP

die also die verschiedenen Primteiler einer gegebenen Zahl n € N zdhlt. Wie sich
sofort nachweisen lésst, ist w(n) additiv, d.h. fir (m,n) = 1 gilt stets w(m - n) =

w(m) +w(n).
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Korollar 6.9

Mit der Konstanten C5 aus Satz 6.7 gilt fiir x > 2

Zw(n) = zloglogx + Csz + O (1 ’ ) .

ogx

n<x

Beweis:
Wir haben
Zw(n) = ZZl—Zzl_Zl :|
n<z n<z pln p<zx n<z p<z p
— g (1—9 +O(1)) =x- p_;% + O(n(z)) = zloglogz + Csz 4+ O (lozm)

nach Satz 6.7 und Satz 6.4.
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7 Kettenbriiche und Diophantische Approximati-

on

Die Diophantische Approximation beschéftigt sich mit der Losbarkeit von Diophan-
tischen Ungleichungen, d.h. Ungleichungen in ganzzahligen Variablen bzw. Unbe-
kannten. Ein grundlegendes Resultat dieses Gebiets stammt von Dirichlet (1842).

Satz 7.1

Seien o und @ > 1 reelle Zahlen. Dann gibt es p, ¢ € Z mit (p,q) = 1und 0 < g < Q

derart, dass
1

@.

a—g‘g

q

1
lag —p| < 0 bzw.

Beweis:

Ist die gewiinschte Ungleichung tiberhaupt 16sbar, so kénnen wir 0.B.d.A. (p,q) =1
annehmen, denn sonst wiirde sogar eine schéirfere Abschéitzung gelten.

Wir setzen zunéchst voraus, dass @) € N. Wir betrachten die () + 1 Zahlen
0,{a},{2a},...,{(Q — 1)a}, 1, die nach Definition des Bruchteils {.} alle im Inter-

vall [0, 1] liegen.

Wir teilen nun [0, 1] in Q disjunkte Teilintervalle [é, %) fir 0 <i <@ —2 und
[%, q} ein. Nach dem Schubfachschluss liegen in mindestens einem dieser Interval-
le zwei der obigen @ + 1 Zahlen. Die Differenz dieser beiden Zahlen (in der richtigen
Reihenfolge) hat offenbar die Form ga — p fiir ein 0 < ¢ < @ und ein geeignetes
p, da {ja} = ja — [ja], und erfillt auBerdem |ga — p| < 1/Q) wegen der Lage der
beiden Subtrahenden im selben Teilintervall. Auf diese Weise folgt die Behauptung.

O
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Fiir @ € R ergibt sich das Gewiinschte aus Obigem mit [Q)] 4+ 1 anstelle von Q, denn

¢ <[@+1=¢<Qundlag—p| <1/([Q]+1) <1/Q.
Als Korollar ergibt sich

Satz 7.2 (Dirichlet’scher Approximationssatz)

Sei o € R\ Q. Dann gibt es unendlich viele p/q € Q,q > 0, (p,q) = 1 mit

Beweis:

Sei ) > 1 beliebig. Nach Satz 7.1 existieren (p,q) = 1, 0 < ¢ < @ mit

p' 1 1
a—=|<—< .
ql — 9Q ¢

Wegen o € Q ist |ag — p| # 0. Wihle Q; > |ag — p|™!. Nach Satz 7.1 existieren

(p1,q1) = 1,0 < ¢1 < Q mit

also p1/q1 # p/q. Induktiv erhalten wir das Gewiinschte.

Bemerkungen:

(i) Der Dirichlet’sche Approximationssatz garantiert Naherungen an eine gegebe-
ne Zahl «a, die viel genauer sind als wir es z.B. von Dezimalzahlndherungen

erwarten konnen; z.B.

3141 5 1
1000| ~ 10000  2000°

‘ 3141

2 13,1415
"7 1000 l?” °

Nach Dirichlet existiert ein Naherungsbruch von 7 mit Nenner unterhalb 1000

derart, dass der Fehler hochstens 107 ist.
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(ii) Fir o € Q gilt Satz 7.2 nicht; wir haben sogar:

a € Q = es gibt nur endlich viele Briiche p/q # a mit

1
C¥—£<—2;
q q
denn: Sei o = a/b. Fiir p/q # « folgt
—-b 1 1
0< a—g‘: ' p,also a—B‘Z—Z—Q
q bq q] —bg " q

fiir ¢ > b. Fiir ¢ < b existieren aber nur endlich viele geeignete Zéhler p.

Der Dirichtlet’sche Approximationssatz garantiert zwar fiir irrationale Zahlen sehr
gute rationale Naherungen, sagt aber nichts dariiber aus, wie wir diese finden kénnen.
Das liegt letztlich daran, dass der im Beweis von Satz 7.1 verwendete Schubfach-
schluss ineffektiv, d.h. nicht konstruktiv ist. Ein Mittel, um diesem Missstand ab-

zuhelfen, sind sogenannte Kettenbriiche.

Definition:

Unter einem endlichen Kettenbruch verstehen wir einen Ausdruck der Form

Ap-1+ —
Qn

mit ap € Z und a; € N(1 < j < n). Ist a, # 1, so heiit der Kettenbruch normiert.

Schreibweise fiir Kettenbriiche: (ag;ay,...,a,). Dabei heiit a; j-ter Teilnenner.
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Satz 7.3

Jeder endliche Kettenbruch stellt eine rationale Zahl dar. Umgekehrt wird jede ra-
tionale Zahl von genau einem normierten endlichen Kettenbruch dargestellt: Ist

a/be Q, b>0, so liefert der Euklidische Algorithmus (vgl. §1) in der Form

a = b-ay+nr , O<ri<b
b = ri-a;+ry , O<ry<nm
Th—1 = Tnln

die Darstellung a/b = (ap; ay, ..., an,).

Beweis:
Die erste Aussage des Satzes ist klar. Sei also jetzt a := a/b gegeben. Dann gilt nach

dem Euklidischen Algorithmus

a +7’1 + 1
- = a — =q
b T 0 b/r ‘ ay +re/m1
1
= ap+ T = - = (ag;a,...,an)
a; +
! 7’1/7’2

Die Eindeutigkeit der normierten Kettenbruchdarstellung folgt sofort:
Sei a = (ag;ay,...,a,) = (bo;b1,...,bm). Ist ag # by, so folgt wegen

[{ag;ai,...,an)] = ao, [(bo;b1,...,bm)] = by ein Widerspruch. Fiir ag = by ist wegen
ag + L = (ag; a1, -, an) = {bo; b1, ..., by) = by + !
(ay;as, ..., ap) (b1; b2, ... by)
dann (aq;aq,...,a,) = (b1;ba, ..., by). Induktiv erhalten wir schlielich fiir n < m,
etwa,

an = <an> = <bna bn—i—la ceey bm> 5

also a,, = b,,n = m oder a,, = b, + 1, d.h. n =m — 1,b,, = 1; aber letzteres ist bei

normierten Kettenbriichen nicht moglich.
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Wir wollen nun auch unendliche Kettenbriiche zur Darstellung irrationaler Zahlen
konstruieren. Dabei miissen wir natiirlich die notwendige Kongruenz sichern. Als

Vorbereitung zeigen wir zunichst

Hilfssatz 7.4

Sei ag € Z, (an)nen eine Folge natiirlicher Zahlen. Setzen wir fiir n > 0

Pn
<a0;a17 s 7an> = (pna(JH) = 17

n

so gelten mit p_1 := 1, pg :=ag, ¢_1 := 0, qo := 1 die Rekursionsformeln

Pn = @nPn-1 Tt Pn—2  Qn = QnQn-1 + qn—2 (n > 1)

Beweis: (Induktion tiber n)
n = 1: klar;
n—1— n: Wir setzen (ai;as,...,a;11) = pj/q; mit (p},q;) = 1 fiir j > 0. Nach

Induktionsvoraussetzung gilt
Poo1 = Onlp o+ Doz Gn1 = Gnlp o + s
Offenbar gilt aber p;/q; = ao+qj_,/P;_1, also wegen (p;, ¢;) = 1 nach Voraussetzung
pi=ap;  +d;y ¢ =D
Fiir j = n ergibt sich

Pn = GO(anp;ﬁz + p;,g) + (anqizfQ + q;173) = an<a0p272 + q7/172> + (aOp;«h:«: + q;zf:),)
dn = alnp;_Q + p;—37
und fiir j =n — 1 bzw. 7 = n — 2 kommt

Pl = QPp_o+ Qoo , DPn-2 = GoPy_3~+ ¢, _3,

o1 = Dhoo 5 Gn-2="D, 3
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Durch Einsetzen folgt die Behauptung.

Korollar 7.5

Fiir n > 0 gilt
(1) PnGn-1 = Pn1Gn = (=1)";
(i) (Pnga) =1.

Beweis:

(i) Fiir n =0 ist in der Tat ag-0 —1-1 = (—1)*. Induktiv folgt mit Hilfssatz 7.4

Prndn—1 — Pn—149n = (anpn—l +pn—2)Qn—1 - pn—l(a'nqn—l + Qn—Z)
- _(pn—lq”,—Q _pn—2Qn—1) - _(_1)71 - (_1>n+1'

(ii) Dies ist klar nach Hilfssatz 7.4. Die Rekursionsformeln liefern automatisch die

gekiirzten Briiche p,,/q,.

Definition:
Sei a € R\ Q. Wir setzen 9y := « und definieren rekursiv zwei Folgen (a,),en, iiber

N (bis auf ay € Z) bzw. (9,,)nen, tiber Ry; (bis auf ¥y € R) durch

a, =1[9,] und 9, =a,+

(n>0).

ﬁn—i—l

Dann heifit (ag; a1, as, . ..) (unendlicher) Kettenbruch von a.

Bemerkung:
Fiir o € Q bricht der obige Algorithmus irgendwann dadurch ab, dass fiir ein n € N
gilt a, = ¥,. Dann erhalten wir genau den endlichen Kettenbruch (ag;ay, ..., a,)

von « (vgl. Satz 7.3).
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Satz 7.6

Sei (ag; a1, as, . ..) der (endliche oder unendliche) Kettenbruch einer Zahl o € R. Fiir

P/ = (ao; a1, ...,a,) (n>0) gilt dann:

(1) Pncq <Pl oqer Dottt < g < Bn (n >0);

qn Gn+1 Qn+1 an

1

- qngn+1

(n > 0);

(iii) 7111_{&% =, d.h. a = (ag;a,as,...).
Beweis:
(i) Wir haben nach Definition der ¥,
a =Yy = (ag; 1) = {ag; ar,v2) = -+ = {ag;ay, ..., an, Vni1),
wobei 0 < 1/89,41 < 1/an41. Also gilt
Pn/@n = (a0; 1, .y an) < (ag; a1, ... 0+ 1/U511) = a < {ag;ay,...,an + 1/ani1)
= Pn+1/Qn+1 oder
Prit1/Gni1 = (ag; a1, ... an + 1/an1) < {ag;ay,...,an +1/0p41)
=a < {ap;a1,...,a,) = Pn/Gn-
(ii) Mit Korollar 7.5(i) gilt wegen ¢, > 0 fiir n > 0

_ ’ann-i—l _pn+IQn| - 1

Gndn+1 Gndn+1 .

& . Pn+1

4n  Gn+1
Nach (i) folgt die Behauptung.
(iii) Wir zeigen mit Induktion zunichst, dass g, > 2™Y/2 fiir n > 0: Nach Hilfs-
satz T4 gilt o =1>2"2 ¢4 >1=2° ¢ >q1+¢q >2>2Y2 und fir n > 3
nach Induktionsvoraussetzung ¢, > gn_1 + gn_o > 2*2/2 4 2(n=3)/2 > 9. 9(n=3)/2

2(n=1)/2 " Also insbesondere ist lim g, = oo. Damit ergibt (ii) das Gewiinschte.

n—0o0
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Satz 7.6(ii) rechtfertigt die nachfolgende

Definition:
Sei a = (ap; a1, as,...). Dann heiit p,/q, := (ao;ai,as,...,a,) n-ter Niherungs-

bruch von «.

Korollar 7.7

Sei o € R. Jeder Ndherungsbruch p/q von « erfiillt
1

<?.

p
a__

q

Beweis:

Dies ergibt sich sofort aus Satz 7.6(ii) wegen

gn+1 = An4+19n + dn—1 2 dn + dn-1 > Qn (n Z 1)

nach Hilfssatz 7.4.

Bemerkungen:

(i) Mit der Methode aus dem Beweis von Satz 7.3 lasst sich sofort zeigen, dass die
Darstellung einer irrationalen Zahl durch einen Kettenbruch eindeutig ist. Wir
haben also mit Satz 7.3 insgesamt eine Bijektion zwischen R und der Menge

aller normierten Kettenbriiche.

(ii) Korollar 7.7 besagt, wie die im Dirichlet’schen Approximationssatz garantier-

ten Naherungen konstruiert werden konnen.

Mit Hilfe der Theorie der Kettenbriiche lidsst sich der Dirichlet’sche Approximati-

onssatz verscharfen.
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Satz 7.8 (Hurwitz’scher Approximationssatz)

Sei a € R\ Q. Dann gibt es unendlich viele p/q € Q, ¢ > 0, (p,q) = 1 mit

1
NG

a_fz\<
q

Beweis:

Seien pn/qn, Pnt1/qni1s Pnt2/qnre drei aufeinanderfolgende Naherungsbriiche von a.
Dann geniigt es zu zeigen, dass mindestens einer von ihnen die gewiinschte Unglei-
chung erfiillt.

Annahme:

; 1
a—& >

41~ V5q;

Nach Satz 7.6(i) haben o — p,, /g, und & — ppy1/¢ns1 verschiedene Vorzeichen; also

fir j=n,n+1,n+2.

mit Korollar 7.5(1) und der Annahme

1 1
+ <
VEg2 VB,

Es folgt

1

_-QnQn+1.

DPn
o — —

an

_ Pnt1 Pn Pnt1

an Qn+1

—i—‘a

Gn+1

Qn—|—1+ qn S\/57
4n qn+1

also fiir X\ := ¢,41/¢, die Ungleichung A + 1/A < v/5. Wegen A € Q gilt sogar
A+ 1/X < /5. Losen der quadratischen Ungleichung liefert

1++5
A< 7

Setzen wir i := ¢u12/Gn+1, S0 ergibt die vollkommen analoge Argumentation

1++5

< .
H 2

Nach Hilfssatz 7.4 haben wir ¢, 12 = ap12 - ¢pa1 + Gn, also

Daher
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Widerspruch!

Bemerkung:

Wir werden spéter noch sehen anhand der Zahl
1
a:§(1+\/§): (1;1,1,1,...),

dass die Konstante v/5 in Satz 7.8 bestmoglich ist.
Wir wollen nun nachweisen, dass die Ndherungsbriiche die besten Approximationen
an eine Zahl a € R\ Q sind in dem Sinne, dass |a — p/q| fiir alle Briiche p/q mit

0 < ¢ < ¢py1 minimal ist fiir p/q = p,/qn.

Satz 7.9

Fiir o = (ap; a1, as, . . .) gilt

nﬂn n—
() a=born P ),
dn n+1 + dn—1
1
il ag, —pp|l = —— (n>0);
( ) ’ e P | Qnﬁn-l-l + dn—1 ( )
1 Dn 1
iii —_— < la——| < n>0
Y P Al L )

(iv) Fiir alle p,q mit 0 < ¢ < gny1 gilt |ag — p| > |agn — pal.
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Beweis:

(i) Nach Definition der 9, gilt

o= — a+1_&0791+1_p0191+p—1
=Y = ag+ — = -
(%) () qoU1 + q-1

po(ar +1/99) + p-1 (a1po +p-1)V2+po  p1a+ po

qo(ar +1/02) + g1 (@190 + q-1)Y2 + qo B @192 + qo

mit Hilfssatz 7.4.

(ii) Aus (i) folgt mit Korollar 7.5(i)

qw,pnﬁn—l—l + dnPn-1 N annﬁn—l—l +ann—1
Qn'ﬁnqtl + Gn—1 QnﬁnJrl + Gn—1

|gnPn—1 = Prn-a| _ 1
QnﬁnJrl + gn—1 Qn§n+1 + dn—1

‘O“In _pn‘ =

(iii) Nach Definition von 9,, haben wir wegen v,, > 1 (n > 1)

An+19n < ﬁn—&-lQn + dn—1 < (an—‘rl + 1)%1 + qn = (an-l-l + Q)QH

Mit (ii) folgt das Gewiinschte.

(iv)  Wir setzen fiir ein gegebenes p/q

Pln+1 — 9Pn+1 v Pdn — qpn

PoGnil — GuPrs1  @uPtl — Palnil

wobei u,v € Z nach Korollar 7.5(1). Wegen (pn+1,¢n+1) = 1 nach Korollar 7.5(ii)

und 0 < ¢ < ¢,.1 nach Voraussetzung ist u # 0. Wir erhalten

Upp + VPpt1 =p und  ug, + vqu41 = q.

Aus der letzten Gleichung ergibt sich wegen 0 < ¢ < ¢, 11, dass fiir v # 0 die Zahlen
u und v entgegengesetzte Vorzeichen haben. Da nach Satz 7.6(i) auch ag, — p, und

Qi1 — Pny1 verschiedene Vorzeichen haben, ergibt sich

lag —p| = |a(ugn + vgut1) — (upn + VPpt1)|

= |ulagn = pn) + v(@ni1 = pri1)| 2 [0gn — pal-
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Korollar 7.10

Sei @« € R und p/q € Q. Ist

a__
q

2q%’

so ist p/q ein Ndherungsbruch von a.

Beweis:

Wir wihlen denjenigen Ndherungsbruch p, /¢, von a mit ¢, < ¢ < ¢,+1. Dann gilt

)2l

1 1 1
= —lag—pl+— |ag,—pu <=+ — | |ag—p|
q q q q

a—]—)‘—i-’oz
q

_Pn
n

‘p P
q

n n

nach Satz 7.9(iv). Nach Voraussetzung und wegen ¢ > ¢,, erhalten wir

4 dn

‘p P

Also bleibt nur p/q = p,/qn.

Seit Lagrange ist bekannt, dass ein unendlicher Kettenbruch genau dann periodisch
(unter Umsténden mit einer Vorperiode) ist, wenn die durch ihn dargestellte Zahl

quadratisch irrational ist. Wir zeigen nur

Satz 7.11

Wird a € R von einem periodischen Kettenbruch dargestellt, d.h.

o = <a0;CL]_, ey Qp—1,0f, - - . 7ak‘+m—l>a

wobei der Oberstrich die Periode andeutet, so ist « eine quadratische Irrationalzahl.
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Beweis:

Nach Satz 7.9(1) gilt fir 8 := (@x; -, TGhrm_1)

_ PeVkt P2 praB+ pra
a = - )
Qe—1V% + qr—2  @—18 + qr—2

und wegen der Periodizitdt von [ auch

3= P18 + Pl

ARYC
wobei hier p!, /¢!, die Naherungsbriiche von /3 bezeichnet. Es folgt sofort, dass 3 eine
quadratische Gleichung iiber Z erfiillt, also auch «. Die Unendlichkeit des Ketten-

bruches von « impliziert schlieilich dessen Irrationalitét.

Bemerkung (ii) zu Satz 7.2 bedeutet, dass es zu jedem o« € Q eine positive Konstante

¢ = ¢(a) gibt derart, dass fiir alle p/q € Q, ¢ > 0, gilt

Wir werden dies nun auf beliebige algebraische Zahlen verallgemeinern, wobei wir

diesen Begriff zuvor definieren wollen.

Definition:

Eine reelle (oder komplexe) Zahl « heifit algebraisch vom Grad n, falls es ein Polynom
P(z) = ap2™ + ap 2™ '+ -+ ax+ay € Z[x]\ {0},

aber kein solches Polynom geringeren Grades gibt mit P(«) = 0. Setzen wir voraus,
dass a,, > 0 und (ag, a1, ...,a,) = 1, so ist P(z) eindeutig bestimmt und heifit Mi-

nimalpolynom von «. Ist « nicht algebraisch, so nennen wir a transzendent.

Bemerkung:

Der Nachweis der Transzendenz gewisser bekannter Zahlen wie e, 7 ist schwierig.
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Um 1844 bewies Liouville das folgende Ergebnis, das erstmalig die Existenz tran-

szendenter Zahlen zeigte.

Satz 7.12 (von Liouville)

Sei a algebraisch vom Grad n > 2 (d.h. irrational). Dann existiert eine positive

Konstante ¢ = ¢(a) derart, dass fiir alle p/q € Q, ¢ > 0, gilt

Beweis:

Fir a € C, d.h. « = Re a + i - Im « gilt offenbar nach Dreiecksungleichung

a—g'leea—]—?‘.
q q

Also konnen wir von vornherein @ € R annehmen. Sei nun P(x) das Minimalpoly-
nom von «. Nach dem Mittelwertsatz gibt es fiir jedes p/q ein £ € R zwischen «

und p/q derart, dass
P(a) — P(p/q)
a—plq

wobei P'(z) die Ableitung von P(z) bezeichnet. Da o mindestens quadratisch ist,

= P'(6),

gilt P (p/q) # 0, denn sonst lieBe sich von P(x) ein Faktor (z — p/q) abspalten, und

der Grad von P(z) wire nicht minimal mit P(«) = 0. Offenbar ist

n n—1
r ()= () o)) e

also |¢" - P (p/q)| > 1. Mit der obigen Identitdt erhalten wir wegen P(«) =0

o-2) el 0=

Ist |a — p/q| > 1, so gilt der Satz trivialerweise. Wir diiren also 0.B.d.A. | — p/q| <

1 voraussetzen. Da & zwischen o und p/q liegt, folgt daraus |£| < |a| + 1,
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also mit A := max |a;|

1<j<n
|P/(£)| = |n- angn_l +(n — 1)an—1€n_2 +...+a
1
“(n-A J) e p—
< ne (- A (Jal 1) =
Wir erhalten wie gewiinscht

Bemerkung:

Der vorstehende Beweis ermoglicht die Angabe einer expliziten Konstanten c(«).
Wir wollen dies fiir die Zahl ag = (1 + \/5) /2 ausnutzen, um zu zeigen, dass Satz
7.8 von Hurwitz bestmoglich ist.

Das Minimalpolynom von (1++/5) /2 ist Py(z) = 2? —z — 1, also Pj(z) = 2z — 1.
Wir setzen fiir p/q € Q, ¢ > 0, die Grofle § := |ag — p/q|. Nach dem Mittelwertsatz
existiert ein & zwischen g und p/q mit |Py (p/q)| = 6 - | P5(€)|. Wegen

p
\élz\ao+(§—ao)|S%Hf—%léaﬁ‘;—ao g4 d

folgt
1P5(€)] < 2(ap+6) — 1 =20+ V5.

Wie im vorigen Beweis erhalten wir

_P 1 1 1
" ’ SaAGs (20 +/5) ¢? ~ (V5 +¢) g2

q
fiir jedes € > 0, sofern ¢ hinreichend grof} ist, denn

5:

1
—2<

q

P g
——| < —
(7)) q‘ 2

fiir alle N&dherungsbriiche p/q mit hinreichend grofiem Nenner ¢ nach Korollar 7.7,

und |ag — p'/q'| > oy — p/q| fiir beliebige p'/q’ € Q mit ¢’ < ¢ nach Satz 7.9(iv).
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Der Satz von Liouville besagt, dass sich algebraische Zahlen nicht , beliebig gut®
rational approximieren lassen. Dies kann zur Konstruktion gewisser transzendenter

Zahlen verwendet werden.

Korollar 7.13

Die Zahl
a:=» 107" =0,11000100...0100. ..
k=1

ist transzendent.

Beweis:
Wir setzen

po=10"-3 10" €Z | ¢,=10"€Z
k=1
Offenbar gilt

— Z 10—k! — 10—(n+1)! (1 + 10(n+1)!—(n+2)! + 10(n+1)!—(n+3)! + . )

k=n+1

‘ P
a _——
In

< 10714107 41072 4 ) = W0 ot < gt
9 Y

also wegen (n+ 1) —1=(n+1)nl—1>n-n!

" 1
a—Prl o=
Gn a5

Nach Satz 7.12 kann dann « nicht algebraisch von irgendeinem Grad sein. Daher ist

« transzendent.

Bemerkung:
Der vorangegangene Beweis fiihrt allgemeiner immer dann zur Transzendenz einer
gegebenen Zahl a;, sofern eine Folge verschiedener Zahlen p,, /¢, € Q existiert derart,

dass

< mit  lim w, = .

qn" n—oo

‘ Pn
a —_— —
n
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Dies geht beispielsweise auch fiir andere Basen als 10, sofern in der entsprechenden
g-adischen Entwicklung von « nur hinreichend lange Blocke von Nullen auftreten.
Entsprechend ist die Behandlung von Kettenbriichen mdoglich, deren Teilnenner hin-

reichend schnell wachsen.
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8 Diophantische Gleichungen

Die Losbarkeit linearer Diophantischer Gleichungen (in mehreren Veranderlichen)
wurde in §1 erschopfend behandelt (Satz 1.4). Wir wenden uns nun Gleichungen

hoheren Grades zu, zunéchst der sogenannten Pell’schen Gleichung
2> — Dy? =1,

wobei D € N keine Quadratzahl sei (fiir D = d? haben wir offenbar z? — Dy? =
(x — dy)(z + dy), also nur die trivialen Losungen z = £1,y = 0). Das folgende

Resultat wurde von Fermat vermutet und von Lagrange bewiesen.

Satz 8.1

Ist D € Nund v'D ¢ N, so hat die Gleichung 22— Dy? = 1 unendlich viele Lésungen
z,y € N.

Beweis:

Wegen v/D ¢ N ist sogar vD ¢ Q, denn aus v D = a/b, (a,b) = 1, folgte b*D = a?,
also a® | D und damit b = 1. Widerspruch!

Nach dem Dirichlet’schen Approximationssatz 7.2 existieren unendlich viele Paare

xi,yiEN, 2:1,2,,m1t

i 1
x——\/ﬁ‘<—.

y?

Wegen

0<

%4‘\/5‘:

ﬁ—\/5+2\/5‘§
Yi

i 1
x——\/ﬁ‘+2\/5<—2+2\/5
Yi Y;
erhalten wir

0< ‘m?—Dyﬂ = l‘z‘_\/ﬁyi $i+\/ﬁyi

1 /1
Yi \Yi

fiir alle Paare x;y;.
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Wir wenden im Folgenden mehrfach den unendlichen Schubfachschluss an, der be-
sagt: Werden unendlich viele Objekte auf endlich viele Schubladen verteilt, so be-
finden sich in mindestens einer Schublade unendlich viele Objekte. Nach den obigen

Voriiberlegungen gibt es also eine ganze Zahl k, 0 < |k| < 2v/D + 1, derart, dass
i — Dy; =k

unendlich viele Losungen z;,y; € N besitzt. Durch erneute Anwendung des Schub-
fachschlusses finden wir darunter unendlich viele z;,y; mit z; = z; mod |k| und
y; = y; mod |k| fiir alle 7, j. Selbstversténdlich haben wir darunter zwei Paare 1, 3
und xs,ys (neue Numerierung) mit z; # o, also auch y; # ys, die all die obigen

Bedingungen erfiillen, d.h.

v — Dyl =a3— Dys =k, 1z =xomod |k|, y =y mod |kl

Es folgt
T1Ty — 1y D = 23 — Dy? = 0 mod ||,
also
1T — Y1y2 D = ku,
bzw.
T1Ys — Toy; = x1y1 — x1y1 = 0 mod |k,
also

T1Y2 — Toy1 = kv

mit geeigneten u,v € Z. Also kommt

<$1 - \/591> (902 + \/E?h) = 217y — Y1y D + (212 — 2231) VD = k (U + \/EU>
und

<961 + \/5%) (372 - \/5y2> = 1129 — Y1y2D — (2192 — Ta11) VD =k (U - \/E'U> :
Multiplikation der beiden Terme liefert

K = (a7 = Dy?) (3 = Dy) =k (wt VDo) -k (u—VDv) = & (u? — De?).
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also u? — Dv? = 1. Hierbei ist v # 0, denn sonst wiire u = +1 und damit

(961 - \/591> ko= (Il - \/5.%) (1172 + \/By2> (fBQ - \/By2>
= ku- (xg — \/5y2> =xk ($2 - \/By2> ;

also x1 — \/Eyl =+ <:132 — \/ﬁyg). Wegen VD ¢ Q folgt x1 = £x9 , y1 = Fyo, mit
x1, T2, Y1, Y2 € N daher 1 = x5 und y; = y». Widerspruch!
Wir haben also eine Losung u,v € Z\ {0} der Pell’'schen Gleichung gefunden, wobei
0.B.d.A. u,v € N.
Jeder Losung z,y € N der Pell’schen Gleichung ordnen wir die Irrationalzahl x +
v/ Dy, eine sogenannte Pell’sche Einheit zu. Wir definieren natiirliche Zahlen z,, yn,
n=1,2,..., durch

Tn +VDy, = <x + @y)n.

Nach dem Binomischen Lehrsatz gilt dann

() =52 (1) () o =2 (1) (2n) 3 (1) (V)

und
n

(o) =2 () () e 2 (1) (vm)

i=0
2[i

also (m — \/Ey>n =z, — V' Dy,. Es folgt
vi—Dy} = (mn —~ \/Eyn> (:vn - \/Byn) = (:c — \/Ey) (x + \/51/) = (= Dy*)" =1,
d.h. alle z,, + \/Eyn sind Pell’sche Einheiten. Wegen

u+\/ﬁv>1
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n
sind die Potenzen (u + v Dv) paarweise verschieden, womit die Paare u,, v, un-

endlich viele Losungen der Pell-Gleichung sind.

Nach Satz 8.1 besitzt jede Pell’'sche Gleichung 22 — Dy? = 1 Losungen z,y € Z. Die
kleinste unter ihnen, d.h. diejenige mit minimalem x und daher minimalem ¥, be-

zeichnen wir mit x,y;. Sie heifit Grundlisung und die zugehorige Pell’sche Einheit

T+ \/Eyl Grundeinheit.

Satz 8.2

Die Pell’schen Einheiten sind genau die Potenzen der Grundeinheit; mit anderen

Worten: Alle Losungen einer Pell’schen Gleichung ergeben sich als +z,,, +v, mit
Zn+VDy, = (x1+VDy)" , n>1,

sowie der trivialen Losung xg = +1,y9 = 0.

Beweis:
Sei x+ \/Ey eine Pell’sche Einheit, die keine Potenz von =1 + \/Eyl ist. Also existiert
ein n € N mit

n+1

(:171 + \/th) <+ \/534 < <x1 + \/5y1>
Wir multiplizieren mit <a;1 — \/Eyl)n und erhalten

Setzen wir (xl — \/Eyl) =a+ \/Eb, so bekommen wir wie im vorigen Beweis
<x1 + \/53/1) = a —/Db. Es folgt mit

¢++vVDd = <x+\/5y> (ml—\/ﬁyly:aa:+Dby+\/5(ay+bx),



8 DIOPHANTISCHE GLEICHUNGEN 95

dass
¢—+Dd = (:r—@y) (a—@b) = (x—@y) <x1+\/5y1)n.

Damit kommt
¢ — Dd* = (2* — Dy?) (af — Dyf)n =1-1"=1,

d.h. ($ + @y) (:L‘l — \/ﬁy1>n = ¢+ v/Dd ist auch Pell’sche Einheit, sofern ¢, d €
N. Wir wissen, dass 1 < ¢+ v/ Dd < x1 + v/ Dy;. Daher haben wir wegen ¢ — v/ Dd =
<c+ \/Ed)_l sofort 0 < ¢ —v/Dd < 1.

Es ergibt sich

c= c>

<c+\/5d>+%<c—\/5d> >

DN | —

1
2

DN | —

und

\/Ed:%<c+\/5d>—%<c—\/5d) >%c—%20,

d.h. ¢,d € N. Dies steht im Widerspruch zur Minimalitat der Grundlésung x1, y;.
O

Bemerkungen:

(i) Der Beweis von Satz 8.1 impliziert, dass als Losungen der Pell’schen Gleichung
22 — Dy? = 1 die Niherungsbriiche p,, /¢, von v/D in der Form z = p,,y = ¢,
in Frage kommen. In der Tat ergibt eine genauere Analyse des Kettenbruchs

von v/ D, dass dieser immer die Gestalt
\/5: (ao;al,...,al)

besitzt. Die Periodenlénge [ erweist sich als markante Grofle, denn als Grundlésung
stellt sich gerade das Paar
1 =P,y = @1 (2] 1) baw. 21 = py1, 910 = qu-1 (2 1 1) heraus. Alle

Losungen sind

Ty = Pni-1,Yn = qu-1 (n € Nfiir 2|, n=2,4,6,... fiir 2¢1).
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(ii) Nahe verwandt mit der Pell’schen Gleichung ist
z? — Dy* = —1.

Wie in (i) hiangt das Losungsverhalten eng mit der Kettenbruchentwicklung
von VD zusammen: Bei gerader Periodenlénge [ existiert iiberhaupt keine

Losung, bei ungeradem [ sind die positiven Losungen
Tp = Pni—1,Yn = qu—1 (n=1,3,5,...).
Die vielleicht beriihmteste Diophantische Gleichung ist die Fermat-Gleichung
2"yt =z

fiir n € N,n > 2. Der Spezialfall n = 2 geht auf die Griechen der Antike zuriick, die
entsprechenden Losungen x,y € N heiflen Pythagordische Tripel. Wegen der Homo-

genitdt der Fermat-Gleichung konnen wir 0.B.d.A. stets (z,y, z) = 1 voraussetzen.

Satz 8.3
Die Losungen von z? + y? = 2% mit (z,y, z) = 1 sind genau gegeben durch
r=a®>—0b% y=2ab z=da>+0b

(bzw. z = 2ab, y = a® — b, z =a®+b*) mit a,b € N, (a,b) =1, 2| ab.

Beweis:

Offenbar sind die gegebenen Tripel Losungen, denn
22+ = (a* — 2a%0* + b*) + 4a%V* = a* + 2a%0* + bt = 22

Sei nun umgekehrt x,y, z ein Pythagoriisches Tripel mit (z,y,2) = 1. O.B.d.A. sei
y gerade, denn fiir = y = 1 mod 2 wire 22 + y? = 2 mod 4, aber 22 = 0,1 mod 4.

Es folgt 21 x,2 1 2. Wir schreiben die Ausgangsgleichung in der Form

v =22 -2 =(z+2)(z —2).



8 DIOPHANTISCHE GLEICHUNGEN 97

Wegen (z + x,z —x) = (2 + x,2z) = 2 erhalten wir
24 x=2d% z—x=20 y=2ab

fiir gewisse a,b mit (a,b) = 1. Wegen z = 1,3 mod 4 und x = 1, 3 mod 4 folgt
z4+rx=2mod4, z—2=0mod4 oder z+ 2 =0mod4, z—z=2mod4, also

ist eine der Zahlen a, b gerade, d.h. 2 | ab.

Bekanntlich besagt die Fermat’sche Vermutung, die kiirzlich von Wiles und Taylor
in erheblich groflerer Allgemeinheit bewiesen wurde, dass die Fermat’sche Gleichung
fiir n > 3 keine Losung z,y, z € N besitzt. Der einfachste Fall ist n = 4, der bereits

von Fermat selbst geklart wurde.

Satz 8.4

Die Gleichung z* + y* = 22 besitzt keine Losung z,y, 2 € N.

Beweis: (Fermat’scher Abstieg)

Wir nehmen an, es gébe eine Losung z,y, 2z € N, wobei z minimal sei. Dann gilt
selbstversténdlich (x,y, z) = 1. AuBerdem ist - wie bei 22 +y* = 22 - eine der Zahlen
z,y gerade, 0.B.d.A. sei 2 | y. Damit ist 2%, y?, 22 ein Pythagoriisches Tripel, d.h.

nach Satz 8.3 existieren a,b € N mit
2 =a* -0, y*=2ab, z=a*+"b

und (a,b) = 1, 2 | ab. Wire 2 | a, 2 1 b, so héitten wir > = 4 — 1 = 3 mod 4,
was unmoglich ist; also 2 | b, 2 4 a. Mit x? + b* = @? ist weiterhin auch z,b, a ein
Pythagoriisches Tripel. Daher existieren nach Satz 8.3 Zahlen ¢,d € N, (¢,d) = 1
mit

r=c—d* b=2d, a=c+d.
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Es folgt
y® = 2ab = 4cd(c* + d?).

Wegen (c,d) = 1ist (¢, +d*) = (d,* +d*) =1, d.h.

C:€2, d:f2, 02+d2292

wir haben also eine weitere Losung unserer Ausgangsgleichung konstruiert. Dabei
ist aber

g§g2:c2+d2:a§a2<a2+b2:z

im Widerspruch zur Annahme der Minimalitdt von z.

Korollar 8.5

Die Gleichung z* + y* = 2* besitzt keine Losung ,y, 2 € N.

Wir wollen noch ein anderes Beispiel einer Gleichung vierten Grades angeben, das

ebenfalls auf Fermat zuriickgeht.

Satz 8.6

Die Gleichung
-ty vyt =2 (ny) =1,

hat nur die Losungen 22 = 1,y =0 und 2 = 0,3% = 1 und 2% = y? = 1.
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Beweis:

0O.B.d.A. seien z,y, 2 € N. Wir schreiben die Gleichung als
(2* —y")* + (ay)* = 2*.
Fall 1: 2| xy.
Es folgt 21 (z* — y?), also nach Satz 8.3
2?2 —yP=a> -0 |, zy=2ab

fir gewisse (a,b) = 1. Wir setzen d; := (z,b), dy := (y,a) und = =: d1 X, b =: d; B,
y = doY, a =: dyA, also XY = 2AB. Selbstverstandlich ist (X,B) = (Y, A) =1
und daher X | 24, A | X und Y | 2B, B | Y. Es folgt X = 2A, Y = B, oder
X=A Y =2B.
Fall 1.1: X =24, Y = B.
Es ergibt sich
.Z':QAdl, b:dlB, y:ng, CLIdQA.

Einsetzen in 22 — y? = a? — b? liefert

4Ad; — d5B? = d3A* — diB?,
also

d2(4A% + B?) = d5(A* + B?).
Esist (A% + B?,4A? + B?) = (A% + B2 3A%) = (A* + B? A?), denn wegen (a,b) = 1
ist auch (A, B) = 1 und somit A? + B? # 0 mod 3. Also haben wir

(A + B 4A* + B?) = (B}, 4*) = 1.
Damit folgt fiir gewisse C' und D
A* 4+ B?=C?% und 4A4%+ B? =D

O.B.d.A. sei B ungerade, denn fiir 2 | B ergébe sich ein entsprechendes Paar von
Gleichungen mit vertauschten Variablen. Die zweite der Gleichungen (24)? + B? =
D? hat nach Satz 8.3 eine Losung mit B = p? — ¢ und A = pq fiir gewisse (p,q) = 1
mit 2 | pq.
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Einsetzen in die erste Gleichung liefert
PP gt = 2

Wegen pg = A < a < wy/2 lasst sich die Methode des Fermat’schen Abstiegs
anwenden, zumal p?> = ¢> = 1 wegen B # 0 auch nicht eintreten kann. Die Aus-
gangsgleichung ist in diesem Fall unlosbar.

Fall 1.2: X = A, Y =2B.

Es folgt analog zu Fall 1.1

di(A? + B?) = dy(A® + 4B7),

und die obige Argumentation lédsst erneut einen Fermat’schen Abstieg zu, und auch
hier existiert keine Losung.
Fall 2: 2 { zy.
Mit Satz 8.3 folgt sofort
ry=a*—0b , 22—y *=2ab

fir gewisse (a,b) = 1, weshalb 2 | ab. Wir haben daher

2 2\ 2 2 2\ 2
a4—a262+b4:(xy)2+<x 2y> :<$ ;y) :

Nach Fall 1 lasst dies nur die triviale Losung ab = 0 zu, d.h. wegen (x,y) = 1 bleibt

nur 22 = y? = 1.

Korollar 8.7

Es gibt keine vier Quadrate in arithmetischer Progression, d.h. Quadrate z%, x3, 22, 3

mit 27, — 27 = const (1 <i < 3).
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Beweis:

Wir nehmen an, es giibe eine Konstante ¢ € N mit 27, — 27 = ¢ fiir ¢ = 1,2,3. Es

folgt
v} + a3 = (21 +¢) + (23 — ¢) = 223
und
r3 4 12 = 223

Also ergibt sich

71 (225 — x3) = wiw = 73(20; — 75)

und daraus
2.2 2.2\ _ .2 2 2.2
2(zir3 — 237y) = 1775 — T37Y.
Wir setzen a := x1w3, b := xox4, ¢ = %(xlxg + x314), d = %(mlxg — X3%y).

Offenbar sind x1 = x3 mod 2 und x5 = 24 mod 2, also ¢,d ganz. Damit kommt neben

ab = ¢* — d? aus obiger Identitit
a® —b* = 2cd

und daraus

CL4 . a2b2+b4 — 402d2+ (62 _d2)2 — (62+d2)2.

Nach Satz 8.6 bleiben nur a = 0 oder b = 0, d.h. eines der z; = 0, oder a® = b?, d.h.

(r173)? = (w274)?. Beides ist offensichtlich unméglich.

Bemerkung:
Drei Quadrate in arithmetischer Progression existieren, z.B. 12 =1, 52 = 25 und

7? = 49 und daraus allgemein
T = k, Ty = 5k, T3 = Tk (k S N),

2 .2 _og12 _ .2 2
denn z5 — o7 = 24k° = 25 — x5.
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Wir kommen nun auf eine Diophantische Gleichung zu sprechen, die - anders als
die bisher behandelten - nicht polynomial ist, ndmlich die sogenannte Catalan’sche
Gleichung

=y =1
Hierbei sind x, y, n, m als Variablen aufzufassen, und wir sprechen deshalb von einer
Diophantischen Exponential-Gleichung. Catalan vermutete 1844, dass fiir x, y,n,m €
N\ {1} die einzige Losung gegeben ist durch z = 3, y = 2, n =2, m = 3. Nach Tij-
deman (1976) ist bekannt, dass die Catalan’sche Gleichung nur endlich viele Losun-
gen besitzt, und diese lassen sich effektiv beschranken. Wir behandeln ganz elemen-

tar einen Spezialfall.

Satz 8.8

Die Gleichung 3" — 2™ = 1 hat {iber N nur die Losungen n =m =1und n =2,m =

3.

Beweis:

1. Fall: n =2k +1, k € N.

Es ist 3" = 321 = 9. 3 = 1¥ . 3 = 3 mod 4, also haben wir 3" — 1 = mod4. Fiir
m > 2 gilt 4 | 2™, also ist 3" — 1 = 2™ nur fiir m = 1, daher n = 1 moglich.

2. Fall: n =2k, keN.

Wir haben 3" —1 = (3*—=1)(3*+1) = 2™ also 3* =1 = 2%, 3F+1 = 2! fiir gewisse
s,t € Nyg. Es kommt 2° +1 = 3¥ = 2 — 1, d.h. 2 — 2° = 2, mit anderen Worten
t=2, s=1,also k=1.Es ergibt sich n = 2k = 2 und daraus m = 3.
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9 p-adische Zahlen

Der gewohnliche Absolutbetrag |z| fiir z € Q ist eine Norm auf Q und induziert die
Metrik d(z,y) := |z —y| fiir z,y € Q. Wir werden andere Normen und Metriken auf
Q kennenlernen.
Fir p € P und z = +a/b € Q definieren wir (in Erweiterung der Ordnung e,(n) fiir
n € N)
ep(a) —ey(b) fur x #0,
0 fir x=0.

ep(T) =

Dabei hingt e,(x) nicht von der speziellen Bruchdarstellung von x ab, denn

er (5) = enlac) = eylbe) = e(a) + ep() = e,(0) = epl) = ¢ (7 )

Lemma 9.1

Sei p € P. Die Abbildung | |, : Q — Rx( definiert durch

p @ fiir  x#£0,
0 fir x=0,

|x|p =

ist eine Norm auf Q; d.h.
(1) |z|, =0<= 2 =0,
2) |- ylp = lzlp - lyly
3) |z +ylp < lzlp +[yly

fir alle x,y € Q. Anstelle der Dreiecksungleichung (3) gilt sogar die schérfere Un-

gleichung |z + y|, < max (|z|p, |y|,), wobei ,,<“ nur fur |z|, = |y|, auftreten kann.
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Beweis:
(1) ist klar.
Fiir zy = 0 ist auch (2) klar. Fiir zy # 0 haben wir

fegly = pr W = ) ) = fa] [y,

Fir z = 0,y = 0 oder x + y = 0 ist die verschérfte Dreiecksungleichung klar. Sei
also zy # 0 und = + y # 0. Mit gekiirzten Briichen x = a/b, y = ¢/d haben wir

o) = e (U ) = elad ) = e,0) - (0
min(ep(ad), ep(bc)) - ep(b) - ep(d)
= min(ey(a) + €p(d), p(b) + €,(c)) — €,(b) — €,(d)

— min(e,(a) - e5(b), e,(c) — e,(d)) = min(e,(z), e, (y)).

Vv

Also

|z + ylp _ p_ep(x+y) < max <p—€p(l')7p—6p(y)) — maX(|x|p7 Iylp).

Definition:
Eine Norm heiit nicht-archimedisch, falls stets |x + y| < max(|z|, |y|) gilt. Eine
Metrik heifit nicht-archimedisch, falls d(z,y) < max(d(z, 2),d(z,y)) fir alle z,y, z.

Gewohnliche Normen und Metriken heiflen archimedisch.

Bemerkung:
Nach Lemma 9.1 ist jedes |.|, eine nicht-archimedische Norm auf Q. Nicht-archimedische

Normen induzieren nicht-archimedische Metriken, denn
d(z,y) == |z —y| = |(x = 2) + (z —y)| < max(|z —2z[, [z —y|) = max(d(z, z), d(z,y)).
Der gewohnliche Absolutbetrag ist eine archimedische Norm auf Q, z.B.

11+ 1| > max(|1], |1]).
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Beziiglich des gewohnlichen Absolutbetrages bzw. der davon induzierten Metrik ist
Q nicht vollstéandig, d.h es gibt rationale Cauchy-Folgen, die in Q keinen Grenzwert
besitzen. Durch Vervollstdndigung entsteht R. Das folgende Beispiel zeigt, dass Q
auch bzgl. | |, (jedenfalls fiir ein hinreichend grofles p) nicht vollstiandig ist.

Beispiel 9.2

Sei p # 2 und r quadratischer Rest mod p. Wir definieren rekursiv eine Folge (a,,)nen

iiber Z mit der Bedingung
2

a; =rmodp" (neN).

Dies ist moglich (und nicht eindeutig), denn:

a? = r mod p ist 16sbar, wobei p { a;. Wir setzen as = a; + kp mit k derart, dass
|
a2 = (a; + kp)* = a? + 2a,k = r mod p?

(16sbar wegen p = (2a1p, p?) | (r — a?)). Allgemein setzen wir a, 1 := a, + ky - p"
mit a2, = r mod p"*!. Die Folge (a,)nen ist Cauchy-Folge beziiglich |.|,, denn fiir

n > m gilt

Ap — Ay = (an - an—l) + (an—l - an—2) + -+ (am+1 - am)

= ky1p" ko k™,

also |a, — a,| <p™™.

Annahme: (a,)nen besitzt den Grenzwert a € Q.

Wir nehmen zunichst auerdem an, dass a? # r. Dann sei |a* — r|, =: p~®. Wegen
lim a, = a ist |a, — a|, < p~©*V fiir alle grofen n € N. Mit a = ¢/d, (c,d) = 1,

n—oo

ist a, —a = (a,d — c)/d, wobei pt{ d (sonst p | ¢ wegen p®*! | (a, — a)). Es folgt

nd
lan +al, = |2 < 1.
d
Also
a? —a®l, = |an — al, - lan + al, < p~ V.
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Wir erhalten

|a? — rly = (a® = a2) + (a2 — )y < max(|a® — ai|p7 a7 — rlp)
< max(p~ €D p7m) = p=CotD fiir > e+ 1.
Widerspruch!

Es bleibt nur die Moglichkeit » = a2, d.h. r ist Quadratzahl in Z. Zwischen 0
und p gibt es (p — 1)/2 quadratische Reste, aber nur [\/ﬁ] Quadratzahlen. Wegen
VP < (p—1)/2 fiir p > 7 konnen wir also einen quadratischen Rest r mod p wihlen,
der keine Quadratzahl ist. Die damit konstruierte Folge (a,)nen ist Cauchy-Folge

ohne Grenzwert in Q.

Vervollsténdigung von Q bzgl. |.|,

Wir nennen zwei Cauchy-Folgen (a,)nen, (bn)nen beziiglich |.|, dquivalent, falls

@y, — by, — 0 fiir n — oco. Wir definieren Q, als die Menge der Aquivalenzklassen
von Cauchy-Folgen iiber Q. Fiir z € Q bezeichne (z) die konstante Cauchy-Folge
(x,z,x,...). Offenbar gilt

() ~ (2) =z =2

Die Norm eines Elements a € Q, (d.h. einer Aquivalenzklasse) sei erklirt durch
lal, == lm |ay,/p,
n—oo

wobei (a,)nen ein beliebiger Reprasentant von a sei (wir schreiben: a = (ay,)).

Lemma 9.3

Fir a € Q, ist |a|, existent und wohldefiniert.
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Beweis:
Existenz: Falls a ~ (0), so gilt nach Definition der Aquivalenz |a,|, = |a, — 0|, — 0.

Sei also a 7¢ (0). Dann gilt

3 v 3

> €.
£e>0 NeN ng>N [anolp > €

Wir wéhlen N so grof, dass |a, — a.|, < € fiir alle n,n’ > N. Insbesondere haben

Wir |a, — ap,|p < € fir alle n,n’ > N. Aulerdem gilt
|@n = anop < max(|anlp, |anglp),

wobel |ap,|, > €. Nach Lemma 9.1 bleibt nur die Moglichkeit |a,|, = |an,|, fiir alle
n > N, also

lim ‘an‘p = |ano’p'

n—o0

Wohldefiniertheit: Fiir a ~ b ~ (0) folgt wieder aus der Definition der Aquivalenz

lan|, — 0 und |b,|, — 0. Fiir a ~ b o (0) erhalten wir aufgrund des Arguments
im ersten Teil des Beweises, dass |a|, = p® und |b], = p° fiir gewisse «, 8 € Z. Die

Annahme «a # [ stdnde im Widerspruch zu |a,, — b,|, — 0.

Bemerkung:

Das vorstehende Lemma zeigt, dass

{lalp 1 a € @} ={Irl, : 7 € Q} = {0} U{p' : t € Z},

d.h. der Wertebereich der Norm bleibt bei der Vervollstindigung von Q nach Q,
unverdndert. Im Gegensatz dazu erweitert sich beim Ubergang von Q zu R der

Normwertebereich von Q> zu Q>o.

Satz 9.4

Jedes Q, ist ein vollstandiger Korper bzgl. |.|, mit Unterkorper Q (also char Q, = 0).
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Beweis:

Seien (a = (a,) = (a!), b= (b,) = (V,) € Q,. Wir setzen

n

a+b:=(a,+b,), a-b:=(a,-by).
Die Wohldefiniertheit folgt aus

[(an +bn) = (an, +0)lp = [(an —a;,) + (bn = b))l

< max(|a, — aylp, |bn — b,|,) — 0
bzw.

|anbn - a;pr = |an(bn - bln) + b;(an - a;)|p

< max(|an|p b — b;|pu |b;L|p an — a;|p> — 0.

Additive Inverse werden in offensichtlicher Weise erklért. Bei multiplikativen Inver-

sen beriicksichtigen wir, dass jede Cauchy-Folge (a,) dquivalent ist zu (a,) mit

a, fir a,#0,

ap =
T

p" fir a, =0.

Damit ist auch (a,)~! := 1/a, eine Cauchy-Folge auBer fiir |d,|, — 0, d.h. (a,) = 0.
Die Rechengesetze fiir Koérper folgen fiir Q, direkt aus denen fiir Q. Wegen

Q ~ {m :r € Q} C Q, haben wir gezeigt, dass Q, ein Oberkorper von Q ist. Zu
zeigen bleibt die Vollstandigkeit von Q,. Sei also (ay,)nen eine Cauchy-Folge tiber
Qp, d.h. fir e > 0 gilt |oy — o], < €, sofern 7,7 > N(e).

Wir zeigen zunéchst, dass zu jedem «; ein a; € Q existiert mit oy — a;], < 2%: Sei
etwa a; = @je,\,. Dann gilt |a;; — @ijr], < 27" fiir hinreichend grofie 7, 5. Mit

a; := o haben wir geméf Definition der Norm auf Q,
o — ailp = lim Jay; — agpl, < 27",
Die Folge (a,)nen ist eine Cauchy-Folge (iiber Q), denn fiir hinreichend grofe i, j
gilt
lai — ajl, = [(ai — ;) + (s — ;) + (aj — ;)

< ]ai —ai\p—i- |Oél' —Oéj|p+ |Oéj —aj|p < 272’ +€+27j < 2e.
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Wir setzen a := (an),,cy und haben fiir ein hinreichend grofes i

IN

lim (o — aglp + |a; — a;lp)

Jj—00

< 27 4 26 < 3e;

o — ol = lim Ja; — al,

d.h. (a,)nen konvergiert gegen a.

Bemerkung:
Der oben durchgefiihrte Vervollstandigungsprozess kann ganz allgemein benutzt wer-

den bei beliebigen Korpern, auf denen eine Norm erklért ist.

Satz 9.5

Fiir p; # ps sind die Kérper Q,, und Q,, nicht isomorph.

Beweis:

Es gibt eine natiirliche Zahl r, die quadratischer Rest mod p; und quadratischer
Nichtrest mod p, ist, denn:

Seien ay quadratischer Rest mod p; und by quadratischer Nichtrest mod p,. Damit
ist ag+p1s (s € Z) quadratischer Rest mod p; und by +pot (¢t € Z) quadratischer
Nichtrest mod p,. Die Diophantische Gleichung

p15 — pat = by — ag

ist wegen (py, p2) = 1 losbar und liefert das gewiinschte 7.

In Beispiel 9.2 hatten wir gezeigt, dass fiir den quadratischen Rest r mod p;, die
dort konstruierte Cauchy-Folge den Grenzwert a mit a> = r besitzt. Wegen der
Vollsténdigkeit von Q,, ist a € Q,,, d.-h. 2% = r ist 16sbar iiber Q,,. Da r quadrati-

2

scher Nichtrest mod p, ist, kann 2 = r iiber Q,, nicht l6sbar sein, da nicht einmal

22 = r mod p, 16sbar ist. Daher kénnen Q,, und @Q,, nicht isomorph sein.
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Bemerkung:

Nach einem Satz von Ostrowski sind der gewohnliche Absolutbetrag |.| und die p-
adischen Betriige |.|, (p € P) ,,bis auf Aquivalenz“ alle méglichen Normen auf Q. Da
aquivalente Normen zu isomorphen Vervollstindigungen fiihren, sind somit R und
die p-adischen Korper Q, (p € P) bis auf Isomorphie alle moglichen Vervollsténdi-
gungskorper von Q.

Die reellen Zahlen lassen sich (statt als Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen) kon-
kret als Dezimalzahlen schreiben. Eine dhnlich konkrete Darstellung existiert auch
fiir p-adische Zahlen.

Wir definieren den Ring der ganzen p-adischen Zahlen
Zy, ={x€Q,:|z|, <1}

Offenbar ist Z C Z,; es gilt sogar

{% : (a,b):l,p{b} C Z,,.

Damit lésst sich Q, auch auffassen als Quotientenkérper von Z, (so wie Q als Quo-

tientenkdrper von Z.

Lemma 9.6

Z liegt dicht in Z,,.

Beweis:

Sei o € Z,,. Geméfl Beweis zu Satz 9.4 existiert zu jedem ¢ € N ein r; € Q mit

| — 7ri], < p~*. Wegen |al, < 1 folgt |ri|, <1 (sonst |a — 7], = max(|al,, |ri],) > 1
Widerspruch!). Also ist r; = a;/b; fiir gewisse (a;,b;) = 1 mit p 1 b;. Gesucht ist ein
n; € Z mit |r; — n;|, < p~*. Wir haben

a;
n, — —

bi

<p' = |bni— ailp = |bin; — aql, -
P

<= bn; = a; mod p'.



9 P-ADISCHE ZAHLEN 111

Wegen (b;, p') = 1 ist die Kongruenz 16sbar, und es folgt

lov — il = [( = 73) + (15 = ng)|p < | —7ilp + |15 — 4, < 2p_i'

Satz 9.7

Sei o € Z,. Dann existiert eine eindeutige Cauchy-Folge (a,)pen mit (ay), oy = @

derart, dass

ap, €7, 0<a,<p", ani1 =a, modp” (n€N).

Beweis:

Nach Lemma 9.6 existiert a,, € Z mit |o — a,|, < p~". Wegen

—n

o — (an +tp")[, < max(|a — app, [t - p"|p) < max(p™,p™") =p

konnen wir 0.B.d.A. 0 < a,, < p" voraussetzen. Aus

|@n1 — an|p < max(|aps1 — alp, |an —af,) <p™"

folgt 41 = a, mod p™. Insbesondere ist (ay,)nen €ine Cauchy-Folge mit (ay,),,cy = -
Zum Beweis der Eindeutigkeit sei eine Folge (a],)men mit denselben Eigenschaften

gegeben. Wir haben

la,, — al, < p™" fir m > mg(n) > n.

Nach Voraussetzung gilt

also

!/
m

a a;z|p < maX(m;n - a;n—1|107 ceey |a';'L+1 - a;z|p) <p"
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Mit |a,, — al, < p™" folgt

/ JR—
n

la anlp < max(|a:l - a;n|p» |alm - alp: o — an|P> <p™,

d.h. a,, = a], mod p". Wegen 0 < a,,, a, < p" folgt a,, = a,.

Satz 9.8

Fiir p € P ist

b_ b_ b_
ng{p_:‘i‘ pkkj_ll+"'+?1+bo+b1p+b2p2+"'l kGZ, b,k#O, 0§b1<p}

(d.h. jede p-adische Zahl wird durch eine Laurent-Reihe dargstellt), wobei ganz ka-
nonisch mit Ubertrigen gerechnet wird.
Beweis:
Sei zunéchst a € Z,, und sei (a,)nen die eindeutige Folge aus Satz 9.7. Wir setzen
a; =:by, ax=a;+pb, as=as+p°hs,...,
also 0 < b, < p fiir alle n > 0. Einsetzen liefert
a; =by, ay=by+bp, az=>bo+bip+bp’,...,

also

a = lim an:b0+b1p+b2p2+"'

n—oo

Sei nun a € Q,, « # 0. Dann existiert ein k € Z mit |a|, = p*. Es folgt
o p*| ) = lal, - ], = p* - p7" =1,
d.h. a-p* € Z, und

PP = b+ boy1p + bopgop® + -
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wobei b_; # 0 (sonst |a - pf| < 1). Es ergibt sich

A
o el

+otbo+bipt -

Die Richtigkeit des Rechnens mit Ubertriigen ergibt sich leicht, indem zuerst Teil-
summen dieser unendlichen Reihen verwendet werden und anschlieBend Grenzwerte

beziiglich |.|, gebildet werden.

Beispiel: (vgl. Beispiel 9.2)
Wir berechnen niherungsweise v6 in Qs, d.h. wir 16sen z2 = 6 in Qs. Gesucht

werden ag,ay, as, ... (0<a; <4)mit (ag+a;-5+ag-5°+---)2=6=1+1-5.
Koeffizientenvergleich mod 5, mod 52, mod 53, ... liefert
CLO:1,CL1:3,CL2:O,CL3:4,... oder CLO:4,CL1:1,CL2:4,6L3:0,....

Die Gleichung 22 = 6 hat also in Q5 die beiden Lésungen
a=1+3-54+0-524+4-5+...

und

—a=4+1-54+4-524+0-5"+...

Ein Beispiel fiir die ungewohnten Konsequenzen des nicht-archimedischen Absolut-

betrages gibt

Satz 9.9

Sei (¢n)nen, eine Folge iiber Q,. Dann gilt

o0

Z ¢, ist konvergent <= lim ¢, = 0.

n—0o00
n=0
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Beweis:
113
”ﬁ

N
Sei Sy 1= > ¢, also existiert A}im Sy. Es folgt
n=0 oo

lim ¢, = lim (S, — S,_1) = lim S, — lim S,, = 0.

n—oo n—oo n—oo n—o0

«

S

Sei m > n. Dann ist
| S — S"‘p = [Cnt1 + o2 + o+ Clp S max((cppilps -y lemlp) — 0

fiir n — 00. Also ist (S,,)nen Cauchy-Folge und somit konvergent in Q,,.



